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Vorrede. 


Vater  Vorlesuiigcu  über  irgend  welche  Wissenschaft  verstehe  ick 
\uc\\U  mehr  und  nichts  weniger  als  eine  Einfrihrung  in  die  betrefTende 
Wissensdiaft.  Wenn  einDocent  eine  Vollständigkeit,  oder  eine  er- 
scböpfendt  Darstellung  seines  Themas  zu  erstreben  sucht,  so  ist  er 
nach  meiner  Ansiebt  auf  einem  durchaus  verrehlten  Wege«  Soweit  es  mir 
aus  meiner  bisherigen  Praxis  klar  geworden  ist ,  wirken  Vorlesungen  (d.  h. 
:i|»eciell  academische  Vorträge)  das  Allermeiste,  wenn  sie  nur  Andeu- 
tungen geben,  um  dem  Lernenden  eine  Uebcrsicht  über  das  beizubringen, 
was  in  der  betreffenden  Wissenschaft  entweder  schon  geleistet  ist,  oder 
was  man  von  ihr  in  ihrer  weiteren  Entwickelung  vielleicht  noch  zu  er- 
warten habe.  Sie  sollen  nur  in  die  Wissenschaft  einführen,  keines- 
\^egs  aber  sie  selbst,  soweit  sie  im  Augenblick  ausgebildet  ist,  voll- 
ständig überliefern.  Diese  Vollständigkeit  muss  stets  durch  Prival- 
sUidium  der  classiscben  Werke  begründet  werden.  Die  Vorlesung  muss 
nur  so  weit  gehen,  dass  sie  den  Lernenden  dazu  fähig  macht,  streng  wis- 
senschafUidie  und  bis  zu  einer  gewissen  Vollendung  durchgearbeitete 
Werke  verstehen  und  mit  Nutzen  in  sich  aufnclinien  zu  können. 

In  diesem  Sinne  sollen  auch  die  vorliegenden  Vorlesungen,  und  spe- 
ciell  die  in  der  gegenwärtigen  1.  Abtlieilung  des  I.  Bandes  erscheinenden 
Vorlesungen  über  analytische  Geometrie,  betrachtet  werden.  Sie  sollen 
keine  n e u e  Theorie  aufstellen ,  sie  sollen  auch  keine  erschöpfende  Be- 
lehrung über  das  bisher  erfundene  und  gesammelte  Material  geben,  son- 


dem  sie  sollen  nur  eine  Einführung  in  die  Wissenschaft  darbieten  und 
einen  Ueberblick  aber  dieselbe  in  möglichst  verständlicher  und  concinner 
Darstellung  gewähren.  Vor  Allem  sollen  sie  zur  Repetition  dienen,  um  die 
schon  anderweitig  erworbenen  Kenntnisse  durch  kurze  Andeutungen  wie- 
der ins  Gedächtniss  zurückzurufen.  — 

Benutzt  sind  hierbei:  die  ausgezeichneten  „A  naiyti  seh -geomc  Iri- 
sch e  n  E  n  t  w  i  ck  e  1  u  n  g  e  n  von  Plücker,*'  die  ganz  vortreffliche  „Sammlung 
von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischenGeome- 
trie  von  Magnus/^  femer  die  „Analytische  Geometrie  von  Lit- 
troto/^  die  „Proprietes  projectives  des  figures  von  Poncelet,^' 
die  „Geometrie  descriptive  von  Monge^'^  und  andre. 

Von  den  gegenwärtig  angefangenen  analytischen  Vorlesungen  sind  so- 
wohl die  sogenannte  Einleitung  in  die  Analysis  als  auch  die  Diiferential - 
und  Integral-Rechnung  ausgeschlossen ,  weil  diese,  in  dem  hier  beabsich- 
tigten Sinne,  von  Schloemilch  in  genügender  Weise  dargestellt  sind. — 
An  die  im  Augenblick  erscheuiende  analytische  Geometrie  soll  sich  zu- 
nächst die  analytische  Mechanik  anschliessen.  Hierauf  soll  die  Geschichte 
der  bisher  bekannten  Integrationen  von  Differential  -  Gleichungen  und  die 
Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  folgen. 

Halle  d.  15.  Febr.  1851. 

Sohncke^ 
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Einleitong. 


Nach  den  bisher  nns  bekannt  gewordenen  mathematischen  Schriften 
des   AUerthuros  scheint  die  Geometrie  in  froherer  Zeit  nicht  in  anderer 
Weise  durchgearbeitet  zu  sein,  als  wie  wir  sie  in  den  auf  uns  gekommenen 
Werken  von  EucUdes  (300  ▼.  C),  ÄpollontHs  Pergaeus  (200  v«  C.),  Pap^ 
fus  Alexandrinus   (370  n.  C.)   noch  vorfinden.      Es  ist  dieses  die  rein 
construirende  Methode,  bei  der  man,  wenn  man  es  genau  nimmt,  nur 
durch  Auftragen  und  Abmessen  mit  Hilfe  des  Lineals  und  Zirkels  aus  ge- 
gebenen Grössen  die  gesuchten  zusammensetzt  oder  herausconstruirt.  Von 
den  krummen  Linien  waren  ausser  dem  Kreise  nur  einzelne  bekannt,  wo* 
Ua  die  Kegelschnitte  gehören ,  zu  deren  Theorie  Menaechtnus  (350  ▼.  C.) 
deo  Grund  gelegt  zu  haben  scheint,  sowie  auch  die  Quatratrix  des  Ptno- 
UratHi;     eine  allgemeine  Theorie  der  Curven  existirte  jedoch  nicht. — 
Fm  dahin  gelangen  zu  können  war  vor  allen  Dingen  die  Anwendung  der 
Arithmetik  auf  die  Geometrie  und  besonders  die  Kenntniss  der  Verhält- 
nisse der  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  d.  h.  die  Trigonometrie 
eiforderiich*     Der  Erste,  von  dem  uns  bekannt  ist,  dass  er  sich  damit 
beschäftigt  habe,  ist  Menelaus  aus  Alexandrien  (100  n.  C.),  der  sechs 
Bächer  über  die  Chorden  im  Kreise  geschrieben  hat,  die  nicht  mehr  Tor- 
banden sind. 

Aber  auch  diese  Benutzung  der  Arithmetik  führte  nur  zu  der  soge- 
nannten rechnenden  Geometrie.  Erst  Descartei  (gesL  16d0)  gab  der  Geo* 


/ 


.1 


metrie  einen  vollkommen  neuen  Schwung  durch  die  Anwendung  der  Al- 
gebra auf  die  Unlersuchung  der  krummen  Linien.  Er  drückte  die  we- 
'^sentlichste  Natur  einer  Curve  durch  eine  algebraische  Gleichung  zwischen 
zwei  Variabein  aus  und  leitete  aus  dieser  durch  Rechnung  sämmtliclie  Ei* 
genschaften  der  krummen  Linie  ab.  Hierzu  schuf  er  sich  eine  ganz  neue 
Sprache  für  die  Geometrie,  die  der  Coordinaten.  Er  that  dieses  zuerst 
in  einem  kleinen ,  aber  sehr  inhaltreichen  Werke ,  welches  unter  dem  Ti- 
tel „Geometrie"  1637  in  französischer  Sprache  erschien. 
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Erste  Torlesnns. 

Ce»rdinaten.  Gerade  Linie. 

«Vcnn  man  in  einer  Ebene  zwei,  sich  unter  rechtem  Winkel  schnei- 
dende gerade  Linien  als  vollkommen  festliegend  annimmt,   so  wird  jeder 
Punkt  in  derselben  Ebene  seiner  Lage  nach  ebenfalls  sicher  bestimmt  sein, 
wenn  man  dessen  senkrechte  Entfernungen  ?on  diesen  beiden  festen  Li- 
nien kennt.      Dieses  wird  aber  nicht  ohne  Weiteres  zur  Wahrheit,  weil 
z.  B.  in  Fig.  I.  die  vier  Punkte  P| :  Pj :  Pi :  P4  respective  gleiche  Entfernun- 
gen von  den  beiden  Linien  OX  und  OY  haben  können ,  wenn  sie  in  der 
Peripherie  eines  Kreises  liegen  und  wenn  OQ  ^  OQ'  gemacht  ist.  Aus- 
ser diesen  vier  Punkten  wird  es  allerdings  keine  andere  geben,  welche 
dieselben  Distanzen  von  den  beiden  festen  Linien  haben ;  aber  auch  diese 
Yierdeutigkeit  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  vermeiden,  wenn  man  den  ge- 
bräudilich  gewordenen  BegriiT  der   entgegengesetzten    Grössen    zu  Hilfe 
nimmt    Bei  diesem  kommt  es  nun  allerdings  stets  nur  auf  Uebereinkom- 
men  an ,  was  man  das  Positive  und  was  das  Negative  nennen  will.    Des- 
halb mag  es  hiermit  festgesetzt  bleiben,  dass,  wenn   nicht    eine  andre 
Bestimmung  besonders  angedeutet  wird,  die  Linien  von  0  Y  nach  der  rech- 
ten Seite  bin  gerechnet  positiv  genannt  werden  sollen,  dagegen  nach  der 
linken  Seite  hin  negativ  und  ebenso  von  der  Linie  OX  nach  oben  zu  po- 
sitiv und  nach  unten  negativ.      Hiernach  wird,  wenn  man  die  absolute 
Länge  der  Linie  PQ  =  b  und  die  von  PR  ==  a  setzt,  jeder   der  vier 
Punkte  P  durch  folgende  Entfernungen  von  den  beiden  festen  Geraden 
vollkommen  unzweifelhaft  bestimmt  sein: 
Es  ist  die  Entfernung  des  Punktes 
Pi  von  der  Linie  0 X  =  +  ft ,  von  der  Linie  OY  =  -^r  a 
Pj-.        -.-=:  + 6,    --        .      -=  —  a 
P.    -     -        -        .    =:_6,    .    .        .      .     =  _a 
P4--        --Ä—  6,    -.       .      -=4-a 


Man  nennt  nun  die  beiden  geraden  Linien,  von  welchen  man  die 
Abstände  eines  Punkts  nimmt,  Coordinaten-Axen,  und  die  EnUer- 
nungen  des  Punkts  von  ihnen  seine  Coordinaten.  Indem  man,  wie 
in  der  angezogenen  Figur,  auf  der  einen  Linie  einen  solchen  Uuchstabea 
wie  X  und  auf  der  andern  Y  markirt,  so  nennt  man  die  erstere  die 
X-Axe  und  die  zweit«  die  F-Axe;  nennt  ferner  den  Abstand  eines 
Punkts  von  der  erstem  Linie,  weil  er  parallel  mit  der  F-Axe  liegt,  die 
y-Coordinate  und  seinen  Abstand  von  der  andern  Linie,  weil  er  parallel 
ipit  der  X-Axe  liegt,  die  a;-Coordinate  dieses  Punkts.  Man  gebraucht 
wohl  auch  die  unterscheidenden  Benennungen  Ordinaten«<  und  Ab- 
4eis$en-^Axcn  und  demgemfiss  Abscisse  und  Ordinate  eines  Punkts;  4a  ef 
jedoch  vollkommen  in  die  Willkühr  jedes  Einzelnen  gestellt  L|t,  mit  wei* 
cbem  Namen  er  diese  oder  jene  Axe  belegt,  so  ist  es  wohl  einfocbfr  und 
weniger  zweideutig«  bei  der  vorhin  angeführten  Bezeichnung  so  bleiben. 
Der  Durchschniltspunkt  0  der  beiden  Coordinaten- Axen  wird  der  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  oder  wohl  auch  der  Mittelpunkt  des 
Goordinatensystems  genannt. 

Bei  dieser  Bestimmung  der  Lage  eines  Punkts  durch  seine  Coordi- 
naten ist  es  offenbar  durchaus  Nebensache »  ob  die  Coordioateo  -  Axen 
sich  unter  rechtem  oder  schiefem  Winkel  schneiden,  wenn  maa  nur  die 
Entfernungen  eines  Punkts  von  den  beiden  Axen  stets  als  mit  diesen  pa- 
rallel laufende  Linien  betrachtet  Man  wählt  in  der  Regel  das  rechtwink"* 
lige  Coordinatensystem»  weil  sich  die  Rechnung  und  die  FormuliruQg  da- 
bei meistens  einfacher  gestaltet,  obgleich  es  auch  Falle  giebt,  in  denen 
die  Wahl  eines  schiefwinkligen  Coordinatensystems  zu  gi'össerer  Eleganz 
führt.  —  Eine  vollständig  durchgeführte  analytische  Geometrie  für  ein 
schiefwinkliges  Coordinatensystem  besitzen  wir  jetzt  in  einem  Werke  von 
Dr.  G.  S.  Ohmy  Nürnberg,  1849.  — 

Es  ist  aber  auch  möglich  die  Länge  eines  Punkts  in  einer  Ebene 
noch  auf  andre  Weise  zu  bestimmen,  als  durch  seine  rechtwinkligen  oder 
schiefwinkligen  Abstände  von  zwei  festen  Axen.  Wenn  man  nämlich  in 
derselben  Figur  L  die  geradlinige  Eotfernung  des  Punkts  P  von  einem 
fest  angenommenen  Punkt  0  kennt  vnd  diese  r  (radita  vector) 
nennt  1^  dazu  auch  noch  den  Winkel  weiss,  den  dieser  Radius  mit  einer 
ebenfi^ls  fest  angenommenen  Linie  OX bildet  und  diesen  g^  (amflitudo 


•• 


«^ 


oder  P^lköhi)  nennt,  so  wird  die  Lage  des  Punkts  P  durch  diese 
beiden  Grössen  r  und  q>  (die  man  mit  dem  Namen  Polar- Co  ordina- 
len belegt)  ebenfalls  rolikommen  sieher  bestimmt.  Um  auch  hier  einen 
slnagen  Unterschied  zwischen  den  vier  Punkten  P|  P2  Pi  P\  zu  erhalten, 
moss  man  darauf  achten,  dass  man  die  Ämpliludo  q>  stets  auf  dieselbe 
Weise  zählt,  so  dass  also  dieser  Winkel  oder  Bogen 

rar  den  Punkt  P|  wird  AP^ 

-  -        -      P2     -     ABP^ 

-  -        .      P,     .     ABCP^ 

-  .        -      P4     -     ABCDP^ 

Hält  man  diese  Zähiart  fest,  so  ergicbt  sich  auch  als  gegenseitige 
Beziehung  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punkts  und  sei- 
nen Polar- Coordinaten 


y   =:   r  •   COS9) 

%  =s  r  ,  iinq> 


und  zwar  ist  diese  Relation  eine  vollkommen  allgemein  giltige,  auch  selbst 
in  der  Hinsicht,  dass  sidi  die  oben  genannten  verschiedenen  Vorzeichen 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  der  vier  Punkte  P  bei  dieser  Art  der  Win- 
kelbestimmung ebenfalls  richtig  ergeben. 

Wie  wir  in  den  soeben  genannten  Relationen  ein  Mittel  besitzen, 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punkts  in  Polar  -  Coordinaten  und 
umgekehrt  zu  verwandeln,  ebenso  wird  es  auch  häufig  für  analytische  Un- 
tersuchungen nothwendig  und  für  die  Erleichterung  der  Rechnung  von 
dem  allergrössten  Vortheil,  die  Coordinaten  zu  transformircn  d.  b. 
den  Anfangspunkt  des  Coordinaten-Systems  zu  verlegen  und  die  Richtung 
der  Coordinaten -Axen  zu  ändern. 

Es  sei  also  in  Fig.  iL  der  Punkt  P  in  Bezug  auf  das  Coordinaten- 
system  AX  und  AY  mit  dem  Coordinaten  -  Winkel  XAY  =^  er,  durclidie 
beiden  Coordinaten  PU  =  y  und  PF  =  jr  gegeben  und  man  wähle  ir- 
gend ein  anderes  Coordinatensystem  OS  und  OH,  so  sollen  die  Coor- 
dinaten desselben  Punkts  P,  bezüglich  auf  dieses  neue  System,  PQ  =  rj 
und  PIF  =  I  durch  die  frühere  x  und  y  ausgedrückt  werden.  Es  muss 
zu  dem  Ende  die  Lage  des  Anfangspunkts  0  des  neuen  Coordinatensy- 
siems  in  Bezug  auf  das  frühere  gegeben  sein ,  was  durch  seine  Goordl-^ 


—  0  — 

Daten  OJf  ^  6  und  OT  =  a  geschiebt;  Terner  muss  der  Neigungswin- 
kel der  neuen  Abscissen - Axe  gegen  die  frühere  d.  h.  005  =  /9,  and 
der  Neigungswinkel  der  neuen  Ordinalen -Axe  gegen  die  frühere  Abscis- 
sen-Axe  d.  h.  \F05  =  ^  gegeben  sein,  wobei  also  beiläufig  der  neue 
Coordinatenwinkel  =  / — ß  wird.  Unter  diesen  Annahmen  erh&lt  man, 
wie  leicht  aus  der  Figur  ersiclitlich  ist,  folgende  Relationen: 

X  —  AM  +  OS  +  QR 

y  ==^  AT  +  SQ  +  RP 
oder  wenn  man  die  die  gegenseitige  Lage  der  Axen  bedingenden  Winkel 
beröcksichligt: 

^  —  ^  ^  «m(a  — /?)      t   ,    iin (a  —  y) 

sina  sina  ' 

-    ,         sin  ß  w    .        sin  y 

sxna  sxn  a  ' 

woraus  sich  auch  umgekehrt  ergiebt: 

^  ""  ^  siniy-ß) '  sin  {y—ß)  '  ^ 

sinß  ,     sinia—ß) 

'  stmy-'ß)         ^   sin{y—ß)    ^ 

Wenn  mau  nämlich   die  Coordinaten  des  Punktes  A  in  Bezug  auf 

das  ^i/System,  d.  h.  AL  =  n  und  AN  :=:  m  setzt,  welche  beide  in  der 

angenommenen  gegenseitigen   Lage  in  der  genannten  Figur   negatir  sind, 

so  finden  sich  leicht  diese  Relationen: 

m.sin(cf — y)  +  n.sinCa  —  ß)  =  a.sina 

m.siny  +  n.sinß  =  b,sina 
oder: 

a.siny  —  b.sin(a — y)  =  n.sin(y-'ß) 

—  a.sinß  +  b.sin{a — ß)  =m.«in(y  —  ß) 

Macht  man  noch  die  specielle  Supposition,   dass  der  Coordinaten -Winkel 

des  neuen  ^i; Systems  ein  rechter  sein  soll,   dass  also  y  —  ß  =  90®  ist, 

80  erhält  man  diese  einfacheren  Beziehungen: 

sin(a—ß)     ^        cos(a  —  ß) 
sma  stna  ' 

^  sma  stna  ' 

oder  umgekehrt: 


?  =«  —  n  +  eosfl  .30  +  co$(a'^ß).y 
T]  ^  — m —  $inß.«  +  sin{a  —  ß).y 
Nimmt  man  endlicli  auch  noch  das  erste,  das  x y Coordinatensystem  als 
ein  rechtwinkliges  an,  so  dass  auch  a  =  90^  ist,   so  werden  die  Aus- 
drücke natürlich  noch  einfacher,  nämlich: 

X  =s  a  +  €0$ß  .  f  —  $inß  .  ri 

y  =  (  4-  sin/?  .  ^  +  cosß  .  71 
oder  umgekehrt: 

f  =  —  M  +  cosß.x  +  slnß.y 

fj  =  — m  —  iinß.x  +  cosß.g 

§.  2.  Wenn  man  in  Figur  III.  ein  Dreieck  AOB  hat,  dessen  eine 
Ecke  0  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten  liegt,  so  lässt  sich  dessen  Flä- 
cheninhalt sehr  leicht  und  elegant  durch  die  Coordinalen  der  beiden  Eck- 
punkte 1  und  B  ausdrücken. 

Es  mögen  nämlich  die  Coordinaten  des  Punktes  A  durch  JCg  jfi  und 
die  des  Punktes  B  durch  JCig^  ausgedrückt  werden;  femer  sei  für  einen 
Augenblick  der  Winkel  AOX  ■>  a  und   BOX  »  /9,  ebenso  AO  <=  r^ 
und  BO  =  Ts,  dann  vvird  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks  AOB 
2.A  AOB  =^  r^  r^  sin  (cf|  — cfj) 

=  Ti  sin  aj  •  r2  cos  a^  — fj  cos  «i .  r,  sin  a^ 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  erhält  man ,  wenn  man  noch  einen  dritten 
Punkt  C  dazunimmt,  dessen  Coordinaten  x^  9%  sein  mögen: 

2  A  BOC  =  y,jp2  —  JPayi 
und    2  A  COA  =  y,  X|  —  jrjy. 
Mithin  2.  A  ABC  =  2  A  AOB  —  2.A  BOC  —  2.A  COA 

=  yi  ajj  —  Xj  yj 

+  y«  a?3  —  ^2  Ss 
+  yj  a?|        x,  yi 

Man  kann  auch  noch  durch  eine  andre  Betrachtung  einen  selir  ele- 
ganten Ausdruck  für  den  Fiädieninhalt  eines  Dreiecks  durch  die  Coordi- 
naten seiner  Eckpunkte  erhalten ,  indem  man  sicli  dasselbe  durch  Addi- 
tion und  Subtraction  ron  Paralldtrapezen  susammengeaetit  denkt  und  zwar  • 


.*■ 
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2.A  ABC  n  ACca  +  ABha  —  BCch 

Es  ist  ersichtlich,  dass  sowohl  der  vorige,  wie  aacli  dieser  Ausdruck 
nicht  allein  sehr  synunelrisch ,  sondern  auch  mit  der  grusstcn  Leichtig- 
keit ohne  Weiteres  hinzuschreiben  ist,  wenn. man  nur  darauf  achtet,  dass 
bei  beiden  die  Indices  der  einzelnen  Coordinaten  einen  Cyclos  durchlau- 
fen,  d.  h.  dass  nach  der  1  die  2,  nach  der  2  die  3,  nach  der  3  wieder 
die  1  u.  8.  w.  folgt. 

Beobachtet  man  bei  den  Indices  dieses  einfache  Durchlaufen  des 
Gydus,  so  kann  man  ohne  die  geringste  Hübe  den  Flächeninhalt  irgend 
^nes  Polygons  geradezu  hinschreiben.  Hätte  man  z.  B.  ein  Fünfeck«  des- 
sen Eckpunkte  PiPiPi-^Ps  durch  ihre  Coordinaten  Xfgi  l  x^tfi  ;  x^y^ 
•  •••^$y$  gegeben  sind,  so  würde  man  nach  der  ersten  Bestimmungsweise 
eiiialten:  . 

an  ^t  —  a?i  3f2 

+  Si^i  —  ^äJTi 
und  nach  der  zweiten  Bestimmungsweise: 

(91  + U2)  (a?j— a?,) 
+  (yi+ya)  (a?i  — a?a) 
+  <92+yi)  (^a  — a?4) 

+  (yA+ys)  (^%—^i) 

Bei  diesen  Ausdrücken  darf  man  aber  nicht  etwa  daran  einen  An- 
8t088  nehmen,  wenn  Tielleicht  die  ganze  Summe  eine  negative  Grösse 
wird,  da  dieses  nur  von  der  zufälligen  (Stellung  der  einzelnen  Punkte  in 
der  Figur  abhängt:  der  absolute  Werth  der  Summe  bleibt  immer  der- 
selbe. 

%,  9.  Denken  wir  nns  in  dem  vorlün  genannten  Dreieck  ABC 
(Fig.  111.)  die  beiden  Punkte  A  und  B  festi  dagegen  den  Punkt  C  alt 
Terinderiicb  und  bflMJebnea  deagemlM  sein»  Coordinaten  durch  x  und 
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y  ohne  Index,  so  wird  der  im  Torigen  §•  gefundene  Werlh  fttr  den  In- 
halt des  Dreiecks  ABC 

2.A  ABC  =  y  (a-i—jr^)  —  x  (y,  — y,)  +  yi^^,— yi-**! 
wo  also  «r  und  y  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  in  derselben  Ebene 
bedeuten  und  deshalb  laufende  Coordinaten  genannt  werden,  während 
Xijfi  und  x,y2  faste  Coordinaten  der  beiden  speciellen  Punkte  A  und  B 
sind. 

Will  man  nun  noch  die  besondere  Bedingung  machen,  dass  der  be- 
wegliche Punkt  C  stets  in  der  nadi  beiden  Seiten  hin  unbestimmt  ver- 
längerten geraden  Linie  AB  liege,  so  wird  man  nur  den  Flächeninhalt 
des  Dreiecks  =  0  zu  setzen  haben ,  also 

y(ar,— 4r,)  —  a(yi— y,)  +  ffiX^  —  yz^^  ==»  0 

oder:  y  -  ^^•^^  x  +  fL^lZL^KL 
oder:  y-ny  =  f^'~f['  .  (*-*i) 

Weil  nun  diese  Gleichung  nur  dann  richtig  ist,  wenn  x  und  y  zu- 
sammengehörige Coordinaten  eines  Punkts  sind,  welcher  in  der  durch  A 
und  B  gehenden  Geraden  liegte  so  nennt  man  sie  die  Gleichung  die- 
ser geraden  Linie.  —  Die  hierbei  benutzte  Gleichung  in  ihrer  ur- 
sprünglichen Gestalt 

yi(a?2  — a?a)  +  yaCa^j  — Jfj)  +  ya  (a?i  —  J^j)  ==  0 
liefert  die  Bedingungsgleichung,  dass  die  drei  Punkte  x^yi  l  ^iVi  l  ^%9i 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  — 

Man  erkennt  hieraus,  dass  die  Gleichung  der  geraden  Linie  im  All- 
gemeinen die  Form 

y  =  a  x  +  6 
haben  müsse.  —  Setzt  man  hierin  jr  =  0,  so  wird  y  ^  6,  d.  h.  die  Linie 
schneidet  Ton  der  FAxe  ein  Stück  ==:  6  ab;   und  setzt  man  y  ^  0,  so 

wird  jr  = ,  das  ist  das  auf  der  XAxe  abgeschnittene  Stück.     Um 

die  Bedeutung  des  Coefficienten  o  zn  erhalten,  sei  (Fig.  IV.)  MN  die  Ge- 
rade, deren  Gleichung  y  zsz  ax  -\'  h  sein  soll.  Nimmt  man  in  ihr  zwei 
Punkte  Pi  und  P^  mit  ihren  Coordinaten  Xi  yi  und  x^  y,  an ,  so  müssen 

2 
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natüriidi  auch,  da  beide  Punkte  in  eben  dieser  Linie  liegen,  Xolgende 
beide  Bedingungsgleichungen  stattfinden: 

fi  =  aXi  +  b 

Woraus  sich  a  =  ^^-^^-'  =  '^--  =  fang  PmP.R^  tang  a  ergiebt,  d.  h. 

die  Constante  a,  der  CoelTicient  der  X-j^oordinate  in  der  Gleichung  der 
geraden  Linie  y  =  ajp  +  b  bedeutet  die  trigonometrische  Tangente  des 
Winkels,  den  die  Gerade  mit  der  X-Axe  bildet. 

Als  speciellere  Fälle  von  geraden  Linien  ergeben  sicli  y  =  m  als 
Gleichung  einer  Geraden,  die  in  allen  ihren  Punkten  um  ein  Stück  =»1 
Ton  der  X-Axe  entfernt  ist,  d.  h.  die  in  einer  Entfernung  =  m  mit  der 
XAxe  parallel  geht,  ebenso  jr  =  n  als  Gleichung  einer  Geraden,  die  in 
einer  Eolfemung  ss  n  mit  der  F-  Axe  parallel  geht.  Und  hieraus  folgen 
wieder  als  speciellste  Fälle  y  =  0  und  jr  =  0  als  Gleichungen,  respec- 
tive  der  X-  und  der  F-Axe  selbst. 

Man  kann  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  auch  noch  auf  manche 
andre  Wdse  finden,  indem  man  nicht  gerade  die  bisherige  Bestimmung 
ibstliält,  dass  sie  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen  solle,  sondern  dass 
man  irgend  andre  sie  fixirende  Bedingungen  annimmL  Zwei  dieser  Ab* 
leitungsarten ,  welche  beide  ein  besonderes  Interesse  darbieten,  mögen 
hier  noch  folgen. 

Wenn  man  sich  erstens  eine  Linie  MN  (Fig.  V.)  dadurch  gegeben 
dctikt,  dass  die  senkrechte  Distanz  (=</)  des  Anfangspunkts  der  Coor- 
dinaten  von  ihr,  sowie  auch  deren  Neigungswinkel  gegen  die  X-Axe 
(sa  a)  gegeben  ist  und  man  wählt  irgend  einen  Punkt  P  (sy)  in  ihr, 
so  wird: 

d  =  0P,8in  OPN 
e=  OP.sin  {a  —  POX) 
=  OP.tos  POX.iina—OP.aiH  POXcQsa 
=  x.sina — y.cosa 
Hierdurch  erhält  man  als  Gleichung  der  geraden  Linie 

g,co$a  —  JP,9ina  +  d  «  0 

d 


oder    y  =  x.tanga  — 


t0ia 
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oder  aoch,   wenn  man  den  IndinaüonswiDkel  des  Perpendikels  d  gegen 
die  X-Axe  durcb  t  bezcicbnet: 

y .  sin  i  +  Jt.cosi  =  d 

Zweitens  kann  man  auch  die  beiden  Stücke  als  gegeben  annehmen, 
welche  eine  Linie  von  den  beiden  Cordinatenaxen  abschneidet.  Es  sei 
(Fig.  VI.)  OB  =  p  und  Oii  =  {  und  P  ein  beliebiger  Punkt  mit  den 
Coordinaten  x  und  y,  dessen  Entfernung  von  der  Linie  MN  =i  d  sein 
mag,  so  hat  man  offenbar 

2.A  i»P=  2.A  OBP  +  2.A  OÄP  —  2.A  OAB 

oder:     d.^p^  +  q*  =  p.tf  +  q.x  —  pq 
Hieraus  ergiebt  sich 


1»-^^-'!^ 


d  = 

als  Entfernung  irgend  eines  Punktes  P  von  der  Linie  MN.  Setzt  man 
dieselbe  =  0,  so  hcisst  das  offenbar:  der  Punkt  P  liegt  in  der  Linie 
MN  selbst;  es  werden  alsdann  jp  und  y  die  laufenden  Coordinaten  ir- 
gend eiaes  Punkts  der  Linie  MN  und  man  erhält  auf  diese  Weise  deren 
GieichoDg 

0= ,+!*- q 

oder:     ?-+  -=  1 
5       P 

Hierbei  ist  der  vorhin  genannte  Ausdruck  für  d  sehr  zu  beachten.  Da 
nimlich  -: — - —  ==  cos  ABO  =  —  cos  ABX  ist,  so  folgt,  dass  man 

Vp'+  «' 

die  Entfernung  eines  Punkts  von  einer  geraden  Linie  dadurch  erhält,  dass 
man  die  Coordinaten  des  ausserhalb  liegenden  Punkts  in  die  auf  Null  ge- 
brachte Gleichung  der  geraden  Linie  für  deren  laufende  Coordinaten  ein- 
setzt und  den  dadurch  erhaltenen  Ausdruck  mit  dem  Cosinus  des  Winkels 
der  Linie  mit  der  X-Axe  multiplicirt.  Wenn  also  y  =  ax  +  b  die  Glei- 
diung  einer  Geraden  ist,  so  wird  die  Entfernung  eines  Punkts  §  tj 
von  ihr: 

Wenn  es  nicht  auf  die  Lage  des  Punkts  P  bezüglich  auf  die  Linie  an- 
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kommt,  sondern  wenn  es  sidi  nor  nni  die  absolute  Grösse  der  Entfer- 
nung bandelt,  dann  wird  man  von  dem  Vorzeichen  gani  abstrabiren 
können. 

Diese  zuletzt  hier  angeführte  Form  der  Gleichung  der  geraden  Linie 
ist  noch  besonders  deshalb  merkwürdig,  weil  sie  ganz  dieselbe  bleibt, 
mag  das  Coordinalensystem  ein  rechtwinkliges  oder  schiefwinkliges  sein. 
I)enn  (Fig.  VH.)  für  irgend  einen  Punkt  R  in  der  Linie  MN  erhilt  man 
die  Proportion 

BS  :  SR  =  RT  :  AT 
oder     (p—s)  :  g  ^  x  :  (}— y) 

oder     i^+£=l 
i       P 

§•  4.  Die  Wahl  der  Coordinaten  ist  wesentlich  für  die  zweckmäs- 
sige und  elegante  Lösung  einer  Aufgabe.  Zu  diesem  Ende  mögen  fol- 
gende Beispiele  hier  ihren  Platz  finden. 

Erste  Aufg.  Wenn  (Fig.  VIII.)  eine  gerade  Linie  MN^  die  be- 
stindig  zwei  Seiten  AB  und  AC  eines  Dreiecks  schneidet,  sich  aut  der 
dritten  Seite  BC  parallel  forlbewegt  und  es  würde  nach  dem  geometri- 
schen Ort  des  Durchschnittspunkts  derjenigen  Linien  gefragt,  die  von  den 
Endpunkten  der  dritten  Seite  nach  den  Schnittpunkten  der  beweglichen 
Linie  in  den  beiden  andern  Seiten  des  Dreiecks  gezogen  werden ,  so  wird 
es  am  bequemsten ,  die  beiden  Seiten  A  B  und  i  ^  als  Cöordinatenaien 
anzunehmen. 

Hiernach  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Seilen  des  Dreiecks  durch  die 
entspredienden  kleinen  Buchstaben  der  entgegenstehenden  grossen  Winkel^ 
Buchstaben  bezeichnet,  als 

Gleichung  der  Linie  BC  :  ^  +  -^  =£  1 

c  0 

e   ^  AB 
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Da  die  beiden  ersten  LinieD  mit  eiaander  pirallel  laufen  sollen, 
d.  k  gleiche  Winkel  mit  der  J*Aie  bilden  und  deshalb  die,  deren  tri- 
gonometrische  Tangenten  ausdräckenden  CoelTicienten  ron  x,  der  auf  Null 
gebrachten  Gleichungen  ^eich  haben  mfissen,  so  ist: 

1      ^ 

Mil  Hilfe  dieser  erhält  man  aus  den  beiden  letiteo  der  Torhin  genannten 
Gleichungen : 

Wenn  man  dieser  Gleichung  dadurch  genügen  will,  dass  man  den 
ersten  Factor  ==■  0  setzt,  so  erhalt  man  dabei  nichts  Anderes »  als  eine 
sogenannte  besondere  Lösung,  nämlich  nur  die  Gleichung  der  geraden 
Linie  BC.    Ussl  man  dagegen  den  zweiten  Factor  by — ex  yerschwindeni 

so  wird  ^  =  -j-  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  die  durch  den  An- 

c  0 

fangspnokt  A  der  Coordiiiaten  geht  und  die  gegenüberliegende  Dieiecks- 
Selle  BC  halbvU     Denn  wenn  man  diese  Gleichung  ijf  =:  c»  mit  der 

Glekhiing  der  Linie  BC,  d.  h.  mit  i^  -f-  -r  =  1  zusammenstellt,  so  fi»* 

CO 

det    man   für  die   Coordiuaten    des   Durchschnitlspunkts    beider   Linien 
X  =  -^4  und  y  «=  -J-c. 

Wenn  man  die  Lage  der  beweglichen  Linie  MN  so  wählt,  dass  sie 
die  beiden  Dreiecksseiten  A  B  und  A  C  halbirt,  so  dass  man  also  i4  £  =  v  ä 
and  AD  ==  -|-c  zu  setzen  hat,  so  werden  die  oben  gefundenen  Gleichun- 
gen der  Linien  D  C  und  B  E  folgende  Formen  annehmen : 

c         6 

c  6 
Indem  man  diese  beiden  Gleichungen  als  coexistirend  betrachtet,  er- 
hält man  die  Coordinaten  ihree  Darehsdmittspiinkls  0 ,  nämlich  jr  =  -i-  6 
and  jr  »  -|*^>  woraus  sich  der  bekannte  planimetrische  Satz  ergiebt: 
Wenn  maa  von  den  Spitzen  eines  Dreiecks  gerade  Linien  nach  den  Mitten 
der  gegen&berliegeoden  Seilea  zieht»  so  schneiden  sich  diese  in  dem  Ver- 
hältniss  Ton  1:2. 
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Zweite  Aufg.  Wenn  ein  Winkel  YOJ  =s  a  gegeben  ist,  so 
suche  man  den  Punkt,  Ton  welchem  die  Perpendikel  auf  beide  Schenkd 
sich  wie  m  :  n  verhalten. 

Wenn  man  die  Schenkel  des  Winkels  tu  Coordinaten-Aien  annimmt, 
und  (Fig.  IX.)  P  ein  zwischen  ihnen  liegender  solcher  gesuchter  Punkt 
wlre,  so  ist  PQ  ^  y  und  PR  ==  x^  also  werden  die  Perpendikel  auf 
die  beiden  Schenkel  Pf  ==  y.sina  und  Pn  =  x.sina,  folglich  der  ge- 
gebenen Bedingung  gemäss: 

y.sina  :  x.sina  =z  m  :  H  . 

oder    y  Ä  -— .jr 

Es  giebt  also  eine  durdi  den  Scheitel  des  Winkels  gehende  und  zwischen 
seinen  Sdienkeln  liegende  gerade  Linie,  in  welcher  jeder  Punkt  so  be- 
schaffen ist,  dass  seine  senkrechten  Abstände  ron  den  beiden  Schenkeln 
sich  wie  m  :  n  yerhalten.  -— 

Dieses  ist  aber  nicht  der  einzige  geometrische  Ort,  welcher  der  Auf* 
gäbe  genAgt,  sondern  es  findet  sich  auch  noch  ausserhalb  der  Schenkel 
ein  solcher  Punkt  F,  dessen  Coordinaten  P'Q'  =  y  und  P'Ä'  =t  —  a? 
seien,  so  dass  Fp'  =s  ysina  und  P'nf  =3  —  xsina  wird,  woraus  dann 
nach  der  Bedingung  der  Aufgabe  folgt: 

ysina  ;  —  jcsina  =^  tn  :  n 

oder         y  =s  —  —  jr 

d.  b.  man  erhält  wieder  als  geometrischen  Ort  aller  Punkte,  welche  der 
ausgesprochenen  Forderung  genügen,  eine  zweite  gerade  Linie,  die  eben- 
falls, wie  die  erste,  durch  den  Scheitel  des  Winkels  geht,  aber  ausser- 
halb der  beiden  Schenkel  desselb^  liegt. 

§.  5.  Wenn  man  zwei  gerade  Linien  hat,  die  wir  geradezu  die  Li- 
nien 1  und  2  nennen  wollen  und  diese  durch  die  Gleichungen 

I0    y  =z  üj^  X  +  b^ 
2.    y  =  Oji  jc  +  b% 
ausdrückt,  so  möge  der  Kürze  wegen  durch  (1.2)  der  Winkel  bezeichnet 
werden ,  den  beide  Linien  mit  einander  bildim  and  ebenso  durch  ( 1 .  x), 
(2.0;),  (l.jr),  (2.y)  die  Winkel,  welche  die  emzelnen  mit  den  Coordi- 
naten-Axen  machen. 
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Et  ist  Dan  aus  dem  TorieUten  §.  bekannt,  dass  a^  =  ttm§{l.jt) 
waA  «s  :=  fang  (2.  x)  ist  Andrerseits  ist  der  Winkel  beider  Linien 
(1.2)  der  Unterschied  der  beiden  Winkel  (l.jr)  und  (2.af)\  mithin  wird 

tang(1.2)  =  tang\(l.x)  —  (2.x)  | 

tang(,\ , jr)  —  lang (2.x) 
■^  i'^tang{X.s).tmg(^.x) 

^    «1  — fli 

woraos  sich  weiter  leicht  ableiten  Usst 

,^(1.2)= ^-±^^ 


$in{X.2)  =-— ^~/' 

Usst  man  die  eine  der  obigen  Gleichungen,  etwa  die  zweite,  in  die 
GAetchong  der  X-  Axe  Qbergehn  d.  h.  y  =  0,  woraus  sich  o,  =»  0  ergiebt, 
M  wird 

co«(1.4r)=    .— - — -  =«tn(l,3f), 
ebenso    to$  (2.0?)  =  =  «tu  (2.y) 

Vi +02* 

und  macht  man  die  zweite  Gleichung  zur  Gleichung  der  F-Aie,  d.  h. 
^rasO,  woraus  sich  — a  0,  so  wird 


«1 


a 


cM(l.jf)  ==-j==4====fin(l.jp). 

Vi+«i 

ebenso  cos(2.jr)  « -7=J!==2  =  »t» (2 . a?). 

Vl+fli' 

Wenn  man  nun  den  Ausdruck  für  cos  (1.2)  in  folgender  Weise 
sdireibt: 

eof(1.2)«  --=L=  .    ,— —  +  _^«t  _  «1 


Vl  +  aj»     Vl  +  «2*      Vi  +  «i»     Vl  +  fli* 
und  die  eben  gefundenen  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  folgende  elegante 
Relation 

cef(1.2)«i  eo»(1.4r).cit(2.«)  +  cos(l.f).caf(2.jf) 
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W«nii  die  beiden  Liniea  1  und  2  mit  einander  parallel  gehn  sollen, 
80  wird  ihr  Winkel  (1.2)=£0  und  man  erhält  aus  dem  obigen  Auadruek 
fikr  die  Tangenle»  als  beiichiicbe  Bedingung  Og  s=  a^* 

Sollen  dagegen  die  beiden  Linien  auf  einander  senkrecht  stehn,  so 
wird  (1.2)  =  90*  und  man  erhält  aus  dem   obigen  Ausdruck  Tür  seinen 

Cosinus  die  Bedingung  1+0%^  ~  *  oder  o,  = 

Bei  der  andern  Form  der  Gleichung  der  geraden  Linie,  wenn  näm- 

lieb  -^  -t —  =  1  ist ,  gestalten  sieb  diese  beiden  Bedingungen  dorch  ein^ 

«       P 

faches  Einsetzen  der  entsprechenden  Coeßicienten  dahin,  dass  zwei  Linien 
einander  parallel  sind»  wenn  Pj^i^Psfi  ^^^  ^^^^  ^'^  ^^^  einander  senk- 
recht stehn,  wenn  p,  Pi  +  ?i  ?^=  0  ist. 

In  Bezug  auf  die  Sueben'  gefundenen  Bedingungen  giebt  es  zwei 
Fundamental -Aufgaben,  die  aich  jetzt  mit  Leichtigkeit  lösen  lassest 

Erste  Aufg«  Es  soll  die  Gl^chung  einer  Geraden  geAindea  wer- 
den, die  durch  einen  gegebenen  Punkt  jr*y'  geht  und  mit  einer  gegebe- 
nen Geraden  y^sax+b  parallel  geht. 

Lös.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  sei  y  ^  Ax+B^  so 
hat  man  zunächst,  weil  der  Punkt  s* g^  in  ihr  liegen  soll,  die  Bedin- 
gungsgleichung 

und  zweitens,  weil  sie  mit  der  gegebenen  Geraden  parallel  gehn  soll,  die 
Bedingung 

A=^  a 
Hieraus   erhält   man   die   beiden   Coefficienten  .der    gesuchten    Geraden: 
A=sa  und  B  =  y^  —  ax'  mithin  wird  die  Gleichung  der  gesuchten  Linie 

y=zajp+y*  —  aar*  oder  y — y^s^p a(ar-^ar') 

Zweite  Aafg.  .  Es  soll  die  Gleichung  einer  G«ra4ea  gefunden 
werden,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  x^  g^  geht  und  auf  eiaier  ffr* 
gebenen  Geraden  y  =  ax+h  senkreicht  steht. 

Lös.  IMeGleicbnng  der  gesuehtea  Geradea.sei  wieder  ysaAs+B, 
so  fluuas  ebenso  wie  yorbi»,  weil  der  P«nkt  m^g^  in  ihr  liegen  ssU, 

g^^Ax^^B 
sein  und  ^a  sie  auf  der  geg^nen.  Linie  senkr^cbt  stdiit  sali 
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l+Aa—O 

1  JC^ 

n^'oraus  sich  die  CoefGcienten il  = und  B  =  j/*  +  —  ergeben,    so 

dass  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden 

1  r* 


oder    y  — y*  = (a?  —  Jr') 


wird. 


Die  Coordinaten  des  Fusspiinkts  des  Pcrpcndikeh  in  der  gegebenen 
Linie  findet  man,  wie  schon  im  vorigen  §.  beiliufig  bemerkt  wurde,  da- 
durch,  dass  man  die  Gleichung  der  gegebenen  Linie  (y  =  a.r  -|-6)  und 

die  Gleichung  der  daraut  senkrechten  Linie  1  y  =— >  — JC+jf^-i jc^  \ 

a\ft  coexisürend  betrachtet,   indem  für  den  Durchschnittspunkt  dieselben 
Werthe  der  laufenden  Coordinaten  beiden  Gleichungen  gleichraässig  ge- 
Bögen  iDussen.    Nennt  man  nun  diese  Coordinaten  des  Fusspunkts  ^'g*\ 
so  erhält  man 

aly'  —  as'—b) 


s"—x'  + 


\  +  a 


Wenn  man  aber  im  Allgemeinen  in  einer  Ebene  zwei  Punkte  P,  und  P, 
-    (Fig.  IV.)  mit  ihren  zugehörigen  Coordinaten  x^  y,  und  x^  yi  hat,  so  wird  deren 

I^Distanz  P,  Pa  offenbar  =  Vp,  Ä*  +  P^R^  oder  «=  V^,-ar2)*+(yj~i^)^ 
P^^^      ^'ird  im  vorliegenden   Fall  die  Länge  des  von  einem  Punkt  x^y* 

auf  eine  Linie  y  =  ajr+6  gelallten  Perpendikels  =  ^{x* — x";* + ty' — y")* 
oder,  wenn  man  die  für  x"  y**  gefundenen  Werthe  benutzt, 

^ arr'— -fr 

=  - —         - — ,  wie  es  schon  (Seite  11)  auf  anderem  Wege  gefunden  ist- 
yl+a* 

§.  6.  Eine  sdir  wesentliche  und  weitgreifende  Untersuchung  wird 
dsrch  folgende  schon  frflher  (Seite  14)  obcrfläclilich  angedeutete  Aufgabe 
begründet : 

3    ' 


■>i 
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Wenn  die  senkrediten  Distanzen  eines  Punkts  ron  zwei  festen  Ge- 
raden in  dem  Verhältniss  m  :  n  stehn  sollen,  so  soll  der  geometiisdie 
Ort  dieses  Punkts  gefunden  werden. 

Es  ist  derselbe,  wie  a.  a.  0.  bereits  gefunden  wurde,  das  Systeoi 
zweier  geraden  Linien. 

Nennen  wir  nun  P  die  m- fache  Entfernung  eines  Punkts  jry  tob 
der  ersten  gegebenen  festen  Linie  y  =  Og  x  +  6,  ,  so  dass  (gemäss  S.  1 1) 

P=r— ffl(y>-a|jr  — ft|).     

wird,  und  ähnlich  Q  die  n- fache  Entfernung  desselben  Punkts  Jtg  Ton 
'  der  zweiten  Liuie  jf  «s  as^  +  (i «  so  dass 

0«  —  n(y— «,»+»,).-=====, 

so  wird  man  zunächst  PsQ  und  0  =  0  respective  die  Gleichungen  der 
ersten  und  der  zweiten  Linie  nennen  können.  Es  giebt,  wie  schon  dort 
in  Worten  und  auch  in  der  Figur  angedeutet  ist,  eine  doppelte  Lösung 
und  es  folgt  hier  unmittelbar,  dass  P+Q^Q  die  Gleichung  des  geome- 
trischen Orts  des  Punkts  ist,  der  zwischen  beiden  gegebenen  Linien  liegt 
und  P  —  (?  =  0  die  Gleichung  des  geometrischen  Orts  des  Punkts,  der 
ausserhalb  von  ihnen  liegt. 

Solche  vier  Linien  (1,  2,  3,  4),  wie  sie  in  Fig.X«  angedeutet  sind, 
bilden  ein  sogenanntes  harmonisches  System  oder  harmonisches 
Bändel  {faisceau  harmonique);  die  Linien  selbst  heissen  Har- 
monikaien. 

Unter  diesen  vier  Linien  findet  diese  sehr  wesentliche  Redprocilit 
jitatt,  dass  die  Linien  1  und  3  in  Bezug  auf  2  und  4  dieselben 
sind,  als  2  und  4  in  Bezug  auf  1  und  3 ;  d.  h.  dass,  ebenso  wie  die 
cfauugen  Ton  2  und  4  {P  +  Q  =  0  und  P — 0=0)  durch  Addition  niii 
Subtraction  der  Gleichungen  Ton  1  und  3  (P=bO  und  (?=0)  gebildet 
werden ,  man  ebenso  umgekehrt  die  Gleichungen  von  1  und  3  durch  Ad* 
ditiön  und  Subtraction  der  Gleichungen  von  2  und  4  erhalten  kann.  — * 
Umgekehrt  wird  man  daraus,  dass  die  Gleichungen  von  Tier  Linien 
die  Eigenschaft  besitzen ,  dass  je  zwei  durch  Addition  und  Subtraction  der 
beiden  andern  entstehn ,  mit  Recht  darauf  sdiUessen  können »  dass  die 
Tier  Linien  ein  harmonisches  System  bilden« 
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Der  erste,  wesentlichste  und  deshalb  Fundamental-Satz  in  Be- 
zog auf  ein  harmonisches.  Linien  -  System  ist  folgender : 

Wenn  ein  harmonisches  System  AB,  AC,  AD,  AB,  durch  eine 
Transversale  geschnitten  wird  (Fig.  X.)  und  man  zieht  von  irgend  einem 
ausseriiaib  liegenden  Punkt  F  vier  gerade  Linien  nach  den  Durchschnitts- 
punkten B,  C,  D,  E,  so  bilden  diese  vier  neuen  Linien  FB,  FC,  FD, 
FB  wieder  ein  harmonisches  System^  d.  h.  die  senkrechten  Entfernungen 
jedes  Punkts  der  Linien  FC  und  F  B  Ton  den  beiden  FB  und  FD  ver- 
halten sich  zu  einander  wie  m  :  n. 

Um  den  Beweis  für  diesen  Ausspruch  zu  erhalten,  darf  man  nadi 
dem  oben  Angedeuteten  nur  nachweisen,  dass  die  Gleichungen  von  zwei 
derselben  sich  durch  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen  der  bei- 
den andern  bilden  lassen;  und  dieses  ergiebt  sich  einfach  auf  folgende 
Weise. 

Wenn  R=:0  die  Gleichung  der  Transversale  BE  bezeichnet,  so  er- 
häli  man  die  Coordinaten  der  Durcbschnittspunkte  B^  C,  Dj  E  durch  die 
Coexislenz  der  Gleichungen  je  zweier  Linien ,  nämlich 

den  Punkt  B  durch  A  ==  0  und  P  =  0 

-  C      -     Ä=0    -    P+0  =  0 

-  J?      -      Ä  =  0    -    P  — 0-0 

Nun  ist  aber  im  Allgemeinen  klar:  wenn  (7  =  0  und  V=0  die  Glei- 
chongen  zweier  Linien  sind  (wobei  man  nicht  einmal  einzig  und  allein  an 
e  Linien  denken  darf,  sondern  irgend  welche  Curven  darunter  verstehn 
i),  und  wenn  man  die  Gleichung  einer  dritten  Curve  hat,  die  mit 
=sO  und  V=0  zu  gleicher  Zeit  =0  wird,  so  schneiden  sich  diese  drei 
Gprren  in  einem  Punkt.  Die  Gleichung  einer  solchen  dritten  Curve  wird 
aber  gewiss,  wenn  sie  eine  gerade  Linie  sein  soll,  die  Form  r.  C/+s.  TasO 
haben  müsse ,  wenn  r  und  $  constante  Coelücienten  sind.  Daher  werden 
gewiss  die  Gleichungen  der  vier  Geraden  FB,  FC,  FD,  FE  nur  in  sofern, 
als  es  Linien  sind,  die  durch  die  Durcbschnittspunkte  der  Linien  AB, 
AC,  AD,  AE  mit  der  Linie  11  =  0  gehen,  noth wendig  folgende  Form 
erhaiteo  mOssen: 
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für  FB  :      r.P       +«-Ä==0   oder       P«=m.Jt 

-  FC  ;  rj(P+0)  +  «|.JI  =  0      -      P+P:rcm^.R 
.    FD  :      rj.  Q     +  «,.«  =  0      -  Q   srrn^.A 

-  FE  :  r,  (P—  (?)  +  53 .  Ä  ---  0  -  P—  0=  m^  .Ä 
Da  diese  vier  Geraden  ausserdem  der  speciellen  Bedingung  unter- 
worfen sein  sollen,  dass  sie  alle  durch  denselben  Punkt  F  gehen  müssen, 
so  mögen  dessen  Coordinaten  jt'  und  y'  heissen.  Wenn  man  alsdann 
durch  F ,  0'»  Ä'  die  Werthe  von  P,  (?,  Ä  bezeichnet»  welche  diese  an- 
nehmen, wenn  man  in  ihnen  j:'  und  y'  als  Sonder -Werthe  iür  die  lau- 
fenden Coordinaten  x  und  y  einsetzt,  so  erhält  man  diese  Bedingungs- 
Gleichungen : 

F  =  m.fi',  P'  +  0'=mt.fi',  O'aamj.Ä',  F  —  iT^ms.R' 
woraus  sich  unmittelbar  die  Relationen  1111=111  +  114  und  irijssm  —  m, 
ergeben. 

Hiernach  gestalten  sich  die  Gleichungen  der  vier  neuen  Linien  fol- 
gender Maassen: 

Iür  FB  :  P=m.R 

-  FC  :  P+Q={m+fn2).R 

-  FD  ;  Q=m^.R 

-  FE  :  P— 0  =  (m— iii,).Ä 
oder  wenn  man  P — m.R  =  M  und  Q — m^.R=sN  setzt: 

für  FB  :      J/=0 

-  FC  :  M+N  =  0 
^  FD  :      A=0 

-  FB  :  Ar--JV  —  0 
Dieses  aber,  dass  zwei  von  vier  Gleichungen  einerseits  durch  Addi^ 

tion  und  andrerseits  durch  Subtraaionaus  den  beiden  andern  gebildet  wei^^ 
den,  ist  ja  nach  der  früher  gemachten  Bemerkung  das  Kennzeichen  da-  ^^ 
fliir,  dass  die  vier  Linien  ein  harmonisches  System  bilden« 

Hierdurch  ist  also  der  oben  ausgesprochene  Fundamentalsati  be- 
wiesen. 

Wenn  man  im  Allgemeinen  vier  von  einem  Punkt  ausgehende  Linien 
äB^  äC^  äD,  äE  durch  eine  Transversale  schneidet,  so  bestimmen  die 
vier  Durchschnittspunkte  auf  der  letztern  sechs  Stücke,  die  so  beschaffen 
sindt  dass  je  zwei  von  ihnen  keinen  Endpunkt  gemein9challUich  haben. 
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oimlich  BC  uni  DE,   BD  nni  CE,    BS  und   CD.      Zwischen    diesen 
Stücken  findet  nun  folfrende  Relation  Blatt. 

Wenn  man  die  Winkel  an  der  gemeinschaftlichen  Spitze  A  durch 
a^  ß^  y  und  die  senkrechte  Entrernung  des  Punktes  A  von  der  Trans« 
▼ersaie  durch  h  bezeichnet,  so  hat  man  doch  offenbar 

t!kABC^\h.BC-^^AB.AC.$ina 
AADE=^^h,DE:==^AD.AB.siny 
AABD=lh.BD  =  -^AB.AD.sin(a  +  ß) 
AACE=z-^h.CEr=^AC.AB.$in(ß'\'y) 
AABB^^h.BE=^'^AB.AE.sm{a+ß+y) 
AACD=z-^h,CD  =^^AC.AD.iinß 
Wenn  man  hier  je  zwei  aureinanderfolgcnde  Gleichungen  mit  einan- 
der multiplicirt  und  dabei  betrachtet,  dass  in  jedem  solcher  Produkte  auf 
der    rechten  Seite    des   Gleichheitszeichens   das  Produkt  der  vier  Linien 
ABf  AC,  AD.  AE  erscheint,  so  erhält  man  durch  gleichmässige  Division 
hierdurch  folgende  dreilheilige  Proportion: 

BC.DE  iJd.CE  :BE.CD 

=  sina.siny  :  sin{a  +  ß).sin{ß +  y)  :  8in(a+ß  +  y).sinß 

Da  aber  hierbei  ganz  und  gar  nicht  auf  die  Lage  der  Transversale 
Rücksicht  genommen  ist,  so  wird  man  auch  irgend  eine  andre  schnei- 
dende Linie  wählen  dürfen  und  die  vorige  Proportion  so  fortsetzen  können : 

=  WC\WE'  :  WD'.'CE'  :  WE' .*CD* 
so  dass  die  obige  Relation  für  irgend  weiche  Transversale  richtig  bleibt. 

Nimmt  man  nun  aber  die  besondre  Voraussetzung  an,  dass  die  vier 
^«prüng^chen  Linien  AB,  AC,  AD,  AB  Harmonikaien  sind,  d.  h.  dnss 
ittB  senkrechten  Entfernungen  irgend  eines  Punkts  der  vierten  und  der 
iweilen  Linie  von  der  ersten  und  dritten  sich  wie  m  zu  n  verhalten,  so  wer- 
den» wenn  die  geradlinige  Entfernung  irgend  eines  Punkts  auf  der  Linie 
4  vom  Scheitelpunkt  A  durch  d,  und  die  Entfernung  eines  Punkts  auf  der 
Unie  2  durch  d*  bezeichnet  wird,  offenbar  folgende  Relationen  stattfinden: 

m.d  .tiny=n.d.$in(a  +  ß  +  y) 

tn.d*  .8inß=^n.d*  »sina 
woraus  man  folgert: 

sin  a .  siny  =  sinß ,  sin  (a  +  ß+y) 
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m 

also  mu8s  auch  wegen  der  obigen  Proportion: 

BC.'DB  «  BB.lCD 
d.  h.  bei  der  durch  Harmonikalen  getheilten  Transversale  ist  das  Pro- 
dukt der  beiden  äussern  Abschnitte  gleich   dem  Produkt 
aus  der  ganzen  Linie  mal  dem  mittlem  Stück. 
Aus  der  soeben  genannten  Gleichung 

sina  .  «iiiy  «a«  nnß  .  $in(a  +  ß  +  y) 
folgt  auch  nodi  durch  Auflösung  des  Sinus  einer  Summe 
sina. $iny=  sin (a  +ß).sinßcosy  +  cos  (ai'ß)*sinß.siny 

^sinia  +  ß)Jlsin(ß  +  y)--cosß.sinyUr€Os(a+ß).sinß.siny 

=  5m(a  +/?;.«tii(/?  +  y) — sina.siny 
und  hieraus 

2 .  sin  a .  «in  y  =  «t » (a  +  /J)  •  sin  (ß  +  y) 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  ergiebt  aber  die  obige  dreitheilige  Pro- 
portion : 


BD  .  CE  =  2  .  BC  .  DB 
d.  h.  bei  der  durch  Harmonikaien  gesdinittenen  Linie  ist  das  Produkt 
des  zwischen  dem  ersten  und  dritten  Punkt  liegenden 
Stücks  in  das  zwischen  dem  zweiten  und  vierten  liegenden, 
gleich  dem  doppelten  Produkt  aus  den  beiden  äussern  Ab- 
schnitten. 

Eine  Linie,  auf  welcher  vier  Punkte  so  liegen,  dass  die  eben  ge- 
nannte oder  die  kurz  vorher  angeflihrte  Bedingung  erfüllt  wird,  wird  har- 
monisch.getheilt  genannt. 

Man  kann  auch  noch  eine  dritte  Form  für  die  Bedingungsgleichung 
der  harmoniachen  Theilung  einer  geraden  Linie  finden,  indem  qian  in  der 
zuerst  gefundenen  Gleichung 

BC  .DE  -BE  ."CD 
statt  des  mittlem  Abschnitts  CD  die  Differenz  CB  —  DB  setzt,  wodurch 
man  erhält 


BC  .  DB  =z  BE  .  CE  —  BB  .  DE 
oder    BC  .  DE  +  BE  .  DB  ^  BB  .  CB 

oder    i   +    i   «    _g^_ 
BE  CB    **   BC  .DE 
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oder  Termöge  der  obigen  zweiten  Relation  der  harmonischen  Theilung: 

BB  ^  BC      BD   ^ 
Die  Torhin   gegebene  Gleichung  der  harmonischen  Theilung  einer 
goradeo  Linie  BC  •  DB  =:  BB  •  CD  Usst  sich  in  ansdiaulicherer  und 
eleganterer  Form  folgender  Massen  schreiben  und  aussprechen: 

BC  :  BB  ^  DC  :  DB 
d.  h.  die  Entfernungen  des   ersten  Punkts  vom  zweiten  und 
Tiertcn  verhalten  sich  zu  einander  ebenso,  wie  die  EntTer- 
noDgen  des  dritten  Punkts  vom  zweiten  und  vierten;  oder 

CB  :  CD  =  BB  :  BD 
d.  h.  die  EntTernungen  des  zweiten  Punkts  vom  ersten  und 
dritten  rerhalten  sich  ebenso  zu  einander,  wie  die  Entfer- 
nungen des  Tierten  Punkts  vom  ersten  und  dritten. 

Und  will  man  diese  geometrische  Betrachtung  in  das  rein  arithme- 
tisdie  Gebiet  verlegen,  so  setze  man  för  den  Augenblick  B  C^  a,  £/)=:(, 
B£  =  e,  wobei  a,  h^  e  absolute  Zahlen  sein  mögen ,  dann  schreibt  sich 
die  letzte  Gleichung  so: 

a  :  (6 — a)  =  c  :  (c— 6) 
oder      a  :  c  «B  (6  —  a)  :  (c — b) 

Hier  sagt  man,  eine  zweite  Zahl  (b)  ist  das  harmonische  Mittel  zwi- 
schen einer  ersten  (a)  und  einer  dritten  Zahl  (c),  wenn  sich  die  erste  zur 
driHen  ebenso  Terhdit,  wie  die  zweite  weniger  der  ersten  zur  dritten  we- 
liger  der  zweiten. 

Wenn   im   speciellen   Fall    die    Transversale   BB    mit    einer    der 
^^''  Linien,  k.  B.  mit  AB  parallel  läuft,  so  geht  die  ursprüngliche  drei- 


ibeilige  Proportton  in  folgende  über : 


*)  An  merk.    Da,  wie  aas  der  Figur  leicbt  ersichtlich, 
Td  .  CS:=z(BC  +  CD)  .  (CD  +  FF) 

sifC  .VE  +  "€0  .  (BC  +  CD  +TE) 

=  BC.  DE  +  CD  .  BE 
iil,  so  wird  aach  vermöge  der  obigen  dreitheiligen  Proportion: 

9iM(u  +  ft)  .  tiii(/J+y)  :=  »inn  .  tiny  +  tinß  .  ««i(«+/J+y) 
welche  Gleichang  noch  dadorch  ein  liesonderes  Interesse  gewinnt,  dass  sie  aaeh  dann  n  och 
richtig  bleibt,  wenn  man  die  Sinasxeichen  fortllsst. 
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«ina  .  «ny  ;  »in(«+/9)  si»(jj  +  y)  ;  siH(a  +  ß  +  y)  linß 
=  Je  .  DB  :  Yd  .  CE  :  "WB  .~CD 

BD      -sr^      BS 


^DE:CE.j^:CD.  ^^ 

oder  da  bei  der  gemachten  Voraussetzung  BC,  BD,  BE  unendlich  gross 
werden :   . 

^DE  :  CE:CD 

Diese  Relation  ist  richt'g,  mögen  die  vier  Linien  beschalTou  sein 
wie  sie  wollen.  Macht  man  aber  noch  die  Voraussetzung,  dass  sie  Har- 
monikaien seien,  so  findet  (Seite  21)  die  Bedingung 

9ina  .  $iny  =  «tn(a+/S  +  y)  .  sinß 
statt,  woraus  dann  hier  folgt: 

DE  =  CD 

Han  erhält  hierdurch  ein  leichtes  Mittel  zu  drei  gegebenen  Li- 
nien AC^  AD,  AB  (Fig.  Xl.)t  die  sich  in  einem  Punkt  A  schneiden, 
die  vierte  harmonische  zu  construiren.  Man  darf  nSmIich  nur  von  irgend 
einem  beliebigen  Punkt  der  einen  von  den  gegebenen  Linien,  etwa  von 
C,  eine  ganz  willkürliche  alle  drei  Linien  schneidende  Gerade  CH  ziehn, 
auf  dieser  FG  =  CF  gleich  d:em  zwischen  den  beiden  ersten  enthaltenen 
Stück  aufli*agen>  durch  G  eine  Parallele  mit  AC  ziehn,  den  so  erhaltenen 
Durchschnitlspunkt  E  auf  der  dritten  Linie  mit  C  verbinden ;  dann  wird 
natürlich  ED  =^  DC.  Zielit  man  daher  durch  A  die  Linie  AB  parallel 
mit  ECf   so  muss  nach  dem  Vorigen  AB  mit  den  drei  anderen  Linien 

ACy  AD,  AB  ein  harmonisches  Bündel  bilden.  --^ 

-■■:■'** 
Mit  dem  bisherigen  ganz  analoge  Verhältnisse  erhält  man,   wena^' 

man  auf  einer  Kugel  durch  einen  Punkt  o  (Fig.  XII.)  vier  grösste  Kugeikreise 

ah,  ac,  ad,  ae  legt  und  diese  durch  einen  fünften  grössten  Kugeikrei»  ht 

schneidet« 

Die  Winkel  an  dem  gemeinsamen  Punkt  a  mögen  wieder  wie  vorhin 

« 

in  der  Ebene  a,  ß,  y  heissen.   Wenn  man  noch  durcli  a  einen  grössten  Kreis- 
bogen aM  senkrecht  auf  ht  legt  und  aM  durch  A  bezeichnet,  so  wird: 

.      %\nh  sink  ,     stnh  sink 

stnb  stnc  itnd  itne 
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Ferner: 


.  .        fifi  ae  9tnh 

nnb  c= — r-r-  •  stna=i    .  .    . —  •  stna 
stnb  stfio.sinc 

•  1.  j      sinad      .  ,     ,  ^^  sink  .  ,        ^ 

itnAess— r-r-.stn(a+/9  +  y)  =  — r-r — : — .8tn{a+ß+y) 
sinb  ■  r  • //         itnb.itne  ^    ^f^r/ 

,      Sinai     .  ^  sinh  .  ^ 

ttnc  Sine,  sind         '^ 

stne§=^—, —  -«tii(i?+y)=— : : — •9tn{ß+y) 

.    ,       sinae  stuft 

itnd         '       Sind  .sine         ' 

Hieraus  findet  mao  dann  leicht,  wenn  man  die  sich  aufhebenden  Factoren 

fortlässt : 

smftc.sinde:stfi6d.stitce:stn6e.sincd 

=  siJi  a  •stn/:stn  {a^^ß^.sin  (ß  +  y) :  sin^a+ß+y) .  sinß 

Jfao  dflrfte  natQrlich  hier  auch  in  analoger  Weise  wie  in  der  Ebene 
von  Harmonikalen  sprechen,  indem  man  sin  a .  sin  y  =  sin  (a  +/?  +  /)  •  9in ß 
setxt  und  dann  sagen,  eine  sphärische  Linie  bcde  (Bogen  eines  grössten 
Kreises)  ist  harmonisch  getheilt,  wenn 

sinbe.sinde  =  sinbe.sincd 
ist;  jedoch  wQrde  die  weitere  Ausführung  dieser  Betrachtung  und  Unter- 
luchung  nicht  mit  dem  Zweck  der  gegenwärtigen  Schrift  übereinstimmen. 

|.  7.  Betrachten  wir  nun  ein  System  von  drei  geraden  Linien,  die 
sids  nidit  in  einem  Punkte  schneiden,  sondern  irgend  wie  in  einer  Ebene 
Hegen ,  also  im  Allgemeinen  ein  Dreieck  bilden ,  so  mögen  durch  P^  =:  0, 
?s?=0,  F|  ==  0  die  Gleichungen  dieser  drei  Linien  in  sofern  bezeichnet 
werden  9  dass  P|  die  m  fache  Entfernung  eines  Punkts  von  der  ersten 
Linie,  P^  die  n fache  Entfernung  von  der  zweiten  und  Pj  die  j» fache 
Entfernung  von  der  dritten  Linie  bedeutet. 

Es  sei  ( Fig.  XiU. )  C^  C^  C^  das  ebene  Dreieck ,  welches  von  den 
drei  Linien  C^Cg  oder  P|=0,  CjC^  oder  Ps— 0  und  C^C^  oder  P,«:0 
gebildet  wird. 

4 
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Suchen  wir  nun  zu  je  zwei  von  diesen  Linien  (nach  Seite  24)  die 
beiden  harmonischen,  so  erhalten  wir  sechs  neue  Linien  und  dadurch  drei 
Systeme  von  vier  Harroouikalen ,  nSmlidi: 

P,  =  0,  P,=  0,  P,  +Pi=iO,  P,-P,  =  0 
P,=:0,  P,  =  0,  P,  +P,  =  0,  Pi-P,  =  0 
Pa=:0,  P,  =  0,  P,  +  P,  =  0,  P,-P,  =  0 
Es  ist  schon  oben  (S.  19)  bemerkt  worden,  dass  sich  drei  gerade 
Linien  in  einem  Punkte  schneiden  müssen ,  wenn  ihre  Gleichungen  so  be- 
schaffen sind,  dass  die  dritte  eine  unmittelbare  Folge  der  beiden  andern 
ist;  es  schneiden  sich  also  z.  B.  C/  =  0,  F=0  und  U+Ys=zO  in  einem 
Punkt. 

Von  den  hier  in  Rede  stehenden  sechs  neuen  Linien  gilt  nun  der 
Satz,  dass  sich  viermal  je  drei  in  einem  Punkt  schneiden,  und 
zwar 
1)  P|+P|=0    2)P,+P,  =  0    3)P|— P,=0    4)Pi— Pt«0 
P»  +  P<=0        P,  — P,  =  0        P,  +  Pi  =  0         P,  — P,==0 
P.— p,=  0        Pi+P3=0        P4  +  P,=-=0         P|— P,=.0 
In  der  Figur  XVIL   sind  diese  Punkte  geradezu  durch  die  Zahlen 
l)f  2),  3)  nnd  4)  bezeichnet. 

Untersuchen  wir  nun  noch  die  Punkte,  in  welchen  die   drei  nr- 
sprönglichen  Linien  P|=0,  P2  =  0,  Pg^O  von  den  neu  hinzugekomme- 
nen sechs  Linien  geschnitten  werden,  so  werden  diese  dargestellt: 
auf  der  Seite  C^  C,  oder  Pj  =  0 

durcli  Pj  =  0  und  P,  +  P,«0  und  durch  P|=0  und  ft  — P,  =  0 
auf  der  Seite  Cg  C,  oder  P,  =  0 

durch  p2  =  0  und  P|+P,  =  0  und  durch  P,=sO  und  P|— P,=:0 
auf  der  Seite  Cg  C^  oder  Pj  =  0 

durch  P|=0  und  P|  +  P,»0  und  durch  P,=:0  und  Pg — P,  =  0 
Von  diesen  sechs  Punkten  gilt  nun  wieder  der  Satz,  dass  viermal 
je  drei  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Nach  einer  kurz  vorher  gemaditen  Bemerkung  sdineiden  sich  drd 
gerade  Linien,  wenn  ihre  Gleichungen  so  beschaffen  sind,  dass  die  dritte 
eine  unmittelbare  Folge  der  beiden  andern  ist,  also  schneiden  sich  z.  B. 
%^v=^Q  und  oi^O  mit  if+v4-a;=0  in  einem  Punkt,  ebenso  aber 
auch  u  +  cu^O  und  y=:0  mit  derselben  Linie  u-t-v  +  oi=sO  und  auch 


y+<tf  =  0  und  u=zQ  mit  derselben  Linie  h  +  p+€i>;  d.  li.  es  liegen  die 
drsi  Durclischnittspankte 

u  +  imO  und  oisbO 

u  +  w^O  und  v=^0 

y4.C(i=0  und  ussO 

alle  auf  der  Linie  u+v+fa  =  0. 

Wenden  wir  dieses  nun  auf  die  gefundenen  sechs  Punkte  an,  so  er- 
giebt  sich,  dass  immer  je  drei  zusammengehörige  Punkte 
1)  A  +  ^2  =  0  und  P,  =  0  d.  h.  y     2)  P|— Pt  und  P2  =  0  d.  h.  ß 
Pj  +  P,  =  0    -    Fx'^Oi.h.ß*         P%  —  Pz     -    Pi  =  0  d.  h.  a' 
P,+P,  =  0    .    P|=:Od.  h.  a  Pi  +  Pa    -    —  P,  =  Od.  h.  y 

3)  Pj— P,=0  und  P,  =  0  d.  li.  /    4)  P3|  +  P,=0und  -P,  «Od.h.a 
Pi +P,=Ou.  — P,=0  d.  h. /?'    —  fP,— P,)=0  -        Pa  =  0d.h./9 
— (P,— P,)»0  .      P|  =  0  d.  h.  a'    —  (Pi— P2j«=0  -       P,  =0  d.  h.  y' 
re&pedWe  auf  den  geraden  Linien  liegen 

l)Pi  +  Pa  +  Pj  =  0,  II)  P|+P2-P.  =  0, 
Hl)  Pj— P2  +  P,  =  0,  IV)  -Pj+P2  +  P,=  0. 
inmerk*  In  dem  spedellen  Falle,  dass  m  =  n=p  ist  oder  dass 
Pi  Pj  und  Pj  immer  dasselbe  Vielfache  der  Entfemiing  eines  Punkts  von 
den  drei  Seiten  des  ursprünglichen  Dreiecks  bedeuten ,  werden  die  oben 
angeführten,  neu  hinzutretenden  sechs  Linien,  nämh'ch  die  betreOenden 
Dannonikalen  zu  je  zwei  der  gegebenen  Dreieckssciten ,  jetzt  die  Halbi- 
rungslinien  der  Winkel  und  Nebenwinkel  der  drei  Ecken  des  Dreiecks 
•(c  sein  und  die  oben  genannten  vier  Punkte  1),  2),  3),  4)  werden  die 
littelpunkte  der  vier  Kreise,  welche  alle  drei  Dreiecks  -  Seiten  entweder 
leBisi  oder  in  ihren  VerUngerungen  beröhren. 

§.  8.  Wenn  man  in  einem  Dreieck  abe  (Fig.  XIV.)  von  den  drei 
Men  aus  drei  Linien  zieht,  die  sich  in  einem  Punkte  k  sdmeiden, 
10  werden  durch  deren  Durchschnittspunkte  auf  den  drei  Seiten  sechs 
Segmente  gebildet,  die  sich  in  zwei  Gruppen  zu  je  drei  vertheilen  lassen, 
10  ^aat  die  Glieder  jeder  Gruppe  keinen  gemeinschaftlichen  Endpunkt  un- 
ter einander  gemeinschalUich  haben.  Von  diesen  gilt  der  Satz,  dass  das 
Produkt  der  drei  Segmente,  die  zu  einer  Gruppe  gehören, 
gleick  ist  dem  Produkt  der  drei  Segmente,  die  zur  zweiten 
Gruppe  gehören;  also  nach  der  Figur,  dass  man  hat: 
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ay  .  hd  .  cß  wi  aß  .  by  .  ea 
Man    bat    nämlich    nach    dem    ersten  Satz  der  ebenen  Trigonometrie 
offenbar  folgende  Proportionen: 

ay  '  ak  =^  9%ny  :  siny 

ba  •  hk  =:  sinz  :  sina 

eß  :  ek  =  sinjc  :  sinß 

ak  :  aß  =:  sinß  :  8in% 

bk  :  by  =  siny  :  sinx 

cur  :  ca  =  sina  :  siny 
und  wenn  man  diese  mit  einander  multiplicirt,  ergiebt  sich: 

ay  .  ba  .  cß  :  aß  .  by  *  ca  =:^  1  :  1 
d.  h.  die  behauptete  Gleichung. 

Dass  der  analoge  Satz  für  ein  aus  grössten  Kreisen  gebildetes  sphä- 
risches Dreiecks  auf  der  Kugel  ebenfalls  staltfmden  rouss,  wenn  man  nur 
jedem  einzelnen  darin  vorkommenden  Tcrme  das  Sinus- Zeichen  rorsetzt, 
ist  wohl  an  und  für  sich  zu  einleuchtend^  als  dass  es  hier  noch  beson- 
ders bewiesen  werden  dürfte. 

Es  findet  aber  auch  der  umgekehrte  Satz  statt:  Wenn  das  Pro- 
dukt aus  drei  Segmenten  der  Seiten  eines  Dreiecks,  wel- 
che keinen  Endpunkt  gemeinschaftlich  haben,  gleich  dem 
Produkt  aus  den  drei  andern  eben  solchen  Segmenten  ist, 
so  schneiden  sich  die  Linien,  welche  von  den  Tbeilungs- 
punkten  der  Seiten  nach  den  gegenüberliegenden  Ecken 
gezogen  werden,   in  einem  Punkt. 

Der  Beweis  hierfür  ist  so  leicht  apagogisch  zu  fuhren,  dass  es  wohl 
nicht  hierher  gehören  möchte,  ihn  vollständig  aufzuzeichnen. 

Auf  der  Kugel  findet  vollkommen  derselbe  Satz  statt,  nur  dass  man 
in  Stelle  der  Segmente  die  Sinusse  der  Abschnitte  von  Bögen  grössler 
Kugelkreise,  die  das  Dreieck  bilden,  nehmen  muss. 

Nach  diesem  hier  angeführten  allgemeinen  Satze  ergeben  sich  ohne 
besondre  Mühe  folgende  Specialitäten. 

1)  Wenn  man  gerade  Linien  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  nach 
den  Mitten  der  gegenüberliegenden  Seiten  zieht,  so  schneiden  sich  diese 
in  einem  Punkt. 


Denn  dass  hier  die  Prddakte  der  bezflglichen  drei  Segmente  in  den 
beiden  Gruppen  einander  gleich  aein  mAssen ,  bedarf  keines  beaondem 
Beweises,  sondern  versteht  sich  Ton  selbst 

FQr  die  Kugd  ist  derselbe  Satz  ebenso  selbstverständlich. 

2)  Wenn  man  von  den  drei  Ecken  eines  Dreiecks  Perpendikel  auf 
die  Gegenseiten  lallt,  so  sdineiden  sich  diese  in  einem  Puakt. 

Wenn  in  der  oben  angezogenen  Figur  (XIV.)  die  drei  Linien  aa^ 
6/7,  cy  Perpendikel  vorstellen,  so  ergeben  sich  folgende  Beziehungen: 
'  ay  =^  ac  .  eoia    und  ebenso:    aß  =  ab  .  cosa 

ba=^  ab  .  cosb  by  ^=i  be  .  cosb 

eß  :=^  bc  >  coic  ea  ^sx  ac  •  cosc 

^         woraus  unmittelbar  folgt: 

ay  .  ba  .  cß  :=z  aß  ,  by  .  ea 
welches  die  im  allgemeinen  Satz  ausgesprochene  Bedingung  ist,  dass  die 
drei  gezogenen  Linien  sich  in  einem  Punkt  schneiden. 

^  Um  den  analogen  Satz  auf  der  Kugel  zu  erhalten,  muss  man  beach- 

^       (en,  dass  in  einem  sphärisch  rechtwinkligen  Dreieck  der  Sinus  einer  Ka- 
thete gleich  ist  dem  Produkt  aus  der  Tangente  der  andern  Kathete  mul- 
tiplicirt  in  die  Cotangcnte  des  dieser  letzteren  gegenQberliegenden  sphäri- 
schen Winkels.    Wenn  also  die  in  genannter  Figur  verzeichneten  geraden 
r      Linien  Bögen  grAsster  Kugelkreise  bedeuten,  so  hat  man 

$inay  =  tangcy  •  eotga  und  ebenso  sin  aß  =  tangbß  .  cotga 
sinha  a=  tangaa .  coigb  sinby  -=  tangcy  .  cotgb 

Mincß  =  tangbß  .  eotge  $inca  =  tangaa  .  cotg  c 

wonos  sich  durch  einfache  Multiplikation  ergiebt: 

iinay.sinba.iincß  s=s  sinaß. sinby .smca 

In  diesem  speciellen  Fall,  dass  die- durch  einen  gemeinsamen  Punkt 
TOtt  den  Ecken  des  sphärischen  Dreiecks  nach  den  gegenüberliegenden 
Säten  gezogenen  Linien  Perpendikel  auf  diese  sind,  findet  sogar  derselbe 
Sati  noch  bezQglicb  auf  die  Cosinusse  der  betrelFenden  Segmente  statt 
Da  nämlich  der  Cosinus  der  Hypothenuse  eines  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecks  gleich  dem  Produkt  aus  den  Cosinussen  der  beiden  Katheten  ist, 
10  folgt  ganz  in  derselben  Weise  wie  vorhin 

eoiüy^eoiba.coseß  =  cosaß.eosby.cosca. 
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8)  Wenn  man  die  drei  Winkel  eines  Dreiecke  balbirt«  so  schneiden 
sich  die  Halbiningslinien  in  einem  PnnkL 

Stellen  also  in  der  wiederholt  angeföhrten  Figur  XIV.  die  Linien 
aap  hßy  cy  die  Halbirongslinien  der  Winkel  a,  6,  e  vor,  so  ist  nach 
dem  bekannten  geometrischen  Satz,  dass  sich  iwei  Seiten  eines  Dreiecks 
wie  'die  daninterliegenden  Segmente  der  dritten  Seite  rerhalten,  wenn 
diese  durch  die  Halbirungshnie  des  darüberstehenden  Winkels  gebildet 
wurden : 

ha  :  ca  »  ab  :  ae 

cß  :  aß  fss  he  :  ah 

ay  :  by  =  ac  :  he 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  einfache  Multiplikation: 
ba  .  eß  .  ay  :  ea  .  aß  .  by  =i  l  :  1 
oder  ha  .  cß  .  ay  ^:^  ea  •  aß  •  hy 

welches  wieder  die  Bedingung  ist,  dass  die  drei  gezogenen  Linien  sich  in 
einem  Punkte  schneiden. 

Wenn  in  derselben  Figur  sämmtliche  Linien  grösste  Kugelkreise  vor- 
stellen, so  bat  man  nach  dem  bekannten  Satz  der  sphärischen  Trigono- 
metrie, dass  sich  die  Sinus  der  Seiten  wie  die  Sinus  der  Gegenwinkel 
▼erhalten : 

stn  Aa  ;  5tn  6a  =  $in\a  :  tina 

tin  ca  :  sin  ea  =  stn-^a  :  sina 


also:  stn  6a  :  sin  ea  =  sin  ha  :  sin  ca 

und  ebenso:  sin  eß  :  sin  aß  =  sin  eh  :  sin  ah 

sin  ay  :  sin  by  n  «tii  ae  :  sin  be 
mithin  durch  einfadie  Multiplikation : 

sinbansineß.sinay  :  sinea.sinaß.sinby  =  1:1 
oder  sinba.sineß'sinay  =  sinca  .sinaß  .sinhy 

Ein  dem  vorigen  ganz  analoger  Satz  findet  auch  in  Bezug  auf  die 
Winkel  statt.    Er  heisst: 

Wenn  sich  drei  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  gezoge- 
ne Linien  in  einem  Punkte  schneiden«  so  ist  das  Produkt 
aus  den  Sinussen  von  solchen  drei  an  den  Ecken  des  Drei- 
ecks gebildeten  Winkeln«  welche  keinen  Schenkel  mit  ein- 
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ander  gemein  haben,  gleich  demProdnkt  aai  den  Sinnssen 
der  drei  andern  Winkel,  welche  eine  gleiche  Eigenschaft 
beaitien,  also  in  derselben  Fig.  XIV.: 

8inüg.$inbi.tiHCg  s  iinax.iinb%,9inct 
Man  hat  nämlich: 

ha  :  aa  =  stnoi  :  iinb 
eß  :  bß  a  iinbg  :  sine 
ay  :  cy  =  sinc^  :  sina 

mithin: 

ba.cß.ay  :  aa.bß.ey  =  iinai^stnb^  .sinCi  :  smb.sinciina 
und  ebenso: 

ea  :  aa  =  sina^  :  sine 

aß  :  bß  3=  sintj  •  ^^a 

by  :  ey  =s  sinc^  :  sinb 

miüun: 

ca.aß.by  :  aa.bß.cy  =  itna^.jinft^.siiic^  ;  iinc.5tiia.stn6 
woraus  daixh  Vergleichung  mit  der  vorhergehenden  Proportion  folgt: 
ba.tß.ay  :  ta.aß.by  =  sina|.stn6|  .stncj  :  sina^.sinbfSine^ 

Da  nun  nach  dem  vorhin  erörterten  Salz  die  beiden  ersten  Terme 
dieser  Proportion  einander  gleich  sind,  so  müssen  es  auch  die  beiden  letz- 
tem sein,  also: 

ttfia|.st'iifi|.stnC|  =r  $ina^.sinb^.9inci 
Bass  Tollkommen  derselbe  Satz  auch  auf  der  Kugel  stattfinden  muss,  ist 
wohl  za  sehr  in  der  Natur  der  Sache  begründet,  als  dass  darauf  noch  be- 
sonders eingegangen  werden  dürfte. 

§.  9.  Wenn  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  durch  eine 
gerade  Linie  geschnitten  worden«  so  entstehen  wieder 
sechs  Segmente,  von  denen  je  drei  keine  gemeinschaftli- 
chen Endpunkte  haben,  und  es  ist  auch  hier  wie  im  vori- 
gen §.  das  Produkt  der  einen  drei  Segmente  gleich  dem 
der  drei  andern, 

Ea  mügen  in  Fig.  XV.  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  abt  durdi  eine 
Unie  in  den  Punkten  a' ,  y^  ß  geschnitten  werden ,  dann  hat  man 
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aß  :  ay  =:  siny  :  iinß 
hy  :  ba'  ==  «na':  itny 
ca':  eß  ^  iinß  :  sina' 

also:  aß.by,ea'  :  ay.ha'.eß  =  1:1 

oder:  aß.by.ea'  ==  ay.ba'.eß 

80  wie  68  der  genannte  Satz  aussagt 

Der  Gang  des  Beweises  zeigt,  dass  der  analoge  Satz  auf  der  Kugel 
ebenralls  slallfinden  muss,  nämlich: 

iinaß.sinby.sinca'  sb  tinay.sinba' .iineß 

Es  Ifisst  sich  aber  auch  dieser  Satz  umkehren: 

Wenn  man  auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  abe  drei 
Punkte  a\  ß ,  y  von  solcher  Bescharfenheil,  dass  das  Pro- 
dukt aus  drei  Segmenten  aß,  by,  ca\  welche  keinen  End- 
punkt mit  einander  gemein  haben,  gleich  ist  dem  Produkt 
aus  den  drei  andern  Segmenten  ay^  ba',  c/J,  welche  eben- 
falls keinen  Endpunkt  mit  einander  gemein  haben,  so  lie- 
gen diese  drei  Punkte  a',  ß,  y  in  einer  geraden  Linie. 

Der  Beweis  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  apagogisch  führen. 

Hit  Hilfe  dieses  Satzes  lässt  sich  nun  auch  ohne  besondre  Höhe 
der  folgende  ableiten. 

Wenn  man  (Fig.  XVL)  yon  einem  beliebigen  Punkt  P  in 
der  Peripherie  des  um  einDreieck  abc  beschriebenen  Krei- 
ses Lothe  auf  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  fällt,  so  liegen 
die  Fusspunkte  a',  /?,  y  dieser  drei  Lothe  in  einer  geraden 
Linie. 

Es  ist  nämlich: 

ca'=iPc.€OiPea*  und  eß=:Pe.co$Peß=i  Pe.cosPby 
by  ^Pb.cosPby         ba'  =  Pb.co8Pbc=:Pb.co$Paß 
aß  ^Pa.coiPaß         ay  =  Pa.co8Pay^Pa.co$Pca' 
mithin  wird: 

ca'  .  by  .  aß  SS  cß  .  ba'  .  ay 
und  es  liegen  also  nach  dem  vorigen  Sati  die  drei  Punkte  o'»  /?,  y  in 
einer  geraden  Linie. 
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Bemerk.  Dieser  eben  genannte  Salz  ist  ein  specieller  Fall  Ton  ei- 
nem weit  allgemeineren: 

Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkt  der  Pcrip4je- 
rie  eines  Kreises,  welcher  mit  dem,  einem  Dreieck  umge- 
schriebenen Kreise  concentriscb  ist,  Lothe  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  fällt,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  durch  die 
Fusspunktc  dieser  Lothe  Lestimrolen  Dreiecks  eine  Con- 
sta nte  Grösse.  (Im  vorigen  speciellcn  Fall  war  dieser  Flächenin- 
halt =  0.) 

Selbst  dieser  Satz  lässt  sich  noch  weiter  dahin  verallgemeincm, 
dass,  wennman  von  einem  PunkteP  Lothe  aufdieSciten  ei- 
nes Vielecks  fällt,  der  geometrische  Ort  der  Punkte  P»  für 
welche  die  Fläche  der  dnrch  die  Fusspunkte  der  Lothe  ge- 
legten Figur  eine  constanlc  Grösse  sein  soll,  ein  Kreis  ist 

Diese  beiden  Sätze  sind  hier  nur  wegen  ihres  innigen  Zusammen- 
hanges mit  dem  vorhergehenden  angefahrt.     Ihr  Deweis  gehört  hier  nodi 
nicht  her,  da  derselbe  wesentlich  von  der  Natur  der  Gleichung  des  Krei* 
ses  abliängt,  wovon  erst  im  folgenden  Abschnitt  die  Rede  sein  darf. 


Wenn  (Fig.  XVIL)  auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  abe  drei 
Punkte  Oj  ß^  y  (eventuell  auch  mit  Strichen  versebn)  in  der  Art  ange- 
nommen sind,  dass  ab,ßc,ya  =  acßa.yh  ist,  so  folgt  aus  den  bei- 
den ersten  Sätzen  dieses  §.:  entweder  schneiden  sich  die  drei 
Linien  aa,  bß,  ey  in  einem  Punkt,  oder  es  liegen  die  drei 
Punkte  a,  ß,  y  in  einer  geraden  Linie. 

Es  ist  hierbei  leicht  zu  sehn',  dass  diese  Punkte  in  einer  geraden 
Unie  liegen  werden,  wenn  entweder  zwei  von  ihnen  auf  den  Seilen 
selbst  und  einer  auf  der  Verlängerung  einer  Seite  liegen  (cc\  ß ,  y  — 
ß*,  y^  a  —  y*,  ß,  a),  oder  wenn  alle  drei  in  den  Verlängerungen  der 
Seiten  liegen  (a',  ß' ,  /) ;  und  dass  zweitens  die  von  den  Ecken  des  Drei- 
ecks nach  den  neuen  Punkten  gezogenen  Geraden  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  werden,  entweder  wenn  alle  drei  Punkte  auf  den  Seilen  selbst 
liegen  {aa,  bß,  ey  schneiden  sich  im  Punkt  1)),  oder  wenn  einer  von 
Omen  auf  einer  Seite  selbst  und  die  beiden  andern  auf  den  Verlängerung* 
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gen  der  beiden  andern  Seiten  liegen  (aa^  bß\  cy'  schneiden  sich  in 
2)  —  bßy  aa\  c/  schneiden  sich  in  3)  —  ey^  aa'^  cy*  schnetdea 
sich  in  4)). 

§.  10.  Die  Sätze  des  vorigen  §.  stehen  in  dem  innigsten  Zaiam* 
menhang  mit  der  harmonischen  Theilung. 

Nehmen  wir  nSmlich  den  zuletzt  genannten  Satz  mit  der  dazugehö- 
rigen Fig.  XVII.  wieder  auf,  so  war  darnach 

ha.eß,ay  =±  ca.aß.by 
und  auch  aß.hy.ca*  =  eß,ay.ba' 

Wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  in  der  hier  geschriebenen  Ord- 
nung mit  einander  multiplicirt  und  dann  die  gemeinschaftlichen  Factoren 
beider  Seiten  gegen  einander  aufhebt,  so  erhält  man: 

ba.ca*  =  ea.ba' 
oder  ba:ba'  s=  ea:ea' 

Nach  S.  22  war  dieses  aber  die  Bedingung  für  die  harmonische 
Theilung  einer  geraden  Linie  6  c  in  den  Punkten  a  und  o',  oder  dafür, 
das«  ßbj  ßOf  ße^  ßof  ein  harmonisches  Bündel  bildeten. 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass  ß*  der  rierte  harmonische 
Punkt  zu  Cy  a  und  ß  und  ebenso,  dass  /  der  vierte  harmonische  Punkt 
zu  (,  a  und  /  ist. 

Wenn  man  ein  Viereck  ßyß'y'  hat  und  je  zwei  gegenübersteh^de 
Seiten  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  verlängert,  also  in  der  genannten  Figur 
ß*y  und  y*  ß^  bis  sie  sich  in  a  und  ß'  y'  und  y  ß,  bis  sie  sich  in  a* 
schneiden  und  wenn  man  alsdann  unter  dem  Worte  Diagonale  im  All- 
gemeinen diejenige  Linie  versteht,  welche,  ohne  Seile  der  Figur  zu  sein, 
die  Durchschnittspunkte  zweier  Seiten  der  Figur  mit  einander  verbindet, 
so  nennt  man  diese  ganze  Gestaltung  ßy  /?'/  <xa'  ein  vollständiges 
Viereck  und  die  Linien  yy* ,  ßß',  aa'  seine  drei  Diagonalen. 

Von  diesen  drei  Linien  hat  man  den  bemerkenswerlhen  Satz,  dass 
jede  der  drei  Diagonalen  durch  die  beiden  andern  harmo- 
nisch  getheiit  wird;  nämlich: 

aa'  in  den  Punkten  6  und  c 

ßß"  -     -         -        c    -    o 

yy*  -     -         -        0-6 
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Ueberhaiq[>t  stellt  sich  bei  dieser  Figur  die  Besondenibeit  heraus,  dass» 
wo  sidi  auch  yier  Linien  in  einem  Punkte  schneiden  mögen,  sie  ein  Sy- 
stem TOD  Tier  Harmonikalen  bilden,  dass  also  jede  Yon  ihnen  geschnittene 
geradf  .iinie  in  ihren  Schnittpunkten  harmonisch  getheilt  wird. 

Aus  diesen  hier  aurgestellten  Beziehungen  ergiebt  sich  auch  ein  ein- 
faches Mittel,  zu  drei  gegebenen  Punkten  einer  geraden  Linie  den  vier- 
ten harmonischen  Punkt  zu  finden.  —  Soll  z.  B.  zu  den  drei  Punkten 
b,  e  nnd  a  (dieselbe  Fig.  XVII.)  der  vierte  harmonische  gefunden  wer- 
den, so  darf  man  nur  über  6c  ein  beliebiges  Dreiedi  hac  beschreiben, 
a  mit  a  verbinden,  durch  einen  beliebigen  Punkt  Ar  in  dieser  Verbin- 
dangsiinie  zwei  Gerade  bkß  und  cky  zichn  und  durch  yundß  eine  Linie 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  verlängerten  (e  ziehn,  so  ist  dieser  Durch- 
sdiniitspnnkt  a'  der  gesuchte  vierte  harmonische» 

Hat  man  nun  eine  in  a  nnd  a'  harmonisch  getheilte  Linie  hc,  so 

dass  —  «  -7-  ist  und  halbirt  man  die  Entfernung  von  a  bis  a'  in  dem 

Punkte  «I,  so  sei  —  =s  -7—  =  — ,  dann  wird 

ac       a'  c        8 

ab  +  ac      r  +  $      ,  s         . 

— = ,  also :  a  c  =  — r—  •  »  c 

ac  8  r  +  8 

-     ab  ^  — . —  .  oc 


ab+ae      r  +  s*  r'\»8 

a'b — a'c      r — s  .  s        . 

SS ,    -     a'c^=  .  6  c 

ö'c  5  r — 8 

a'b  r  /r  *"  r 

a'b  =  .  6c 


o'* — a'e      r — «*  r-'8 


mitbin: 


aa'ssca'irca'  =  -= •  .  6c 

r*  —  I* 

also  masszma'^s-^  aa'  =   -5 ^  .  6c 

-*  r* — 8* 

nicbin:  mbtama  +  ab  s=  -r ^  •  6c 

r» — s» 

8^  , 

messtna  —  ac  =  -5 «  .  6c 

r'—  8^ 

Hieraus  findet  man 
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tnb.tne  =  -« =  .  6c     =  m«     =*  ma' 

und  2L*=i:^,=(f^)  =  (5:;*\' 

iwei  höchst  merkwürdige  Relationen,  für  die  es  gewiss  die  Mühe  lohnt, 
die  Analogie  aur  der  Kugel  zu  suchen. 

Es  bedeute  daher  die  Linie  6  c  einen  Bogen  eines  grössten  Kugelkrei- 
$es,  der  in  a  und  a'  harmonisch  gelheilt  ist,  so  hat  man 

sinba.sinca'  «s  sinba' .sinca 

* 

sin  b  a*      sin  ca* 

oder        -T-T —  =  — 

sxnba       sxnta 

Wir  wollen  nun,  des  bequemen  Schreibens  wegen,  setzen: 

ct'b  —  «6  ,  ,  ,   a'c  +  ac 

siiia=ma'  =  j:,  also  auch ^ =mof =«•«'=* 

a'c  —  ctc                    j         ,   Cf'6  +  a6        .  ,. 
^ —  =^  cm  ^S'  d    und ■=  6m  =  d' 

woraus  sich  ergiebt 

a'6=<i'+a;  und  a'c's:^x  +  d 
abssd* — X  ac  =^jr  —  d 

Da  man   aus  der  obigen  Bedtngungsgleichung  für  die  harmonische 

Theilung  sogleich  die  folgende  ableitet 

sinba' —  sinba sinca*  —  sinca 

sinba'  +  sinba  ~  sinca'  +8i7^ca 

so  erhält  man  nach  Einführung  der  Hilfsgrösseu : 

sin  id'  +  «y)  —  sin  {d*  —  x)  __  iin(j:+(I) — sin{jc — d) 
sin  {d*  +  jt)  +  sin  (d'  —  jt)'^  sin  {Jt + d)  +  sin  {Jt—  dj 

.  cos  d* .  5t  n  X       cosx.  sin  d 

oder  =  ■ 

sin  d* .  cos  x       sin  x.cosd 

also    (tangx)^  =  tangd.tangd* 

d.  h.     (tangma)'^  «=  {tangma*)'^  =  tangcm.tangbm 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  die  Tangentenzeichen  weglassen,  so 

erhalten  wir  ma^  =  mc.  m 6,  d.  h.  die  Beziehung,  die  wir  schon  oben 
bei  der  gewöhniichen  geraden  Linie  gefunden  haben. 

Den  zweiten  mit  der  Ebene  analogen  Satz  erhält  man,  indem  man 
die  Gleichung  der  harmonischen  Theilung  in  folgender  Weise  Bchreibt: 
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sinba      sinha' 
wonach  man  auch  hat: 

(sinca  \*_  /  sin  e a  \    I  tinca*  \ 
sinba I  ~"  Xsinba  I '  Knuba'  I 

^  ^'»*(^  —  ^)  -  <»H(a?«f  d) 
""  sin  (i' — 0?) .  sin  (d'  +  x) 

cos2d  —  cos  2x 
cos2x — cos2d* 

Da  nun  aber  nach  soeben  gefundenem  Satz  tangx'^^ lang d. lang d* 

X ""  tono  X 

ist,  und  man  ausserdem  im  Allgemeinen  cos2x=  r—. ^—^^  also   Tör 

1  +  tangx* 

den  Yorliegenden  Fall 

^    ^  1 — iangd.tangd'  _  cos(rf-|-  dp 
""  l  +  tang  d .  tang  d'       cos  (d  —  d*) 

hat,  so  wird: 

cos2d.cos{d^d')  —  cos{d  +  d') 


(sinca  \*^ 
sinba I  "" 


cos  (d  +  rf')  —  CO«  2  d' .  CO»  (d  +  d') 

_  5m  (2  d) 
""«i»(2d0 

sin  (2.  cm) 

sm(2.6m) 

Wenn  man  hier  die  Sinuazeichen  forüässt,   erhält  man  dieselbe  Relation, 

wie  bei  der  geraden  Linie  in  der  Ebene. 

Nehmen  wir  wieder  unser  Trüberes  Dreieck  abc  (Fig.  XVII.)  oder 
rielmehr  das  dabei  gebildete  Tollständige  Viereck  ßy  ß'/  mit  seinen  drei 
Diagonalen  y/  >  ßß* »  aa*  auf,  so  erhallen  wir  mit  Hilfe  der  Yorhin  ge- 
fundenen Bedingung  folgende  Sätze: 

Erstens.  Die  Mittelpunkte  der  drei  Diagonalen  eines 
Tollständigen  Vierecks  yy'ßß'aa*  liegen  in  einer  geraden 
Linie. 

Denn  es  seien  m,  n,  l  respective   die  Mitten  von   aa* ,  yy* ^  ßß', 

so  hat  man  nadi  dem  vorhin  Gefundenen  diese  Gleichungen: 

mb 
mc 


Pia  __  lyo^Y 

nb  ""  \  y  6  / 


n 
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Aus  deren  MiiUiplication  aber  folgt: 

mh.naJc  ^  i  ab.ya.ß  c  Y 
mc^nb.la      \  ac.yb^ßal 

Da  nuu  aa,  hß,  cy  drei  Linien  im  Dreieck  sind,  die  sich  in  ei- 
nem Punkte  schneiden,  so  ist  (nach  S.  27)  der  Term  der  rechten  Seite 
vorstehender  Gleichung: 

ab,ya,ßc . 

ae.yb.ßa  "" 

mithin  wird  auch  die  linke  Seite  =  1  werden,  d.  h. 

mb.naAc  as  mc.nbAa 

Dieses  ist  aber  (nach  S.  32)  die  Bedingung  dafür,   dass    die  drei 

Punkte  mj  Uy  ly  welche  auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  abc  liegen, 

zugleich  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Zweitens.  Wenn  man  je  zwei  von  den  drei  Diagonal- 
punkten a,  a,  a'  mit  einander  verbindet  und  diejenigen 
Theile  (fg^  hi,  bc)  von  diesen  Verbindungslinien,  die  durch 
die  Seiten  des  vollständigen  Vierecks  abgeschnitten  wer- 
den, halbirt,  so  liegen  diese  drei  Ilalbirungspunkte 
(Of  f»  i)  in  einer  geraden  Linie. 

Um  dieses  zu  beweisen,  beachte  man,  dass  die  Dreiecks -^eite  ac 
in  den  Punkten  ß  und  ß*  harmonisch  getheilt  ist,  so  dass*  also  a'a^  a% 
a'hp  of'/  vier  Harmonikaien  bilden,  mithin  A  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  /},  /  und  a  ist.  Da  ferner  ayhß  mit  den  beiden  Spitzen  ( 
und  c  ein  vollständiges  Viereck  (in  derselben  Weise  wie  ßyß'y'  mit  den 
beiden  Spitzen  a  und  a')  bildet,  so  wird  fa  in  den  Punkten  l  und  a 
harmonisch  getheilt  werden,  mithin  werden  ba,  bk^  bf,  ba  vier  Harmo- 
Aikalen  sein;  es  muss  also  die  Linie  (/*,  gehörig  verlängert,  die  durch 
a,  ß  und  /  gehende  Linie  in  dem  vierten  harmonischen  Punkt  treffen; 
dieser  ist  aber,  wie  vorhin  erkannt  wurde,  der  Punkt  A:  daher  müssen 
A,  /  und  (  in  einer  geraden  Linie  liegen.  In  ähnlicher  Weise  lässt  sich 
zunächst  darthun ,  dass  g  und  t  mit  b ,  und  dann  andrerseits,  dass  g  und 
A  mit  e  und  auch  t  und  f  mit  c  in  gerader  Linie  liegen.  Ist  nun  aber 
erst  dieses  entschieden,  so  weiss  man,  dass  figh  aut  den  beiden  Spitzen 
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(  und  c  ein  yoUsUndiges  Viereck  bilden,  dessen  drei  Diagonalen  fg,  ht\ 
bc  siad.  Die  Mittelpunkte  aber  (o,  p,  q)  von  solchen  drei  Diagonalen 
liegen  nach  dem  vorigen  Satz  in  einer  geraden  Linie. 

Es  ist  also  diese  Linie  opq  im  Grunde  nichts  Anderes,  als  in  dem 
vorigen  Satz  die  linie  Inm,  d.  b.  eine  Linie,  welche  die  Mitten  der  drei 
Diagonalen  eines  vollständigen  Vierecks  verbindet.  Eine  solche  Linie  aber 
und  eine  darauf  senkrecht  stehende  geben  noch  Veranlassung  zu  nicht  un- 
interessanten Betrachtungen,  auf  die  wir  hier,  wenn  auch  nur  andeutungs* 
weise,  mit  Wenigem  eingehn  wollen. 

Um  leichter  die  Uebersicht  und  die  Symmetrie  zu  erzielen,  wählen 
wir  eine  neue  Figur  (X>lii.)  und  eine  neue  Bezeichnung.  Wir  denken 
uns  vier  sich  schneidende  Linien  ce,  eb ,  ca,  ad,  die  natürlich  ein  voll- 
ilindiges  Viereck  bilden  und  die  wir  in  ihrer  genannten  Keihenfolge  die 
linlen  l,  2,  3,  4  nennen  wollen,  sowie  wir  auch  den  Winkel  von  zweien 
dieser  Linien  durch  einfache  Nebeneiuanderstellung  ihrer  bezüglichen  Zah- 
len iezeiduien. 

Wenn  man  nun  die  Linie  zieht,  welche  durch  die  Mitten  der  drei 
Diagonalen  geht,  so  möge  diese  durch  die  Zahl  5  bezeichnet  werden.  Fäl- 
len wir  sodann  von  den  sechs  Punkten  b,  e,  d,  f  und  a  und  e  Perpen- 
dikel auf  diese  Linien  und  benennen  deren  Fusspunkte  mit  denselben 
Buchstaben  nur  mit  dem  Strich  versehn ,  so  wird  man  offenbar  diese  Be- 
diogongigleichungen  haben: 

aa'  =  ee'  ;  66'  =  dd'  ;  cc'  «  //' 

Die  Dnrchschnittspunkte  der  Linie  5  mit  den  Linien  3  und  4  sollen 
II  and  n  heissen,  dann  ist 

66'  =r  bm.sin  (3.5) 
cc'  =  cm. sin  (3.5) 


also:     bV  +  cc'  =  l  bm  +  cm  \  .  sifi(3.5)  =  6c.sin(3.5) 

ebenso  auch: 

dd'  «  dn.«m(4.5) 
ff  B  /•n.fm(4.5) 

;     also:     dd'  +  ft  »  j  i»  +  /»  I  •  «m(4.5)  =  df.sin{^.h) 
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Da  nach  der  vorbin  angerührten  Bedingung  bb'mtdi'  und  ce'ssff 
ist,  80  folgt: 

be.sm(3.5)  =  df.sm(i.b) 

Denkt  man  sich  aber  eine  Linie  6.  senkrecht  auf  5.  stehend,  so 
wird  (c.5tn(3.5)  =^  6c. cos  (3.6)  die  senkrechte  Projection  von  6c  auf 
^er  Linie  6;  ebenso  ist  df,  sin  (4.5)  =  df.  cos  (i  .  6)  die  senkrechte 
Projection  von  df  auf  6.  Und  wir  erhalten  dadurch  den  Satz,  dass  6c 
und  d  f  gleiche  Projectionen  auf  der  Linie  6  haben.  *;      Diese  beiden 


*)  An  merk.  Es  dörfte  wobl  nicht  onangemesscn  soin,  wenn  auch  nur  beiliofig, 
da  die  Sache  nicht  in  den  obigen  Zusammenhang  gehört,  hier  einige  Worte  ober  die  seik- 
reciite  Projection  zu  sagen. 

Wenn  miin  Yon  den  einzelnen  Punkten  des  Umfangs  einer  Figur  Perpendikel  auf 
eine  gegebene  Ebene,  die  Projections-Ebene,  fallt,  so  erhalt  mau  in  letalerer  tack 
eine  Figur,  welche  im  Allgemeinen  eben  so  viele  Grenzlinien  hat,  als  die  erstere  ond 
deren  senkrechte  Projection  in  der  gegebenen  Ebene  genannt  wird.  —  Man  kann 
auch  eine  Figur  auf  eine  gerade  Linie  projeciren,  wobei  d«nn  natfirlich  diese  Projection 
jederzeit  eine  gerade  Linie  sein  muss,  in  welcher  die  Eckpunkte  der  Figur  nicht  mehr 
erkennbar  sind. 

Um  die  Beziehung  zwischen  einer  projecirten  Figur  und  ihrer  Projection  kennen  zu 
lernen,  so  ist  es  zunächst  klar,  dass  es  gleichgültig  ist,  ob  ich  die  Projection  auf  einer 
gegebenen  Ebene  selbst  oder  auf  einer  mit  dieser  parallelen  Ebene  nehme.  Denken  wir 
uns  nun  zuvörderst  die  einfachste  Figur,  d.  b.  eine  begrenzte  gerade  Linie,  welche  auf 
eine  gegebene  Ebene  projeciit  werden  soll. 

Legen  wir  aber  durch  den  einen  Endpunkt  der  geraden  Linie  eine  Ebene  parallel 
mit  der  gegebenen  Projections  -  Ebene  und  Rillen  dann  von  dem  andern  Endpunkt  der  Linie 
ein  Perpendikel  auf  diese  parallele  Ebene,  so  ist  die  Verbindungslinie  des  Fussponkts  die- 
ses Perpendikels  mit  dem  ersten  Endpunkt  der  Geraden  deren  senkrechte  Projection. 
Diese  Verbindungslinie  ist  aber  offenbar  eine  Katbete  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck, 
deuen  Hjpolhenuse  die  gegebene  Gerade  und  in  dem  der  anliegende  spitze  Winkel  der 
Neigungswinkel  der  Geraden  gegen  die  Projections  -  Ebene  ist.  Hieraus  ergicbt  eich  dann 
geradezu  dieser  Satz: 

Die  Projection  einer  geraden  Linie  in  einer  gegebenen  Ebene  ist 
gleich  dieser  Geraden  multiplicirt  mit  dem  Cosinus  des  Neigungswin- 
kels der  Geraden  gegen  die  Projections-Ebene. 

Wird  im  speciellern  Fall  eine  gerade  Linie  auf  eine  andere  Gorade,  die  mit  ihr  in 
einerlei  Ebene  liegt,  projecirt,  so  findet  uatärlich  derselbe  Salz  statt,  nur  dass  er  sich 
dann  einfacher  dahin  ausspricht,  dass  die  Projection  einer  begrenzten  geraden  Linie  gleich 
ist  dieser  Geraden  multiplicirt  in  den  Cosinus  des  Winkels,  der  zwischen  ibr  und  der 
Projectiunslinie  liegt.  ^ 

Nehmen  wir  den  nächst  einfachen  Fall,  dass  (Fig.  XIX.)  ein  Dreieck  ABC  auf  eine 
Ebene  MN  projecirt  werden  soll,  so  denke  man  sich  durch  die  eine  Ecke  des  Dreiecks, 
etwa  durch  B,  eine  Ebene  BF  parallel  mit  ^.V  gelegt  und  es  sei  BK  die  DurchsdiBitts- 
linie  der  Ebene  des  Dreiecks  mit  dieser  der  Projections  -  Ebea*  parallelen  Ebene,  so>ird 
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IJuien  haben  eine  besondre  Eigenthämlichkeit.  Da  nämlich  auf  jeder  der 
fier  in  unsrer  Figor  gezeichneten  Linien  drei  Pnniite  liegen ,  so  muss  es 
nolhwendig  im  Ganzen  12  Stücke  geben.  Unter  diesen  giebt  es  offenbar 
zu  jedem  Stück  -nur  ein  einziges ,  dessen  Endpunkte  mit  keinem  Ende  des 


■un  das  Dreieck  ABC  als  die  Differenz  der  beiden   Dreiecke  KCB  nnd  KAB  betracbttA 
könaeo. 

Fillt  min  TOD  C  rin  Perpendikel  CC  auf  die  Projecliont -  Kbene,  so  wird  aoeh  A' 
der  Fnstpankt  des  ron  A  gefillllen  Perpendikels  in  der  Linie  KC  liegen,  so  dass  KC'B 
iit  Projeclioo  des  Dreiecks  KCB,  und  KA'B  die  Projeclion  des  Dreiecks  KAB,  also 
A'C'B  die  Projeclion  des  Dreiecks  ACB  ist.  Das  Höheoperpendikel  CD  des  Dreiecks 
ICa  ond  das  Höhenpcrpendikel  CD  seiner  Projeclion  KC'B  werden  beide  aus  bekannten 
slereometrt^ben  GrQnden  sich  in  demselben  Punkte  D  der  Dorchschniltslinie  der  Ebenea 
beider  Dreiecke  treffen.  Ebenso  werden  das  Höbenperpendikel  AE  des  Dreiecks  KAB  nnd 
das  Höbenperpendikel  A'E  der  Projeclion  desselben  sich  in  demselben  Punkte  E  dersel- 
ben Dnrcbscbttillslinie  der  Ebenen  beider  Dreiecke  treffen.  In  beiden  Fällen  ist  der  Winkel 
zviscben  den  beiden  Ensammengehörigen  Höhenperpendikel  CDC  und  AEA'  gleich  dem 
Nclgnngtwinkel  der  beiden  genannten  Ebenen.  Bezeichnen  wir  diesen  für  einen  Augenblick 
dnrch  t  («acUaelio),  so  wird 

CD  =  CD. cot i  und  A' E  =z  AE.eoti 

flifraos  ergiebt  sieb  weiter 

2.JACB  =  2,^fKCB  —  2.JKAB 

^KB  .'cd  —  KB  .Je 


z=:KB  ACD  -^  Ae\ 


and 

2./IA*CB  =  2.JKCB  —  2.JKA'B 

z=iKB  .CD  —Tb  ,Te 

=  Tb  .Td  ,  cosi  —  KB  ,  ÄE  .  eosi 

=  KB.cosi  .  I  C5  —  Jß  I 

■Hbin:  ^  A'CB  =  J  ACB  .  cosi 

1  h.  der  Flicheninhalt  der  Projeclion  eines  Dreiecks  auf  ei<ne  gegebene 
Ebene  ist  gleich  dem  Prodnkt  aus  der  Fliehe  des  ursprQnglichen  Drei- 
ecks in  den  Cosinus  des  Neigungswinkels  der  Ebene  des  Dreiecks  gegen 
die  Projections-Ebene. 

Da  aber  jedes  Ton  geraden  Linien  begrenzte  ebene  Polygon  sich  ans  Dreiecken  zu- 
sammensetzen liest  ond  da  ferner  jede  ebene  Figur,  mag  sie  durchweg  oder  nor  zum 
Tbeil  von  kmmmen  Linien  begrenzt  sein,  in  ihren  Eigenschaften,  entweder  ? ermittelst  der 
Idee  des  Unendlich- Kleinen  oder  vermittelst  der  Exhaustionsmethode ,  auf  ein  geradlinig- 
Wgrenzles  Polygon  zurAckgefahrt  werden  kann,  so  kommt  man  ohne  besondre  Mühe  zu 
diesem  ganz  allgemeinen  Schluss:  Der  Flicheninhalt  der  Projeclion  jeder  ebe- 
len  Figur  ist  gleich  dem  Flicheninhalt  der  Figur  selbst  multiplicirt 
»il  icn  Cosinns  des  Neigungswinkels  der  Ebene  der  Figur  gegen  die 
Pro  jcetions- Ebene. 

6 
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angenommenen  Stücks  ia  gerader  Linie  lieg[U  Hierdurch  erbilt  man  sechs 
Paare  von  AbschniUenvdie  diese  Eigenscball  besitzen  y  nimlich: 

bc  und  df,    ce  und  fa,    de  und  ha 

bf  und  de,    ca  und  fe,     da  und  be 
Ton  jedem  dieser  Paare  wird  aur  dieselbe  Art,  wie  vorhin  bei  bc  und  df 
bewiesen,  dass  ihre  Projectionen  auf  der  Linie  6  einander  gleich  sind. 

^  Dieselben  vier  Linien  1,  2,  3^  4  (Fig.  XVIII.)  kann  man  aber  auch 
noch  in  der  Hinsicht  betrachten,  dass  je  drei  von  ihnen  ein  Dreieck  bil- 
den, nämlich  1,  2,  3  —  1,  2,  4  —  1,  3,  4  —  2,  3,  4.  Denktman 
sich  um  jedes  dieser  vier  Dreiecke  einen  Kreis  beschrieben ,  so  möge  je- 
desmal der  zugehörige  Radius  seinen  Index  nach  der  in  der  Bezeichnung 
des  Dreiecks  fehlenden  Zahl  oder  nach  der  fehlenden  Seite  erhalten,  so 
dass  die  bezüglichen  Radien  für  die  vorhin  genannten  Dreiecke  in  dersd- 
ben  Reihenfolge  werden:  r^^,  t"\  r*\  r*.    Alsdann  erhält  man  aber: 

hc  =  2r^^.sin{\.2) 

df  =^  2r'".«m(K2) 

miüiin:  bc  :  df  =^  r'^  .  r'" 

Nach  S.  40  war  aber  bc.sin(3.5)  ==  d f. sin (4t. 6)  oder 

bc  :  df  =  «a{4.5)  :  5m(3.5) 
Daher  erhält  man: 

«•»(4,5)  ;  5tM(3,5)  =  r^^  :  r'" 
oder  wenn  man  die  analoge  Entwickelung  für  die  übrigen  Radien  maclit, 
folgende  allgemeine  Proportion: 

«füll. 6)  :  «n(2.5)  :  «m(3,5)  :  sin  (4.5)  ==  r'  :  r"  :  r"'  :  r^*' 
oder  auch 

cos(l«6)  ;  cos (2.6)  :  cos(3.6)  :  co5(4.6)  z:^^  r*  \  r**  \  r"'  :  r'»' 
d«  h.  die  Sinusse  der  Winkel,  welche  die  vier  Seiten  des 
Vierecks  mit  der  Linie  5  bilden,  oder  die  Cosinusse  der 
Winkel,  welche  dieselben  Seiten  mit  der  Linie  6  bilden, 
verhalten  sich  wie  die  genannten  Radien,  deren  Indices 
mit  den  Nummern  der  die  Winkel  bildenden  Seiten  über- 
einstimmen. 

Kennt  man  daher  nur  zwei  von  den  erwähnten  Radien,   so  jfennt 
man  auch  die  Richtungen  der  beiden  Linien  5  und  6. 
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Denken  wir  uns  ferner  in  jedem  der  Tier  Dreiecke 
denjenigen  Punkt  bestimmt,  in  welchem  sich  die  sugehö- 
rigen  drei  Höhenperpendikel  schneiden,  so  liegen  alle 
diese  in  einer  geraden  Linie,  welche  die  Linie  6  ist. 

Bezeichnen  wir  nämlich  den  Durchschnitt  der  Höhenperpendikel 
dardi  h  mit  so  Welen  Slriclien,  als  dem  zu  diesem  Dreieck  gehörigen  r. 
zukommen  nnd  die  Fusspunkle  der  Perpendikel,  wie  schon  rorhin  ge- 
schehn,  durch  die  Buchstaben  der  gegenüberliegenden  Ecken,  nur  mit 
einem  Strich  verschen,  dann  wird  in  dem  Dreieck  134  der  Durchschnitts- 
punkt der  Höhenperpendikel  =A'^  und  in  dem  Dreiecke  123  der  analoge 
Punkt  =  h  sein.  Wenn  wir  nun  diese  beiden  Punkte  durch  eine  ge* 
rade  Linie  h"  h^^  verbinden  und  die  Winkel  derselben  mit  den  einzelnen 
Seiten  ebenso  wie  oben  durdi  einfaches  Nebeneinanderstellen  bezeichnen, 

so  ist 

fl'6'   =  A" A'»^. cos (A"Aiv,  i)  «  a6.co«(3,  1) 

uod  rf'e'  =  A" A'»'. cos  (A^A'*',  3)  =  de.cos{3,  1) 

^  .  ,.  .     ab       cos(A"A'^  1) 
folglich:  ^^  =  ^-^j^j^TT^KTY, , 

nach  S.  39  IT.  und  nach  dem   vorigen  Satz  ist  aber 

ab  ^  stn(1.5)  _  r' 
de'"«tni3.5)""r^'' 

.  j  cos(A"Aiv,n       r' 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  man  erhalten: 

cos  (A^A^v,2)_  r'' 
CO«  (A'Aiv,  3)  ""r"' 

cos (A^^^A^VD^  r' 
""^    cosiA'"Äi^2;""r"' 

Es  werden  also  vermöge  des  vorigen  Satzes  alle  Linien  A^^A^  h!^^h^\ 
V^  h'"  auf  der  Linie  5  senkrecht  stehnund  da  sie  alle  durch  den  Punkt  V^ 
gebn,  so  müssen  die  vier  Punkte  A',  A",  A'^,  A'^  welche  die  Durchschnitts- 
punkte der  Höhenperpendikel  in  den  einzehien  Dreiecken  bedeuten,  in  ei- 
ner geraden  Linie  liegen,  die  senkrecht  auf  der  Linie  steht,  die  durch 
lie  Hilleii  der  drei  Diagonale»,  imsres  vollständigen  Vierecks  geht. 
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Wenn  man  um  die  Yorliin  genannten  vier  Dreiecke 
123  —  124  —  134  —  234,  welche  bei  Tier  eich  schneiden* 
den  Linien  entslehn,  Kreise  beschreibt,  so  schneiden  sich 
diese  stets  in  Einem  Punkte. 

Denkt  man  sich  nämlich  (Fig.  XX.)   zunächst  um   die  beiden  Drei- 
ecke ad  und  bce  die  Kreise  beschrieben,   so  schneiden  sich  diese  na 
lArlich  in  e  und  ausserdem  noch  in  einem  gewissen  Punkt  p.  ,  Zieht  9ian 
nun  Yon  diesem  Punkt  p  gerade  Linien  nach  a,  h,  c^  d,  e,  f,  dann  ist: 

<  pea  Ä  <  pda 

<  pcb  =  <  peb 

mithin    <  pda  =r  <  peb  oder  <  pdf  =  <  pef 
d.  h.  die  Linie  pf  muss  die  Sehne  eines  Kreises  sein,  der  durch  i  ond 
e  geht,  oder  der  um  das  Dreieck  def  beschriebene  Kreis  geht  auch  darck 
den  Punkt  p. 

Ebenso  wird 

<  päd  =  <  pcd 
<^  pbe  =  <  pce 

mithin    <  päd  s=s  <  pbe  oder  <  paf  «=  pbf 
d.h.  die  Linie  p/*  muss  auch  die  Sehne  eines  Kreises  sein,  der  durch  a  ond 
6  geht,  oder  der  um  das  Dreieck  abf  beschriebene  Kreis  geht  ebenfalls 
durch  den  Punkt  p. 

Es  schneiden  sich  also  alle  vier  Seiten  in  dem  Einen  Punkt  p. 

Fftllt  man  Yon  diesem  Punkt  pPerpendikel  auf  dievier 
Linien  1,  2,  3,  4,  so  liegen  die  Fusspunkte  derselben,  die 
durch  p' ,  p'* ,  p"',  p^  bezeichnet  werden  mögen,  in  Einer  ge- 
raden Linie,  welche  die  Linie  7  heissen  soll  und  senkrecht 
steht  auTder  oben  genannten  Linie  S,  die  durch  die  Mitten 
der  Diagonalen  geht. 

Denn  wir  haben  (S.  32)  den  Satz  gehabt,  dass,  wenn  man  von  ei- 
nem beliebigen  Punkt  der  Peripherie  eines  um  ein  Dreieck  beschriebenen 
Kreises  Perpendikel  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  ßllt,  die  Fusspunkte  der- 
selben in  Einer  geraden  Linie  liegen.  Denkt  man  sich  also  zunächst  p 
als  einen  Punkt  in  der  Peripherie  des  um  6ce  beschriebenen  Kreisea,  so 
folgt  daraus ,  dass  p* ,  j)'' ,  p"*  in  einer  geraden  Linie  liegen ;  dankt  man 
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sich  darauf  p  ab  einen  Punkt  in  der  Peripherie  des  um  def  beschriebe- 
nen Kreises,  so  folgl,  dass  p',  p" ,  p^^  in  gerader  Linie  liegen  müssen» 
weiche  natOrlich  keine  andre  als  die  Yorige  sein  kann,  da  in  beiden  die 
Punkte  p'  und  p"  enthalten  sind;  es  ist  also  die  Linie  7. 

» 

Diese  Linie  7  soll  aber  zweitens  senkrecht  auf  5  stehn.  Um  dieses 
zo  beweisen,  denken  wir  uns  z.  B.  von  p  auf  die  beiden  Schenkel  dea 
Winkels  a  die  Perpendikel  geßllt,  so  können  die  Punkte  eine  gegenseitige 
Lage  erbalten  entweder  wie  in  Fig.  XXI.  oder  wie  in  Fig.  XXII.  Haben 
sie  die  letzlere  I^agc,  so  Iflsst  sich  um  das  Viereck  pp}^  ap*"  ein  Kreis 
beschreiben,  da  ^  pp^"^ a  =  <^  pp"'a  s.  90^  ist;  haben  sie  dagegen 
die  «rslere  Lage  (Fig.  XXL)»  so  ist  offenbar  Aamp'^'  (/>  Apmp^^j  wo* 
raos  sieb  ergiebl :  mp  :  mp^^  =z  ma  :  mp'**  d.  h.  es  müssen  pp'**  und 
cp^  Sehnen  eines  Kreises  sein,  also  auch  in  diesem  Fall  iSsst 
sich  durch  die  vier  Punkte  p,  p^^,  p*'* ,  a  ein  Kreis  legen.  Verbindet 
man  nun  die  Punkte  p*"  nnd  p^^,  so  wird  p'"  und  p^^  die  Linie  7. 
Dann  wird  bei  der  Lage  wie  in  Fig.  XXII: 

<:  ppiyp*"  rs  90*  —  (7.4)  =  <paf''  «  180«  —  <  pac 
<  ?P'"?^  =  »O*  —  (7.3)  =  <  pap^'f  ^<  päd 

mithin:         coa(7.4)  =  tinpac  =  sinpdc  =  sinpde 
eoj(7.3)  =  sinpad=^  tinphf  =  sinpbe 
In  dem  Kreise  pde  ist  aber  pe  =  2r'*\$inpde 
und  in  dem  Kreise  pbe  ist  pe  =  2f^^. «tnpie 

woraus  sich  durch  Division  -—t-  ==  ttt^  ergiebt.      Und   schreibt    man 

stnpbe      r"'     ° 

hitf  die  yorhin  gefundenen  Werthe,  so  erhält  man: 

co<(7.4)^r^^ 
co$  (7.3)"'  r'" 

Auf  ganz  analoge  Weise  erhält  man 

C05  (7 . 3)  _r^  coi  (7 . 2)  _  r^ 

cos(7.2)""r"  con7.1)~'r' 

Es  ist  also  7  eine  solche  Linie,  dass  die  Cosinusse  der  Winkel, 
welche  sie  mit  den  vier  Seiten  des  Vierecks  bildet,  sich  wie  die  Radien 
der  am  die  Dreiecke  beschriebenen  Kreise  Terhalten;  sie  muss  daher 
(nach  S.  42)  senkrecht  auf  der  Linie  5  stehn. 
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Es  würde  keine  besondere  Schwierigkeit  darbieten,  an  die  biaheri- 
geu  Betrachtungen  über  ein  Viereck  noch  andere,  weiter  ausgehende,  an- 
zuknüpfen, z.  B.  wenn  man  das  durch  die  Mittelpunkte  der  vier  wieder- 
holt genannten  Kreise  gebildete  Viereck  beachtet  und  die  zwischen  ihnen 
möglichen  sechs  Linien  zieht,  so  steht  jede  dieser  Liuien  auf  einer  von 
den  Verbindungslinien  des  Punktes  p  mit  einem  der  ursprünglichen  a,  i, 
t,  d,  e,  f  aenkrecht;  ferner  sind  die  vier  durch  die  vier  Mittelpunkte 
gebildeten  Dreiecke  den  ursprünglichen  ähnlich;  ferner  liegen  die  vier 
Mittelpunkte  mit  dem  Punkte  p  in  der  Peripherie  eines  und  desselben 
Kreises.  —  Indcss  dürfte  es  wohl  hier  nicht  an  der  geeigneten  Stelle  seiu, 
auf  diese  Untersuchung,  als  eine  specielle,  naher  einzugehn. 


Zureite  Vorleisnns« 

Kreis. 

§.  1.  Einen  Kreis  kann  man  in  analytischer  Hinsicht  gewiss  da- 
durch definiren,  dass  er  der  geometrische  Ort  eines  Punkts  {jrg)  ist,  des- 
sen geradlinige  Entfernung  von  einem  festen  Punkte  (Hittelpunkt  des 
Kreises),  dessen  Coordinaten  a  und  h  sein  mögen,  stets  eine  constante 
Grösse  (Radius  des  Kreises,  der  durch  r  bezeichnet  werden  mag) 
ist.    Dadurch  aber  ergiebt  sich  unmittelbar  nach  S.  17 

als  allgemeinste  Gleichung  des  Kreises.  *) 

Wegen  der  grossen  Wichtigkeit  und  wegen  des  häufigen  Gebrandis 
der  Gleichung  des  Kreises  ist  es  aber  zweckmässig,  auch  noch  speciellere 
Formen  dieser  Gleichung  anzuführen ,  welche  sich  bei  specieller  Lage  des 
Coordinatensystems  ergeben.  Die  bemerkenswerthesten  dürften  wohl  fol- 
gende sein: 


*)  Die  oben  angefahrte  Gleichung  bezieht  sich  nnr  auf  ein  rechtwinkliges  Goordi- 
DaUDSftlem,  sollte  man  ein  anderes  mit  dem  Coorrlinalenwinkei  <f>  liahen,  so  wQriU  die, 
ohne  Mühe  abzuleitende  Gleichung  des  Kreises:  (y— t)*+(x— a)'-j-2(y— 6)  (x— a)  co«yc=T* 
werden.  Hier  jedoch  soll,  wenigstens  im  gegenwärtigen  Augenblick,  nur  von  recbtwiDkli' 
gen  Coordinaten  die  Rede  sein. 
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1)  Wenn  ein  Dnrchinesder  des  Kreises  dieXAxe  ist,  sein  Endpunkt 
der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  die  hier  gezogeoe  Tangente  die 
yAxc;  dann  ist  ft  =  0  und  a  ^  r,  also  die  Gleichang  des  Kreises: 

y*  +  a?*  —  2rx  =  0 

2)  Wenn  ein  Durchmesser  des  Kreises  die  FAxe  ist,  sein  Endpunkt 
der  AoAngspunkt  der  Coordinaten  und  die  hier  gezogene  Tangpnte  die 
JCAxe;  dann  ist  a  =  0,  6  «  r,  also  die  Gleichung  des  Kreises .- 

yt  ^  jp2  _  2rg  =  0 

3)  Wenn  swei  auf  einander  senkrechte  Durchmesser  die  Coordina- 
ten-Axen  sind  und  der  Mittelpunkt  der  Anraogspunkt  der  Coordinaten; 
dann  ist  (  ==  0  und  a  &=  0,  also  die  Gleichung  des  Kreises: 

y^  +  j;^  =  r^ 

Das  Charakteristische  der  Gleichung  des  Kreises,  in  allen  hier  an- 
geführten Gestalten ,  ist  ofTenbar  dieses,  dass  sie  eine  Gleichung  des  zwei- 
ten Grades,  bezuglich  auf  die  beiden  laufenden  Coordinaten  x  und  y  ist, 
in  welcher  die  Quadrate  von  x  und  y  die  Einheit  zu  ihren  Coefflcien- 
ten  haben  und  in  der  das  Produkt  der  beiden  Grössen  xnndy  nicht 
Torkomoit,  %o  dass  also  die  Gleichung  des  Kreises  unter  allen  Umständen 
diese  Form  haben  muss: 

y^  +  .r'  +  öy  +  JPä»  +  jF  =  0. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  Dp  E^  F  und  den,  einen 
Kreis  bestimmenden  Stucken  ergiebt  sich  leicht  durdi  Vergleichung  der 
Coeflicienten  dieser  eben  genannten  Gleichung  mit  denen  der  im  Anfang 
dieses  §.  angegebenen  allgemeinen  Gleicliuug  (y  —  h)^  +  (x — a)'  =  r\ 
Ihn  findet  daraus  die  rechtwinkligen   Coordinaten   des  Mittelpunkts  des 

Kreisea:  i  =  —  ^D  und  a  == ^E,   und  den  Radius  des  Kreises; 

r  «s  -L  Vö*  +  P^^n^F7 

Wenn  man  also  bei  irgend  einer  üntersuchnng  als  Gleichung  des 
gaometriscfaen  Orts  eines  Punkts  eine  solohe  wie  y^'\-Ji:^+Dy+S.r+F=Q 
findet»  so  weiss  man  nicht  aliein,  dass  diese  einen  Kreis  bedeutet,  son* 
dem  man  kennt,  aueh,  durch  das  soeben  Gesagte,  die  Lage  und  die  Grösse 
dieses  Kreises.  .  . 

§•  2.    Es  giebt  mehre  Aufgaben,  welche  zwar  aus  der  constmiren- 

f 

den  GeomeCrie  hinlänglich  bekartat  sind,  die  Aber,  da  sie  in  der  Theorie 
des  Kreises  als  futidlunefitäle^u  betfiiditen  sind,  auch  als  sweckigfttoi^ 
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erscheinen  hier  in  analytischer  Weise  entwickelt  zu  werden.  Es  sind  die- 
ses folgende  vier: 

1)  Man  soll  den  geometrischen  Ort  des  Scheitels  tllar 
Dreiecke  finden,  welche  auf  einerlei  Grundlinie  2g  atehn 
und  gleiche  Scheitelwinkel  2y  haben. 

W^nn  man  die  feste  Grundlinie  als  XAxe  und  in  ihrer  llitte  senk- 
jrecht  daraufiitehend  die  TAxe  annimmt,  so  mögen  bei  irgend  einer  Lage 
des  Dreiecks  die  Coordinaten  seines  Scheitelpunkts  jr  und  g  sein;  dann 
wird  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  die  Ordinate  y  mit 

der  einen  Seitenlinie  des  Dreiecks  bildet  = und  die  Tangente  des 

M 

Winkels  zwischen  y  und  der  zweiten  Seitenlinie  &=  ^ sein,  und  folg* 

lieh  die  Tangente  der  Summe  beider  Winkel,  d.  h. 

e(mg2y^ ^  ^  — 


l_9—^     9  +  ^ 


y         y 

Hieraus  erhält  man  als  Gleichung  des  gesuditen  geometrischen  Orts: 

yt  ^  x^  —  2gcotg  2y  •  y  —  j»  =  0 
welche  offenbar  einen  Kreis  bedeutet,  für  den  nach  dem  vorigen  §•  die 
Coordinaten  des  Mittelpunkts  sind  .- 

die  XCoordinate  =  0;  die  FCoordinate  =zg.cotgiy 
Aind  der  Radius  =  g.coiee2y. 

2)  Man  snll  den  geometrischen  Ort  des  Scheitels  aller 
Dreiecke  finden,  welche  auf  einerlei  Grundlinie  2^  stehn 
und  in  welchen  die  beiden  andern  Seiten  ein  constantes 
Verhältniss  m  :  n  haben. 

Wenn  man  wieder  die  feste  Grundlinie  zur  XAxe  annimmt  und  den- 
jenigen Punkt  in  ihr,  welcher  sie  nach  dem  Verhältniss  m :  11  theilt,  som 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  während  wie  gewöhnlich  die  Coordinaten- 
Axe  senkrecht  darauf  steht,  so  werden  die  beiden  Absdinitte  der  Grund- 
linie respective  gleich  sein  — ~-, —  und  — ^ — .  Sind  nun  wieder  fflr 
'^  °  m  +  n  m  +  n 

irgend  eine  Lage  des  Dreiecks  x  und  y  die  Coordinaten  des  Scbeileb» 
dann  werden  die  beiden  Seitenlinien  des  Dreiecka  s^n: 


"""^  'tHI  """"^  « 

da  lieb  diese  beiden  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe,  wie  m  ;  n 
▼erhalten  sollen,  so  wird  sich  die  deichung  des  gesuchten  geometrisehen 
Orts  ergeben: 

oder  nach  Quadrirung  und  einfacher  Reduction: 


1  ,     1         4^11111  ^ 

^  m*  —  n^ 


welche  offenbar  die  Gleichung  eines  Kreises  ist,  für  den  nach  dem  Yori- 
gea  §.  die  Coordioaten  des  Mittelpunkts  sind: 

die  XCoordinate  =  — ^ =  .  g, 

die  yCoordinate  =  0 

und  der  Kadius  =  —, %  .  g 

m*^ — n*     ^ 

3)  Wenn  eine  Anzahl  (n)  von  Punkten  gegeben  ist,  so 
soll  der  geometrische  Orteines  andern  Punktes  P  gefun- 
den   werden,    der  diese  Eigenschaft  hat,    dass   die  Summe 

•  •  • 

der   Quadrate  seiner   Entfernungen   von   allen   gegebenen 
Punkten  einem  gegebenen  Quadrate  Q^  gleich  ist. 

Man  bezeichne  die  Coordinaten  des  ersten  Punkts  durch  a^  und  i|, 
die  des  zweiten  durch  Oj  und  6,  u.  s.  w.,  die  Coordinaten  des  gesuditen 
Punkts,  bei  irgend  einer  seiner  Lagen,  durch  x  und  y,  so  wird  die 
Somme  der  Quadrate  der  Entfernungen  dieses  Punkts  von  den  gegebenen 
offenbar: 

+  {x-a^y  +  (y-62)' 
+  ••    .•..*.     .'. 

+  (x-a,)*+  (y—bn)* 
=  «*»  +  nj»  —  2x.Sa  —  2y.^»  +  Sa^  +  Ib* 
worin  S  wohl  selbsUersländlich  das  gewöhnliche  Sunmenzeichen  bedeutef. 

Da  nun  dieser  Ausdruck  stets  =0'  sein  soll,  so  wird  die,.G1^4>iUlg 
des  gesuchten  geometrischen  Orts  des  beweglichen  Punktes  P  sein: 
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*  n        ^  n  n 

welche  offenbar  wieder  die  Gleichung  eines  Kreises  ist,  für  den  die  Goor- 
dioaten  des  Mittelpunkts  nach  dem  vorigen  §.  sind 

die  XCoordinate  =  —  JSa, 

n 

die   KCoordinate  =  —  ift 

n 


und  der  Radius  =  -^-J  (Sb,^+{Sa)^--n(;SP  +  Sa^^Q^ 

4)  Es  ist  eineAnzahl  (n)  von  geraden  Linien  gegeben, 
man  sucht  den  geometrischen  Ort  eines  Punktes  P,  der  so 
liegt,  dass,  wenn  man  von  ihm  Lothe  auf  die  gegebenen  Li- 
nien fällt  und  die  Fusspunkte  derselben  durch  gerade  Li- 
nien verbindet,  dadurch  ein  Vieleck  von  gegebenem  Flä- 
cheninhalt f  entsteht 

Wenn  die  Gleichungen  der  gegebenen  geraden  Linien  folgende  sind : 

J?"««!  ?  +  *!  ;  V—^2  5  +  *2  ;......  ij  =  a,  ^  +  bn 

und  wenn  x  und  g  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  des 
Punktes  P  sind,  und  wenn  man  die  Coordinaten  der  Fusspunkte  der  Per- 
j[iendikel  auf  die  einzelnen  Linien  durch  |  und  rj  mit  dem  der  betref- 
fenden Linie  zukommenden  Index  versieht,  so  erhält  man  nach  S.  17 
folgende  Werthe: 

§l^X+  j-;^-, ,,^_y+_____ 

Der  Flächeninhalt  des  durch  diese  Fusspunkte  gebildeten  Polygons 
irird  aber  nach  der  auf  S.  8  gefundenen  Formel  = 


—  M  — 

Setzt  man  bierin  die  vorbin  angeföhrten  Werthe  der  terschiedeoaB 
^  und  7,  so  wird  der  Coeffident  von  x^  nach  einracher  Reduktion: 


flu  —  fli»-l 


und  der  CoelBcient  von  y^  wird: 


(l  +  ii,«)(l  + 


4. "11—  4. ^1_ 

V)^    1  +  02*    ^    1  +  fli 


Oa  — Ol  I        «1  ^ 

--TT  + 


(l+V)a+«i^        1  +  0,*       l  +  a,* 


fl»-l — O,»-^  fl|»-i  «n-i 


^  (1+aVi)  U  +«'—1)  ^  l+a\-i      l  +  a»»^2 

,  an  — fl|»-i On fln-t 

■^  (1  +  a\-i)  a+an^)  "^  1+  a,»      I  +  a%-i 

IL  "*  (l|i  a«  ffn 

•*"  a+fl»")(r+ö"^  r+«?~  r+i?" 


Da  sich  aber  die  zweiten  und  dritten  Glieder  in  diesen  einzelnen 
Zeilen  bei  ihrer  Addition  geradezu  gegen  einander  aufheben,  so  ergiebt 
sich  als  Coeflicient  von  y*  dieselbe  Summe,  welche  sich  als  Coefflcient 
Ton  «r*  herausstellte. 

Der  CoelBcient  von  dem  Produkt  jcy  wu*d: 
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1  1 


.  _! 1 

.    _i 1 

d.  b.  er  wird  as  0. 

Es  wird  also  der  constante  FlSchsnitiliäit  f  des  Polygons,  weldies 
bei  einer  durch  seine  Coordinaten  ae  und  y  besüotoiten  Lage  des  rerin- 
derlicben  Punlils  P,  durch  die  Fusspunlite  der  von  ihm  geliillten  Perpen- 

■  •  #  • 

dikel  gebildet  wird,  einen  Ausdruck  ?on  folgender  Form  erballen: 

f  ^  Ay''  -{-  Ajt^  +  Dy  +  Bx  +  F 
worin  das  Wesentlichste  dieses  ist,  dass  die  CoefGcienten  der  beiden  qua- 
dratischen Glieder  einander  glcidi.  sind  und  dasB  das  Glied  mit  dem  Pro- 
dukt der  beiden  Variabein  gänzlich  fehlt.;      Diese  Gleichung  nimmialMi. 
nach  der  Division  d^urch  A  diese  Gestalt  an: 

y?  +  Jt^  +  Vy  4-  JVaj  >  P  =»  0, 
welches  die  Gleichung  eines  Kreises  ist,,  so  dass  der  in  der  Aufgabe  ge- 
suchte geometrische  Ort  ein  Krei^  ht,  so  wi^i'ek  schoH   früher  (S.  33), 
obwohl  dort  ohne  Beweis,  ausgesprochen  ist; 

§.  2.  Wenn  ein  Kreis  durch,  die  rechtwinkligen  Coordinaten  a  und 
(  seines  Mittelpunkts  und  durch  die  Länge  seines  Radius  =  r  gegeben 
ist,  so  dass  seine  Gleichung  -:- 

wird ,  und  wenn  in  seiner  PeripheHe  ,eitl  Punkt,  durdi  seine  Coordinaten 
X  und  g  bestimmt,  angenommen  wird,  so  wird  nach  S.  9  die  Gleichung 
einer  geraden  Linie,  die  durch  den  Mittelpunkt  a,  b  und  durch  den  Pe- 
riplieriepunkt  o?,  y  geht,  wenn  man  die  laufenden  Coordinaten  dieser  Linie 
f  und  7]  nennt,  werden: 


'      a— X     "*  a — X 


b  — 


oder    ij  —  y  *^  ^-^  •  (^T-«?)r 
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aus  folgt  dann  aber  Mich  gleich  nach  S.  16,  zweite  AuTg. ,  die 
cbung  der  in  dem  Ponkt  j*,  y  auf  dieser  Linie  senkrecht  stehenden 
e,  Diailich: 

aber  der  Punkt  Tj  y  in  der  Peripherie  des  oben  genannten  Kreiset 
;  und  da  andrerseits  die  vorhergehende  Linie  den  Radius  des  Kreises 
fticfa  enthält,  so  wird  die  letzte  Gleichung  die  Gleichung  der 
ainem  Punkt  x,  y  an  den  obigen  Kreis  gezogenen  Tan« 
ite  sein. 

Wegen  der  Wichtigkeit,  welclie  die  Tangente  bei  jeder  geometrischen 
efsuchung  gewinnt,  durfte  es  nicht  öherflussig  erscheinen,  die  Glei« 
ng  derselben  auch  noch  aul  einem  zweiten  Wege  abzuleiten. 

Wenn  man  ganz  im  Allgemeinen  zwei  Cur?en  hat,  so  werden  diese 
ea  oder  mehre  Punkte  gemeinschafllich  haben  können.  Die  Coordina- 
I  dies«  gemeinsamen  Pankte  werden  offenbar  so  beschaffen  sein  mös- 
I,  dass  ihre  Werthe  für  die  laufenden  Coordinaten  in  die  Gleichungen 
der  Curren  eingesetzt,  beide  verificiren. 

Man  wird  also  umgekehrt  die  Coordinaten  der  gemeinsamen  Punkte 
alten,  wenn  man  diejenigen  Werthe  von  x  und  y  sucht,  die  beiden 
icbangen  zu  gleicher  Zeit  genägen,  d.  h.  wenn  man  beide  Gleichungen 
coexistirend  betrachtet,  d.  h.  wenn  man  beide  als  zwei  zusammenge- 
ige Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  ansiehL 

Steilen  wir  für  den  vorliegend^  Fall  die  Gleichung  des  Kreises 

t  der  Gleichung  einer  geraden  Linie 

(ammen,  so  wird  man  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkle  beider 
durch  erhalten,  dass  man  f]  =y  und  ^  =  jr  setzt  und  dann  aus  beiden 
.  zusammengehörig  betrachteten  Gleichungen  die  Werthe  von  jp  und  y 
rechnet    Man  erhftlt  dadurch 

a  +  ba  —  aß  ±  yjia'^^  l)r^—iaa  + ß—b)^ 
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Da  man  hier  iwei  Paare  von  zusammcngebörigeo  Werthen  der  Coor- 
dinaten  erhält,  8o  folgt  daraus  der  bekannte  geometrische  Sati,  dass  ein 
Kreis  ?on  einer  Geraden  in  zwei  Punkten  geschnilten  wird.  Denkt  man 
sich  diese  Sekante  längs  dem  auf  ihr  senkrecht  stehenden  Radius  immer 
weiter  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  entfernt,  so  wird  sie  zuletzt  eine  Tan- 
gente des  Kreises  und  dieses  wird  dann  stattfinden,  wenn  die  beidea 
Durehschnittspunkte  der  Geraden  mit  dem  Kreise  in  einen  einiigen  Punkt 
zusammenfallen,  d.  h.  wenn  die  vorhin  gefundenen  Werthe  der  Coordina- 
ten  des  Durckschnittspunkts  nicht  mehr  doppeldeutig,  sondern  nur  ein-» 
deutig  sind.  Dieses  geschiebt  aber  nur  dann,  wenn  die  Grösse  unter 
dem  Wurzelzeichen  verschwindet,  wenn  also  die  Coordinaten  des  der  ge- 
raden Linie  nnd  dem  Kreise  gemeinsamen  Punktes  sich  auf  folgend«  Wer-' 
the  reduciren: 

a  +  a*  —  aß 

_  an  +  a^b  +  ß 

wo  nun  Jt  und  y  die  speciellen  Coordinaten  desjenigen  Punktes  sind,  iq 
welchem  die  durch  fj-^a  1+/?  dargestellte  Gerade  den  Kreis  berührt 
Ent«vickelt  man  aber  aus  den  beiden  soeben  genannten  Relationen  die 
Werthe  von  a  und  ß,  wodurch  man  erhält: 


a  = 


x(x  —  a) 


und    /J-y+    ^_j 
und  setzt  diese  in  die  Gleichung  der  Geraden,  so  wird 

die  Gleichung  der  Tangente  fQr  den  Punkt  xg,   wie  sie   bereits 
vorhin  geAinden  wurde. 

Man  kann  dieser  Gleichung  auch  noch  eine  andre  Gestalt  gebeUf 
indem  man  sie  zunächst  so  schreibt: 

(f]—y)(y-i)  +  (?— x)(*— a)  =  0 
und  hierzu  die  Gleichung  des  Kreises: 

(y  -6)*  +  (»—«)'  —  r» 
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addirt,  wodurch  man  als  Gleicbang  der  Tangente  diese  erh&Il: 

worin  ako  f  und  ij  die  laurenden  Coordinalen  der  Tangente  und  Jt  und 
g  die  Coordinalen  des  Berührungspunkts  sind. 

Wenn  der  Mittelpunkt  des  Kreises  der  Anfangspunkt  der  Coordina- 
teo  ist,  dann  werden  6=0  und  a  =  0,  also  die  Gleichung  der  Tangente : 

y.J]  +  ^.|  =  r^ 
Nachdem  wir  die  Gleichung  der  Tangente  bestimmt  haben,    welche 
einen    gegebenen  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkt  berührt ,  werden   wir 
Jetzt  auch  ohne  besondre  Hübe  diese  Aufgabe  lösen  können  : 

Es  ist  ein  Kreis  und  ausser  ihm  ein  Punkt  gegeben; 
man  soll  von  letzterm  die  Berührende  an  den  Kreis  ziehn 
und  die  Coordinaten  des  oder  der  Berührungspunkte  be- 
slimmen. 

Die  Gleichung  des  Kreises  sei  wie  vorhin  (y—  6)*+(jr--a>'  =  r* 
und  die  Coordinaten  des  ausserhalb  gegebenen  Punkts  seien  jr'  und  y\ 

Die  rorbin  gefundene  allgemeine  Gleichung  der  Tangente 
(jy-6)<y-6)  +  (J— a)(jr  — a)  =  r» 
wird,  wenn  sie  durdi  den  gegebenen  Punkt  x'y*  gehn  soll,    auch   dann 
noch  TeriGcirt  werden  müssen,  wenn  man  diese  Werthe  x'y^  für  die  lau* 
fenden  Coordinaten  |  und  rj  einsetzt;  so  dass  man  diese  Bedingungsglei- 
cfaong  erhält: 

(y'  —  b)(y'-b)  +  (jt' —  a)  ( jr  —  a)  =  r* 
wo  nun  X  und  y  die  noch  unbekannten,   aber  zu   bestimmenden  Coordi- 
naten   des   Berühnmgspunkts   sind,    zwischen    denen,   da    dieser   Punkt 
•Tf  in  der  Peripherie  des  Kreises  liegen  muss,  man  noch  eine  Beziehung 
kennt I  nämlich 

(ff  — 6)*+  (JP— «)*  =  r» 

Wenn  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  x  und  y  berechnet,  so 
erhält  man  als  Coordinaten  des  Berührungspunkts  entweder: 

_      _  rV^r^-g)  +r(y'  —  b)  .  Vca?^— o.^+ ly^  -  6)^— r» 

_  r^(y''-b)—rCx'  —  a)  .  Vu^— g)'+  iy'—b)^ --'r^ 
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oder 


jc^  —  a  = 


(jr'  — (i>2+(y'— 6)» 


^'  ""  la7'-a;»  +  (y'  — 6;» 

Da  dieses  zwei  Paare  von  Coordinaten  sind,  so  giebl  es  zwei  Be- 
rührungspunkte, d.h.  man  erhält  den  bekannten  elementar- geomelrisdieD 
Satz,  dass  von  einem  Punkt  ausserhalb  eines  Kreises  zwei  Tangenten  an 
diesen  gezogen  werden  können. 

Wenn  man  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten nimmt,  so  werden  a=0  und  6  =  0,  also  die  Coordinaten  beider 
Berührungspunkte: 


Nach  S.  9  war  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,    die  durch  zwei 
gegebene  Punkte  jr|jf|  und  x^jfi  geht: 

a?j  —  ^2  Xj  —  a? j 

Setzt  man  hierin  für  .r|jf|  und  für  Jr2jf2  die  vorhin  gefundenen  Werthe,  so 
erhält  man  nach  einiger  Reduktion: 

(y-b)(y'-b)  +  (a;  — a)(a?'-a)  =  r^ 
oder  wenn  der  Anfangspunkt  im  Mittelpunkt  liegt: 

y'y  +  ^'a?  =*  ^' 
als  Gleichung  der  geraden  Linie,  welche  durch  die  Berührungspunkte  der 
beiden  Tangenten  geht,   d.  h.  die  Gleictmng  der  sogenannten  Berfih- 
rungssehne   (natürlich  nach  beiden  Seiten  hin  beliebig  verlängert  ge- 
dacht). 

Die  Länge  des  innerhalb  des  Kreises  liegenden  Stücks,   d.  b.  also 
die  geradlinige  Distanz  der  beiden  Berührungspunkte  wird 

=  2r  .  y  1  -  ^F=^»+(y-6)« 
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oder  wenn  der  Coordinaten -Anfang  im  Mittelpunkt  liegt: 


=  ""-/'-S^ 


Die  eben  genannte  Gleichung  der  Beruhrnngsschne  hal  vollkommen 
dieselbe  GesUlt,  als  die  vorhin  für  die  Tangente  gerundene.  Die  verschie- 
dene Deutung  besieht  in  Folgendem.  In  der  dortigen  Gleichung  waren 
f  and  Tj  die  laufenden  Coordinaten  der  tangirenden  Linie«  hier  sind  je' 
und  g'  die  bestimmten  Zahlenwerthe  der  Coordinaten  eines  spccicllen 
Punkts  in  der  Tangente;  dort  waren  x  und  y  die  bestimmten  Zahlenwer- 
the der  Coordinaten  des  Berührungspunkts  der  Tangente,  hier  sind  die- 
selben Grössen  die  laufenden  Coordinaten  der  geraden  Linie,  welche  durch 
die  beiden  Berührungspunkte  zweier  von  einem  ausserhalb  liegenden  Punkt 
an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  geht. 

^.  3.  Geben  wir  jetzt  einen  Schritt  weiter  als  im  vorigen  §.,  wo 
wir  eine  gerade  Linie  mit  einem  Kreis  zusammenstellten,  und  nehmen  wir 
bier  iwei  Kreise ,  deren  Gleichungen 

{y  —  h)''  +  (a?-a,)*  _  r,»  =  Pj  -  0 
und    <y— *2)^  +  (x  —  ai^  _  r,*  =  Pa  =  0 
sein  mögen,  so  werden  diejenigen  Punkte,  für  welche  die  Coordinaten - 
Werlhe    beiden   Gleichungen  zu  gleicher  Zeit  genügen,    auch  in  beiden 
Ereisperipherien  liegen,  d.  h.   im  Allgemeinen  deren  Durchschnittspunkte 
sein.—  Bildet  man  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen  P|  =  0  undPj^O 
eine  dritte  Gleichung  r.P|  +5.Ps  =  0>  so  wird   diese  im  Allgemeinen 
wieder  die  Gleichung  eines  Kreises,  da  sie  die  (S.  47)  angegebenen  cha- 
rakterisliscben  Merkmale  der  Gleichung  des  Kreises  besitzt,   dass  nAmlich 
erstens   die  Coeflicienten  von  x^  und  von  y"^  einander  gleich  sind,   also 
durch  Division  auf  die  Einheit  gebracht  werden  können,  und  dass  zweitens 
der  Term  mit  demProdukt  xy  fehlt.   Dieser  dritte  Kreis  r.P|+<-Ps^O 
bat  aber  ausserdem  die  schon  S.  9  ganz  allgemein  ausgesprochene  Eigen- 
schaft (da  seine  Gleichung  für  dieselben  Werthe  der  Coordinaten  x  und  y, 
die  den  Durclischnittspunkten  der  beiden  Kreise   P|=:0  und  PjSsO  zu- 
kommen,.für   welche   diese   beiden  Gleichungen   also  gleichzeitig  erfüllt 
werden ,  selbst  veriGcirt  wird) ,  dass  er  sich  mit  den  beiden  andern  Krei- 
sen P|  SS  0  und  P,  =:  0  in  denselben  Puukten  schneidet. 
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Nehmen  wir  hier  für  r  und  s  die  spcciellen  ZahlehwMike  an,  dtss 
r=  1  und  8=  —  1  sei,  so  fallen  in  der  Gleichung  r.P|+«.Pj  =  0  die 
quadratischen  Glieder  gänzlich  Tort  und  es  reducirt  sich  dieselbe  auf  tine 
Gleichung  des  ersten  Grades  Pf  —  Pj^O»  ^-  ^'  ^^^  ^'^  Gleichung  einer 
geraden  Linie  (wenn  man  will ,  ein  Kreis  mit  unendlich  grossem  Kadius), 
welche  aber  naturlich  dieselbe  allgemeine,  vorhin  angelAhrte  Eigenschaft 
besitzt,  dass  sie  durch  die  Durchschniltspunkte  der  beiden  ersten  Krdse 
geht«  —  Für  die  bildliche  Anschauung  muss  man  bei  dieser  Linie  drei 
Situationen  unterscheiden:  Entweder  ist  die  Distanz  der  Mittelpunkte 
beider  Kreise  kleiner  als  die  Summe  ihrer  Radien;  dann  scimeiden  sich 
die  beiden  Kreise  wirklich  und  unsre  Linie  wird  die  gemeinschaft- 
liche Seime,  oder  in  ihrer  unbestimmten  Verlängerung  gedadit,  die  ge- 
meinschaftliche  Sekante  (nach  Poncelet:  reelle  Sekante)  bei- 
der Kreise.  —  Oder  zweitens,  es  ist  die  Distanz  der  Mittelpunkte  der 
beiden  Kreise  gleich  der  Summe  oder  DilTerenz  ihrer  Radien;  dann  be- 
rühren sich  die  Kreise  von  aussen  oder  von  innen  und  obige  Linie  wird 
die  gemeinsame  Tangente  beider  Kreise.  —  Oder  drittens,  es 
ist  die  Distanz  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  grösser  als  die  Summe  ih- 
rer Radien;  dann  treffen  sich  die  Kreise  gar  nicht,  aber  die  oben  ge- 
nannte Linie^  bleibt  dennoch  eine  wirklich  eiistirende,  da  ja  ihre  Gleicbiuig, 
yiena  sie  auch  die  specielle  geometrische  Redeutung  des  Schneidens  bei- 
der Kreisperipherien  verloren  hat,  reell  ist  (nach  Poncelet:  ideale  Se- 
kante). 

Wenn  nun  auch  diese  Linie  für  das  Auge  unter  den  verschiedenen 
Umstanden  als  eine  verschiedene  erscheint,  so  hat  sie  doch,  nach  dem 
Obigen,  in  analytischer  Hinsicht  nur  die  eine  einzige  Redeutung,  dass  sie 
durch  P|  —  P2  =  0  dargestellt  wird.  Deshalb  hat  sie  auch  in  ihrer  All- 
gemeinheit, ohne  Rucksicht  auf  die  Specialitaten,  einen  generellen  Namen 
bekommen:  GauUier  nennt  sie  axe  radicüle;  Poncekt  nennt  sie  Se- 
kante, mit  den  bereits  angeführten  unterscheidenden  Reisätzen;  Steiner 
nennt  sie  die  Linie  der  gleichen  Tangenten  oder  die  Linie  der 
gleichenPotenzen.  In  gegenwärtiger  Schrift  soll  der  von  Pluecker 
eingeführte  Name,  Chordale,  gebraucht  werden. 

§.  4.  Denkt  man  sich  zu  den  beiden  Kreisen  P|=0  und  PjOiO 
noch  einen  dritten  Kreis  P^^Q,  so  haben  je  zwei  von  diesen  eine  Chor- 


t  ^  —  59 

I 
» 

dale.  Die  dei  ersten  und  zweiten  bat  zur  Gleichung  P^ — Pj^O,  die 
;  des  zweiten  und  dritten  P2 — Ps  =  0  und  die  des  dritten  und  ersten 
P,— Pi=sO.  —  Da  von  diesen  drei  Gleichungen  jede  eine  unmittelbare 
Folge  der  beiden  andern  ist,  so  werden  sich  diese  drei  Chordalen  (nach 
S.  19)  in  Einem  Punkt  schneiden  müssen. 

Aus    dieser  Bemerkung   ergiebt  sich  sogleich   ein  höchst  einfaches 
Kittel,  die  Chordale  zweier  gegebenen  Kreise  geometrisch  zu  construiren. 

Wenn  nämlich  (Fig.  XXUL)  zwei  Kreise  P|  und  P2  gegeben  sind 
and  aian  sucht  deren  Chordale,  so  beschreibe  man  mit  einem  beliebigen 
Radios  einen  Kreis  P, ,  welcher  die  beiden  gegebenen  schneidet  in  Ä,  B 
ud  fl,  6,  dann  sind  die  Sehnen  A  B  und  a  b  die  Chordalen,  respective  des 
ersten  und  dritten  und  des  zweiten  und  dritten  Kreises ;  ihr  Durchschnitts- 
punkt  m  muss  nach  dem  vorhin  Bemerkten  zugleich  in  der  Chordale  des 
erslen  und  zweiten  Kreises  liegen.  Ferner  beschreibe  man  abermals  mit 
einem  beliebigen  Radius  einen  Kreis  P4,  welcher  wieder  die  beiden  er- 
sten Kreise  schneidet  in  D,  E  und  d,  e,  dann  sind  ähnlich  wie  vorhin 
die  Sehnen  DE  und  de  die  Chordalen,  respective  des  ersten  und  vierten 
und  des  zweiten  und  vierten  Kreises,  deren  Durchschnittspunkt  n,  nach 
derselben  vorigen  Bemerkung,  in  der  Chordale  des  ersten  und  zweiten 
Kreises  liegen  muss.  Da  nun  aber  sowohl  m  als  n  in  dieser  Linie  liegen 
müssen ,  so  wird  die  durch  sie  gezogene  Linie  U  V  die  Chordale  der  bei- 
den Kreise  Pi  und  P,  sein. 

§.  5.     Es  ergeben  sich  mit  Leichtigkeit   einige  wichtige  Eigenschaf- 
ten der  Chordale. 

Erstens.    Die  Gleichung  des  ersten  Kreises  sei 

Pi  =  (y-6i)'  +  (a?-fl,)»  =  r,« 
die  Gleichung  des  zweiten  Kreises  sei 

dann  wird  die  Gleichung  ihrer  Chordale: 

Pi-P»=2(ft,-6j)y  +  2(a,— (i,)a;  +  6|'  — 6j»  +  a,»— aj«  — r,»+r,»=:0 


'^■■<'  +  r=t'+-    -  W-\> 


Femer  ist  die  Gleichung  der  Geraden,  die  durch  die  beiden  Mittel- 
punkte (deren  Coordinaten  a^  A|  und  a^  b^  sind) ,  geht  (nach  S.  0.) 
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y  —    -^ X   +  ^ — = ^—^   =   0 

IIa  — «j  «i-^'i 

Da   in    dieser  Gleichung  der  CoefPicient  von  x  das  Reciproke  und 

Enlgegengeset2le   von   dem   Coenideulen   von   x  in  der   vorhergehenden 

Gleichung  ist,   so  stehen  (nach  S.  16)   die  beiden  dadurch  ausgedrückten 

geraden  Linien  auf  einander  senkrecht,     lülan  hat  daher  diesen  Satz: 

Die  Chordale  zweier  Kreise  steht  auf  der  Centrallinie 
dieser  Kreise  senkrecht. 

Zweitens.  Wenn  xy  die  Coordinaten  irgend  eines  Punkts  der 
Chordale  zweier  Kreise  sind  und  man  bezeichnet  durch  di  die  Entremong 
dieses  Punkts  vom  Mittelpunkt  des  ersten  Kreises  und  durch  d^  die  Ent* 
femung  desselben  Punkts  vom  Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises,  so  wird 
(S.  17) 

rf,»=(x-«,)»  +  (y-6,)» 

Hierdurch  g^'ht  aber  ofTcnbar  die  Gleichung  der  Chordale  P|  —  Pj  ss  0  in 
folgende  über: 

Wenn  man  nun  (Fig.  XXIII.)  von  irgend  einem  Punkt  M(xjf)  der 
Cbordale  Tangenten  (,  und  t^  an  beide  Kreise  zieht,  so  ist  doch  natörlich 

woraus  nach  dem  eben  Bemerkten  folgt: 

d.h.  wenn  man  von  irgend  einem  Punkt  der  Chordale  zweier 
Kreise  Tangenten  an  diese  Kreise  zieht,  so  sind  die  Län- 
gen derselben  bis  zu  den  Berührungspunkten  gerechnet 
einander  gleich. 

Wegen    dieser   Eigenschaft    nennt  Steiner    die  Chordale    die    Linie 
der  gleichen  Tangenten,  oder  da  d^ — r^  die  Potenz  eines  Kreises  hcisst,* 
auch  die  Linie  der  gleichen  Potenzen. 

Erste  Anmerkung.  Da  die  gemeinschaniiche  Sekante  zweier  sich 
wirklich  schneidenden  Kreise  deren  gemeinschaftliche  Chordale  ist,  so  wer* 
den  die  von  irgend  eiuem  beliebigen  Punkt  derselben  an  beide  Kreise 
gezogenen  Tangenten  einander  gleich  sein. 
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Zweite  Anmerkung«  Wenn  man  auf  der  Ceotrailinie  zweier 
Kreise  (deren  Radien  R  und  r  sein  mögen)  in  einem  beliebigen  Punkt  G 
iFig.  XXIV.)  eine  Senkreclile  VW  crricbtet,  und  wenn  man  von  einem 
beliebigen  Punkt  //  dieser  Senkrechten  Tangenten  an  die  beiden  Kreise 
und  aucb  gerade  Linien  nacii  den  MiUelpunklen  beider  Kreise  zielit,  so 
sind  die  Differenzen  der  Quadrate  beider  bezögliclien  Linien  conslanle 
Grösseo.  Denn  da  der  Punkt  G  au(  der  Cenlrallinie  Cc  als  ein  einmal  an- 
genommener bestimmt  ist,  so  ist  aucli  das  Verliältniss  von  CGzixcG  bekannt 

und  ebenso  ist  die  Differenz  CG^ — eG^  eine  gegebene   Grösse,  die  für 
den  Augenblick  =s'  heisscn  mag.    Deshalb  wird 

HC^^CG^  +  no^  und  /77»=cG^  +  Zre* 


also:     //(7*  — 7/c'=.CC»— cC*=j* 


Ferner  ist     HT^^^UC^— R^  und  Iit^=IIc^—r^ 
milbin:  Ilf^—nJ'=^IlC^—Ilc^  —  {R^-^  r»; 
oder:    l/7^~/71*=«s«— ÄHr^ 

f.  6.  Sowie  wir  S.  27,  §.  8.  eine  gewisse  Relation  zwischen  den 
sechs  Abschnitten  der  Seiten  eines  Dreiecks  erhielten,  die  durch  Linien 
gebildet  wurden,  welche  von  den  drei  Ecken  eines  Dreiecks  unter  der  Be- 
dingung gezogen  wurden,  dass  sie  sich  in  Einem  Punkte  schn!tlon ;  ebenso 
erhalten  wir  hier  eine  analoge,  hierher  gehörige  Relation,  nhuilich: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  Perpendikel  auf  die  drei  Sei- 
ten eines  Dreiecks  fallt,  so  entstehen  auf  diesen  sechs  Segmente,  die  sich 
in  zwei  Gruppen  zu  je  drei  vertheilen  lassen,  von  der  Art,  dass  die  zu 
einerlei  Gruppe  gehörigen  keinen  gcmeinschnniichcn  Endpunkt  haben; 
und  von  diesen  gilt  der  Salz:  dass  die  Summe  der  Quadrate  der 
zu  einer  Gruppe  gehörigen  Segmente  gleich  der  Summe 
der  Quadrate  der  zur  andern  Gruppe  gehörigen  sein  muss. 

Wenn  man  (Fig.  XXV.)  irgend  einen  Punkt  M  annimmt  und  von 
ihm  die  Perpendikel  Mc,  Mb^  Ma  respeclive  auf  die  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  AB,  CA,  SC  fallt,  so  hat  man  offenbar  folgende  Relationen: 
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und  weon  man  dieses    zusammenaddirt,   nach  Aufbebun^  der  gleichen 
Tenne: 

so  wie  es  der  Satz  aussagt. 

Es  lAsst  sich  aber  dieser  Satz  auch  umkehren,  nämlich  so: 

Wenn  man  auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  drei 
solche  Punkte  nimmt,  dass  die  Summe  der  Quadrate  Ton 
drei  derartigen  Segmenten,  die  keine  gemeinschaftlichea 
Endpunkte  haben,  gleich  ist  der  Summe  der  Quadrate  der 
drei  andern  Segmente,  welche  dieselbe  Eigenschaft  be- 
sitzen: so  schneiden  sich  die  in  den  drei  Theilungspunktea 
errichteten  Perpendikel  in  Einem  Punkt. 

Der  Beweis  dieser  Umkehrung  ergiebt  sich  sehr  leicht  auf  apagogi- 
schem  Wege  aus  dem  Vorigen. 

Als  besondere  Fälle  dieses  Salzes  lassen  sich  ohne  Weiteres  folgende 
Behauptungen  aufstellen. 

I)  Wenn  man  in  den  Mittelpunkten  der  drei  Seiten  eines  Dreiecks 
Perpendikel  errichtet,  so  schneiden  sich  diese  in  Einem  Punkt  (Mittel- 
punkt des  in  das  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises). 

Denn   weil  in  diesem  Falle  Ac=:Bc,  Bas=Ca,  Cb  =  Ab  ist»  so 


folgt  ganz  von  selbst  Ac^  +  Ba^  +  Cb*-B€^+ Ca^  +  ÄbK 

2)  Wenn  man  die  drei  Wiukel  eines  Dreiecks  halbirt  und  von  dem 
Durchscimiltspunkt  dieser  Ilalbirungsliuien  auf  die  gegenüberliegenden  Sei- 
ten Perpendikel  ßllt  (Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises),  so  fin- 
det natürlich  die  angegebene  Relation  zwischen  den  Quadratsummen  der 
Segmente  statt. 

3)  Wenn  man  von  den  drei  Ecken  eines  Dreiecks  Perpendikel  auf 
die  Gegenseiten  ßllt,  so  schneiden  sich  diese  in  Einem  Punkt« 

Denn  wenn  in  der  genannten  Fig.  XXV.  die  Punkte  c,  6,  a  die 
Fttsspunkte  der  von  den  gegenüberliegenden  Ecken  gefällten  Perpendikel 
sind,  so  hat  man  vermöge  des  Pythagoräischen  Lehrsatzes: 


Ba^  =  BA^—Aa^  ;      Ca^=:CA^—Aa} 
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Wenn  man  jedes  dieser  beiden  Systeme  von  den  drei  Glei- 
cfaangen  fiir  sich  zusammenaddirt ,  so  werden  die  rechten  Seiten 
der  beiden  resultirenden  Gleichungen  identisch  gleidi,  also  hat  man: 

d.  h.  die  erforderliclie  Bedingungsgleichung,  damit  sich  die  drei  Perpendikel 

in  Einem  Punkt  schneiden. 

4)  Wenn  man  von  irgend  einem  Punkt  der  Peripherie  des  um  ein 

DreiedL  beschriebenen   Kreises  Perpendikel   auf  die  Seilen  des  Dreiedis 

mit,  so  findet  die  Im  Satz  ausgesprochene  Relation  zwischen  den  Quadrat« 

summen  der  Segmente  statt.    (Vcrgl.  S.  32.) 

Aus  dem  an  der  Spitze  dieses  §.   stehenden  Satze  Tolgt  auch  noch 

beiUufig  die  schon  oben  (S.  59)   auf  anderm  Wege  dargetbane  Bchaup- 

Uing,  dass  bei  drei  Kreisen  die  drei  Linien  der  gleichen  Potenzen  sich 
in  Einem  Punkt  schneiden.  Denn  wir  haben  S.  60  gesehn,  dass  wenn 
Flg.  XUV.  die  Entremungen  Irgend  eines  Punkts  U  der  Chordale  von  den 
Hitteipanktcii  der  beiden  Kreise  IlCsad  und  Hc^d'  sind,  so  ist 
d* — if' asJ!* — r^  Es  ist  aber  auch  G  ein  Punkt  In  der  Chordale,  also 
muss  auch  CG^  —cG^^^R'^'^r^  sein.  Denken  wir  uns  nun,  dass  in 
Fig.  XXV.  die  drei  Ecken  des  Dreiecks  ABC  die  Mittelpunkte  dreier 
Kreise,  mit  den  Radien  r,  r* ,  r",  seien,  dass  ferner  a,  b,  c  diejenigen 
Punkte  in  den  Verbindungslinien  je  zweier  Mittelpunkte  seien ,  in  welchen 
die  bezüglichen  Chordalen  auf  diesen  Linien  senkrecht  stehn,  so  ist: 

J?— B?  =  r«  — r" 
ä7»  — Ca«  =  r'»— r"» 

woraus  sich  durch  Addition  ergiebt: 

Je«  +  Äa»  +  C6*  =  Äc*  +  Ca«  +  IT« 

Dieses  ist  ja  aber  nach  unserm  Salz  die  Bedingung  dazu ,  dass  die 
drei  Perpendikel  sich  in  Einem  Punkt  schneiden. 

|.  7.  Hit  dem  Bisherigen  finJen  auch  ganz  analoge  Verhältnisse  auf 
der  Kugel  statt. 

Haben  wir  Fig.  XXVI.  auf  der  Kugeloberfläche  einen  sogenannten 
kleinen  Kreis  ibhga  und  legen  wir  durch  irgend  einen  ausserhalb  lie- 
genden Punkt  p  einen  grössten  Kugelkreis  p(m,    der  den  kleinen  in  i 
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berührt,  ausserdem  eineo  beliebig  schneidenden  grussten  Kreis  padb  und 
ebenso  einen  zweiten  schneidenden  Kreis  pgch,  der  durch  den  Blitlelpunkt 
c  des  kleinen  Kreises  geht.  Zur  Hilfe  werde  noch  c  mit  a  durch  einen 
grössten  Kngelkreis  verbunden.  Endlich  werde  auch  durch  c  und  den 
Berührungspunkt  t^ein  grusster  Kreis  gelegt,  der  natürlich  bei  t  und  bei 
d  rechte  Winkel  bildet. 

Nun  ist  aus  der  sphärischen  Trigonometrie  bekannt,  dass  wenn  V 
und  k"  die  Kalheten  und  h  die  Hypolhenuse  in  einem  sphärischen  recht- 
winkligen  Dreieck  sind,  eosh=zco8k\co8V  sein  müsse.    Daher  bat  man: 

cospc  =  cospd.coscd 

cosca  =  eosad.coscd 

cos  pc       cos  p  d 

also        — ^—  = — ^ 

cos  ca       cos  ad 

woraus  natürlich  auch  folgt: 

cosca  —  cosp  c cosad—  cospd 

cosca  +  cospc      cosad  +  co!ipd 

Andrerseils  hat  man  aber  auch 

cosp  c  =  cos  pt.cosct=i  cosp  t,  cosca 

woraus  cos  p  t  = ^--  folgt.     Nun  ist  aber  tang^  -i-  jt  =   ,— ; , 

"^         cos  ca  *  1  +  cofdr 

also  wird 

. cosp_c 

•  i     ,  cos  ca      cosca  —  cospc 

tang^-^pt= = ; ^ 

'^  ^   .  cospc      cosca  +  cospc 

cosca 

also  mit  Hilfe  der  vorhin  gefundenen  Relation: 

„  ,  cosad  —  cospd 

tang^  ^p  t  = -:—  — ^ 

•^  cosad  +  cospd 

_  2.siH\{pd  +  ad).tin'^fpd--ai) 

~~  2.coS'^(pd+  drf) .  CO« -^ (p rf— a rf)  .t 

Wir  erhallen  hier  also  den  S«itz,  dass  die  Tangente  des  halben  las* 
girenden  Dogcns  die  miltlere  Proporlionnlgrösse  ist  zwischen  der  Tangente 
des  halben  äussern  Slücks  der  Sekante  und  der  Tangente  der  faalbefl 
ganzen  Sekante« 
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Wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  Tangentenzeichen  weglässt,   so 
|l  erfa&U  man 

oder    pt^  =  pb.pa 
i  b.  den  bekannten  SaU  aus  der  elementaren  Geometrie«  bczfiglich   aur 
Tangente   und   Sekante,    die   man    von    einem    Punkt    ausserhalb    eines 
Ireises  an  diesen  Kreis  zieht. 

Wir  haben  (S.  61,  Fig.  XXIV.)  geschn,  dass,  wenn  man  auf  der 
Ceotrallinie  Cc  zweier  Kreise  eine  beliebige  Senkrechte  V  W  errichtet  und 
Ton  irgend  einem  Punkt  H  derselben  nach  den  Mittelpunkten  der  bei- 
den Kreise  gerade  Linien  zieht,  der  Unterschied  der  (Quadrate  dieser  Ent- 
iornangen 

i.  K  liieicb  einer  constanten  Grösse  wird ,   wenn  der  Punkt  G  festgehal- 

tea  wird,  während  der  Punkt  H  beliebig  auf  der  in  G  errichteten  Senk- 

recbten  gewählt  werden  kann.    Ebenso   fand  sich,  dass  diese  Constante 

gleiA  dem   Unterschied   der  Quadrate  beider  Radien,   =  A^  —  r'  war, 

I    wenn  VW  die  Chordale  beider  Kreise,   d.  h.  der  Ürt  der   gleichen  Tau- 

'     poten  war. 

I, 

Der  diesem  analoge  Satz  auf  der  Kugel  heisst: 

Wenn  man  (Fig.  XXVIl.)  die  Mittelpunkte  zweier  klei- 
nen Kugelkreise,  mit  den  Radien  R  und  r,  durch  einen 
grdssten  Kugelkreis  verbindet  und  durch  irgend  einen 
Punkt  G  dieses  letztern  einen  andern  grössten  Kugelkreis 
FIT  darauf  senkrecht  legt,  so  sind  die  in  grössten  Kugel- 
kreisen gemessenen  Entfernungen  irgend  eines  Punkts  /f 
liesselben  von  den  beiden  Mittelpunkten  der  kleinen  Krei- 
se, HC^D  und  Ec=d^  so  beschaffen,  dass  das  Verbältnisa 


c$gd 


eine  constante  Grösse  ist« 


Es  ist  nämlich  nach  der  sphärischen  Trigonometrie,   bei  einer   be- 

U>igen  Lage  des  Punkts  H: 

9 


,       cosD      cosIIT .  cosR 
also: 


cos  d      cos  II  i .  cos  r 

Nimmt  man  nun  den   senkrechten  Kreis   7 1F  als  die  sphiriadi» 

Chordale,    d.  h.  als  den   Ort  der    gleichen   Tangenten    an,    sa  wd 

cos  ET  =  cosüt  und  durch  die  letzte  Gleichung 

cosD cosK 

cos  d^  cos  r' 

Da  aber  nach  dem  Vorigen  \  = 77-  war,    so    erhalten  wir 

°      cos  d       cosGc 

zugleich  7r-  = als  Bedincungsgleichung,    dass  G  der   Chordal- 

cos  Gc       cosr  000  o» 

punkt  beider  Kreise  ist;  oder  auch,  wenn  man  sich  so  ausdrucken  will, 
als  Gleichung,  die  mit  Zuziehung  der  nothwendig  gegebenen  Distanz  bei- 
der Kreismittelpunkte,  zur  Bestimmung  des  Chordalpunkts  und  dadurch 
zur  Construktion  der  Chordale  hinreicht,  *) 
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co$D  s=  co$BG,cosGC 
cosd^ss  cosUG.cosGc 

,  cos D      cos  GC 

also:  ^= — ^r- 

cos  d       cosGc 

und  da  die  Lage  des  Punktes  G  gegen  die  beiden  Blittelpunkte  C  und  c 

als  eine  feste  angenommen  ist,  so  wird  w—  =  Constans. 

^  cosGc 

Andrerseits  hat  man  aber  auch,  wenn  man  durch  H  zwei  grösste    \ 
Kreise  HT  und  Ht  legt,  welche  die  kleinen  Kreise  berühren: 

cosD  =  cosHT.cosR 
cos d  sa  cosH t .  cosr 


i 


*)  Es  dürfte  Tielleiclit  nicht  ganz  äberflussig  sein,  noch  auf  eine  andre  RelaUoi 
zwischen  den  Entrernungan  des  CbordalpunkU  von  den  beiden  Kreisen  aarmerksam  zo  mi* 
che»,  die  «ich  sowohl  in  der  Ebene,  aU  analog  Mf  der  Kugel  herausstellt. 

Wenn  man  in  der  ebenen  Figur  XXIV.  von  dem  Chordalpunkt  G  die  beidee  Taa* 
genten  Gl  und  GK  zieht,  so  hat  man  nach  bekanntem  elementar- geomelritehfcn  Sali: 

GP  =  Gm,Gn 

und    G^=  GM.Cy. 
Da  aber  G  in  der  Cbordate  liegt  und  also  die  Ton  ihm  ans  an  dia  beiden  Kreise 
geiogeaen  Tangenten  einander  gleich  s«i^  mdssen,  so  wird 
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Auch  habea  wir  auf  der  Kugel  folgenden  mit  dem  in  der  Ebene 
ToUkommen  gleichlautenden  Satz: 

Wenn  man  drei  kleine  Kugelkreise  hat  und  man  con- 
struirt  zu  je  zweien  die  gemeinschaftliche  Chordale,  so 
schneiden  sich  die  dadurch  erhaltenen  drei  Chorda]|en  in 
Einem  Punkt. 

Wenn  man  (Fig.  XXVIL)  ausser  den  beiden  Kreisen  um  C  und  c, 
deren  Chordaie  YW  und  Chordalpunkt  G  sein  mögen,  noch  einen  drit- 
ten Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  y  und  Radius  q  hat,  so  möge  die  Chor- 
dale des  zweiten  und  dritten  Kreises,  um  c  und  y,  der  grösste  Kreis  V  W 
und  äir  Chordalpunkt  G*  sein ;  dann  wird  sich  diese  letztere  Chordale  mit 
der  vorigen  in  einem  gewissen  Punkte  P  schneiden ,  welcher  dann  natür- 
lich die  Eigeoschaft  besitzen  muss,  dass  die  von  ihm  an  alle  drei  Kreise 
gdeg^lcn  Tangenten  unter  einander  gleich  sind : 

PK=PK*-PL  =  PL'  =  PM:=^  PM* 

Legen  wir  nun  durch  diesen  Punkt  P  einen  senkrechten  Kreis  auf 
die  Centrallinie  Cy  des  dritten  und  ersten  Kreises,  so  wird  diese  in  ei- 
nem gewissen  Punkt  G"  getroffen,  dessen  Lage  sich  leicht  auf  folgende 
Weise  bestimmt: 


Gm  .  Gn  =z  GM  ,  GN 
oder    Gm  .  (Cm  +  2r)  =  GM  .  (GM  +  2Ä). 

Diese  Gleichnng  giebt  wieder  wie  oben,  mit  Zuziehung  der  nolliwendig  gegebenen 
DifUit  der  Mittelponkte  beider  Kreise,  eine  Entschiedene  Bestimmung  des  Chordalpunkts. 

Wenn  in  derselben  Figur  die  dort  gezeichneten  geraden  Linien  Bögen  grössUr 
Kogelkreise  bedeuten,  während  die  dortigen  Kreise  kleine  Kugelkrcise  bedeuten  mögen,  so 
hat  DMD  nach  dem  auf  S.  64  angegebenen  Satz 

lang*}iGI  TS  tangHGm.tang^Gn 
und    tan^)iGK:=  tangiiCM.lang)iGN, 

Da  wir  meh  hier  den  Punkt  G  als  in  der  sphirischen  Chordaie  liegend  annebiAen 
wollen,  so  dass  die  von  ihm  an  beide  Kreise  gezogenen  sphärischen  Tangenten  einander 
gleich  sind,  so  «rfaallen  wir  diese  Relation: 

itmghGm.tangHGn  =:  tangHGM.tangHGN 

oder    laHgHGm.tün$HiGm  +  2r)  =r-  tang^GM.langH{GM+2R), 
velcbe  wieder  in  Verbindung  mit  der  nothwendig  gegebeneu  Distanz  der  Mittelpunkte  bei- 
to  Kreis«  den  Cbordalpnnkl  G  bestimmen  muss. 
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C08  Py  ä:  cos  PG"  .  COM  G"  y 
cosPC^co8PG'\cosG''C 

,  cosPy      cosG'*y 

alen  *  — — — f.  —  * 

cosPC  cosG^'C 
ebenso    co8Py=  cosPM.cosq 
cosPC^^cosPK'.cosR 

,        cos  Py       cosPM.cosQ 
CO«  PC      cosPiC'.cosÄ 

....       co$G*'y      cosPM  ,co$Q 
cosG"C      cos  PK*,  cos  R 

Da  aber  nach  dem  kurz  vorhin  Bemerkten  PM  =  PK'  ist,  so  irfrd 

cos  ff"  y  _  cos  p 
cÖ8G''C  "~  coTä 

^as  aber  nach  dem  vorigen  Satz  die  Bedingung  war ,  dass  ff"  der  Cbor- 
dalpunkt  und  der  dadurch  gehende  senkrechte  Kreis  V*'W*'  der  Chordal- 
kreis der  beiden  Kreise  R  und  q  sei. 

§.  8.  In  dem  Bisherigen  haben  wir  immer,  sowohl  in  der  Ebeae 
als  aur  der  Kugel,  die  Vorstellung  fest  gehalten,  dass  zwei  Kreise  durdi 
ihre  Radien  und  durch  die  Distanz  ihrer  Mittelpunkte  gegeben  wären  und 
dass  man  für  diese  die  Chordale  bestimme.  Es  lässt  sich  derselbe  Ge* 
genstand  aber  o/Tenbar  aucli  noch  anders  auffassen,  nämlich  so,  dass  man 
sich  einen  Kreis  und  eine  gerade  Linie  als  gegeben  denkt  und  dass  man 
dazu  einen  zweiten  Kreis  sucht,  welcher  mit  dem  gegebenen  Kreis  die 
gegebene  Gerade  zur  gemeinschartlichen  Chordale  hat. 

Dass  diese  Aufgabe  im  Allgemeinen  zu  den  sogenannten  unbestimm- 
ten gehört,  d.  h.  dass  sie  unter  allen  Umständen  unendlich .  viele  Auflö- 
sungen zulassen  müsse,  lässt  sich  schon  einfach  daraus  abnehmen,  dass 
sowohl  der  Radius  des  zweiten  Kreises  aU  auch  die  Entfernung  seines 
Hittelpunkts  von  dem  des  gegebenen  Kreises,  also  zwei  Grössen  zu  be- 
stimmen sind,  während  nur  einer  Bedingung  zu  genügen  isU 

In  dem  einen  Falle  liegt  die  Auflösung  unsrer  Aufgabe  sehr  nahe. 
Wenn  nämlich  die  gegebene  Linie  eine  solche  Lage  hat,  dass  sie  den  ge- 
gebenen Kreis  schneidet ,  so  wird  sie  gemeinschaftliche  Chordale  (hier  so- 
gar gemeinschaflliche  reelle  Sehne)  für  diesen  und  alle  jene  Kreise,  wel« 
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be  durch  dieselben  ScbniUpunkte  gehn.  Hao  wird  daher  von  dem  Mittelpunkt 
es  gegebeoen  Kreises  ein  Perpendikel  auf  oder  durch  die  gegebene  Chor- 
äle ziehn  und  jeden  Punkt  darin  als  Mittelpunkt  eines  gesuchten  Kreises  an- 
ehnien  dürfen,  wenn  man  nur  zu  seinem  Radius  die  Entfernung  des  zußllig 
;ewählten  Punkts  ¥on  einem  der  ursprünglichen  Durchschniltspunkte  der  ge- 
:ebenen  Linie  mit  dem  gegebenen  Kreise  annimmt. 

Wenn  aber  zweitens  die  als  Chordale  gegebene  Linie  ausserhalb 
es  gegebenen  Kreises  angenommen  wird ,  so  gestaltet  sich  die  Sache  an- 
ers  und  führt  zu  interessanten  Untersuchungen. 

Es  sei  Fig.  XXYIIL  der  um  den  Mittelpunkt  C  mit  dem  Radius  A 
leschriebene  Kreis  und  ausserhalb  die  gerade  Linie  VW  gegeben,  welche 
3r  jenen  und  die  gesuchten  Kreise  gemeinschaflliche  Chordale  sein  soll. 

Die  Mittelpunkte  dieser  gesuchten  Kreise  müssen  nothwcndig  alle 
Mt  der  Linie  CM  liegen,  welche  man  von  C  senkrecht  auf  VW  fällt, 
b  nach  S.  60  die  Chordale  zweier  Kreise  senkrecht  auf  deren  Central- 
linie  strim  muss.  —  Nimmt  man  nun  irgend  einen  Punkt  in  dieser  Linie, 
L  B.  /  9l%  Mittelpunkt  eines  neuen  Kreises  an,  so  sei  dessen  Entfernung 
lUD  MiUelpunkt  des  festen  Kreises,  nämlich  CLsza,  während  die  Ent- 
emung  dieses  letztern  von  der  festen  Linie,  nämlich  CM^mm  sein  mag. 
ndem  wir  nun  im  Äugenblick  die  Entfernung  a  als  gegeben  annehmen, 
so  handelt  es  sich  darum,  den  Radius  r  desjenigen  Kreises  zu  finden, 
1er  um  diesen  Mittelpunkt  L  beschrieben  mit  dem  gegebenen  Kreise  R  die- 
selbe Chordale  V  W  hat. 

Nimmt  man  nun  irgend  einen  Punkt  P  in  der  Linie  FIK,  so  ist 
(nach  S.  60) ,  weil  diese  Linie  Chordale  sein  soll : 


PC^  —  R^=PL^—r^  oder  PC»-PI*=  fi^  — r*; 
ebenso  ist  aber  auch  aus  denselben  dortigen  Gründen 

PC^  —  PL^^CM^-'Cl^ 
s=m* —  (m  —  a)* 
mithin  erhält  man: 

also:    r  «V**  +  ^* — 2ma, 

Es  wird  aber  nicht  für  jede  ganz  beliebig  angenommene  Entfernung 
a  des  neuen  Mittelpunkts  von  dem  festen  in  Wirklichkeit  ein  Kreis  gehö- 
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reo,  der  mit  dem  festen  Kreise  die  gegebene  Gerade  zur  gemeinschifUi« 
chen  Chordale  bat,  sondern  dieses  wird  nur  dann  stattfindoi,  wenn  der 
soeben  gefundene  Ausdruck  des  r  durch  das  a  reell  ist,  d.  h.  nur  dann, 
wenn: 

In  dem  Grenzfall,  dass  A^  +  a'  =  2ma  ist,  wird  r  =  0,  d«  h.  der 
gesuchte  Kreis  reducirt  sieb  auf  einen  Punkt.    Da  dieses  aber  unter  zwei 

Umsländen  stattfinden  kann,  nämlich  entweder  wenn  a^m  —  ^m^ — B} 

oder  wenn  a  =  m+  ^m^—  R}  ist,  so  giebt  es  auf  jeder  Seite  yod  der 
gegebenen  geraden  Linie  einen  solchen  Punkt  in  der  Centrallinie,  dessen 
geradlinige  Entfernung  vou  irgend  einem  Punkt  in  der  gegebenen  Linie 
gleich  der  von  letzterm  an  den  gegebenen  Kreis  gezogenen  Tangente  ist 

Diese  beiden  Punkte  erhalten  ganz  zweckmässig  den  Namen  der 
Grenzpunkte,  weil  kein  Punkt  zwischen  ihnen  der  Mittelpnnkt  eines 
Kreises  werden  kann ,  der  mit  dem  gegebenen  Kreise  die  gegebene  Linie 
zur  gemeinsamen  Cliordale  hat,  da  der  Ausdruck  des  zugehörigen  Radios 

r  =  yj R^  +  a^  — ma,  unter  der  Annahme,  dass  a  seiner  Grösse  nack 

zwischen m — ^Im^  —  Ä*  und  m  +  ylm^  —  Ä*  liegt,  imaginär  wird,  wäh- 
rend ausserhalb  von  diesen  Grenzen  jeder  beliebige  Punkt  der  Centrallinie 
der  Mittelpunkt  eines  solchen  Kreises  werden  kann,  wie  derselbe  Aus- 
druck des  Radius  r  es  angiebl. 

Die  absolute   Grösse   der  Entfernung    dieser  Grenzpunkte  von  der 

Chordale  ist  =  ^m*  —  R\  Auf  jeder  Seite  der  Chordale  giebt  es  einen 
dieser  Punkte,  wir  bezeichnen  sie  (Fig.  XXIX.)  durch  L  und  L\  Zu  je- 
dem Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  äussern  Seite  des  einen  dieser 
Punkte  liegt,  gehören  auf  der  äussern  Seite  des  andern  Punl^ts  eine  un- 
endliche Anzahl  von  Mittelpunkten  solcher  Kreise,  welclie  mit  dem  ersten 
Kreise  dieselbe  feste  Linie  zur  gemeinschaftlichen  Chordale  haben.  Da 
aber  der  erste  Kreis  auch  ein  willkürlich  gewühlter  ist,  so  wird  er  natAr« 
lieh  in  unendlich  vielfacher  Weise  gewählt  werden  können,  während 'für 
jeden  einzelnen  dasselbe  Genannte  stattfindet. 

Dadurch  erhalten  wir  ein  System  von  Kreisen,  das  aus  zwei  Grup- 
pen (rechts  und  links  von  der  Chordale)  von  der  Beschaffenheit  besteht, 
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tes  jeder  Kreis  der  einen  Gruppe  mit  jedem  Kreis  der  indem  Gruppe 
diesdbe  feste  Linie  sar  gemeinschafllichen  Chordale  hat 

Diesem  Systeme  von  Kreisen  entspricht  ein  anderes,  dessen  Mittel- 
punkte alle  in  der  vorigen  Chordale  liegen  und  welches  die  £igens€haft 
haty  dass  jeder  Kreis  des  einen  Systems  jeden  Kreis  des  an- 
dern rechtivinklig  schneidet,  d.h.  im  Schneidungspunkt  stehn  die 
Tangenten  beider  Kreise  auf  einander  senkrecht,  oder  der  Radius  des  ei- 
neu  Kreises  ist  Tangente  des  andern.  Denn  es  seien  (Fig.  XXiX.)  C  und 
e  swei  Kreise  des  ersten  Systems  und  VW  ihre  Chordale,  so  werden  die 
Ton  einem  beliebigen  Punkt  P  gezogenen  Tangenten  PT  und  Pt  einander 
gleich  und  beschreibt  man  mit  PT  als  Radius  einen  Kreis  um  P,  so  wird 
disser  die  beiden  Kreise  C  und  c  rechtwinklig  schneiden.  Dieses  findet 
aber  nicht  allein  bei  diesen  beiden,  sondern  bei  allen  Kreisen  statt,  die  zu  dem- 
selben ersten  System  gehören«  da  ja  für  alle  diese  die  von  P,  als  einem  Punkt 
der  gemeinschafllichen  Chordale,  gezogenen  Tangenten  gleidi  PT  sein  mOs- 
sen.  Da  der  Punkt  P  willkührlich  auf  der  Chordale  gewählt  werden  kann, 
so  giebl  es  unendlich  viele  solcher  Kreise  oder  ehi  ganzes  zweites  Sy- 
stem von  Kreisen,  welche  alle  die  sämmüichen  Kreise  des  ersten  Systems 
rechtwinklig  schneiden.  Alle  Kreise  des  zweiten  Systems  haben  Cc  die 
Kttelpunktslinie  des  ersten  Systems  zur  gemeinschafllichen  Sekante,  denn 
lie  schneiden  sich  alle  in  den  beiden  Punkten  L  und  Z^  welche  zugleich 
die  Grenzpunkte  des  ersten  Systems  sind. 

Es  ist  nämlich  PL=PT,  denn: 

pr»="pc«— Ä^ 


und  PZ»  =  P^*+Afi^=-PC^— CAf^+Afi» 
För  die  Grenzpunkte  haben  wir  aber  gefunden :  a » in  +  V»»*— *'» 


also 


Pi'  =  PC*— w^  +  {fii^— Ä^) 


r=r  PC»  — Ä» 

Daher  wird  Pf^  =r  PP  oder  PT^PL, 

Es  ist  wohl  ieieht  ersichtlich,  dass  von  den  beiden  hier  genanntea 
Systemen  das  eine  stets  eine  reelle  gemeinschaftliche  Sekante  hat,  wäh- 
rend das  andere  eine  ideale  bat. 
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Wenn  man  die  Sehnen  beachtet,  welche  ein  Kreis  des  einen  Sy- 
stems in  denen  des  andern  Systems  abschneidet,  so  geben  alle  Sehnen 
durch  einen  Punlit,  der  in  der  Mittelpunktslinie  des  ersten  Systems  liegL 
P»  P\  P'...  sollen  die  einzelnen  Kreise  des  zweiten  Systems  bedeuten 
und  C  den  aus  dem  ersten  System. 

Es  schneidet  sich  der  Kreis  P  mit  dem  Kreis  C  und  beide  haben 
eine  gewisse  gemeinschadliche  Sehne  TS;  ferner  schneidet  sich  der  Kreis 
P'  mit  dem  Kreise  C  und  beide  haben  eine  gewisse  gemeinschaftliche 
Sehne  TS*;  drittens  schneiden  sich  die  beiden  Kreise  P  und  P*  und 
diese  beiden  haben  nach  dem  kurz  zuvor  Erwähnten  die  gemeinschaftli- 
che Sehne  LL'. 

Da  aber  die  gemeinschaftliche  Sehne  zweier  Kreise  deren  Chordalen 
sind,  so  werden  sich  (nach  S.  59)  7*5,  T'S'  und  LL'  in  Einem  Punkt 
schneiden.  Da  dasselbe  Raisonnement  für  alle  Kreise  P^  F"  n.  s.  w. 
gilt,  so  hat  man  ofTenbar  folgenden  Salz:  Es  gehn  alle  Sehnen,  die 
durch  die  verschiedenen  Kreise  P  bei  ihrem  Durchschnitt  mit  dem  Kreise 
€  gebildet  werden,  durch  einen  und  denselben  Punkt  0  in  der  Linie  IL', 
—  Dieser  Satz  spricht  sich  aber  allgemeiner  in  Tolgender  Weise  aus; 

Wenn  man  von  den  verschiedenen  Punkten  einer  ge- 
radenLinie,  die  zwar  in  derselben  Ebene,  aber  ausserhalb 
eines  Kreises  liegt,  Tangenten  an  diesen  Kreis  zieht  und 
wenn  man  stets  die  Berührungspunkte  der  zusammengehö- 
rigen Tangenten  durch  Sehnen  verbindet,  so  schneiden 
sich  alle  diese  Sehnen  in  Einem  Punkte  einer  solchen  ge- 
raden Linie,  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  geht 
und  senkrecht  auf  jener  Linie  steht,  von  welcher  aus  die 
Tangenten  gezogen  wurden. 

Auch  lässt  sich  dieser  Satz  umkehren: 

Wenn  man  durch  einen  Punkt  eines  Durchmessers  im 
Kreise  Sehnen  zieht  und  durch  die  Endpunkte  dieser  Seh- 
nen Tangenten  legt,  so  liegen  alle  ilie  Durchschniltspuak- 
^e  je  iweier  dieser  Tangenten  in  einer  geraden  Linie,  wel- 
che auch  senkrecht  steht  auf  der  Verlängerung  dea  erst- 
genannten Durchmessers« 
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Die  liier  genannten  Sehnen,  welche  sich  in  einem  Punkt  schneiden, 
nennt  man  c0rde$  de  eontact,  Beruhriingssehnen  und  der  Punkt, 
in  welchem  sie  sich  schneiden,  Imsslpöle  in  Bezug  aur  die  Linie,  in 
welcher  die  Durchschnittspunkte  je  zweier  zusammengehöriger  Tangenten 
liegen,  welche  selbst  wieder  den  Namen  der  polatre  hat. 

§.  0.  Wenn  man  wieder  zwei  Kreise  (Fig.  XXX.)  C  und  C  hat, 
deren  Chordale  YW  ist  und  man  zieht  von  irgend  etilem  Punkt  dieser 
letitern  die  fier  Tangenten  Of,  0T\  OS,  OS'  an  die  Kreise,  so  wer- 
den diese  natürlich  unter  einander  gleich  sein  und  ein  Kreis  durch 
TS  PS*  wird  die  beiden  Kreise  C  und  C  rechtwinklig  schneiden. 

Wenn  man  nun  die  nach  diesen  vier  Punkten  gezogenen  Radien 
ferlSngerl,  bis  sich  CT  und  CS  in  P  und  CT'  und  C  S'  in  P  schnei- 
toi,  so  Ut  <OTP  «■  <OSP,  weil  jeder  ein  Recliter 

<:OTS  ==  <OST,  weil  AOTS  gleichschenklig  ist,  mithin 

wird  mdi  <:PTS  =  <P5r  sein; 

also  ist  jiidi  A  PTS  gleichschenklig ,  d.  h.  PT  =  PS.  Man  kann  aUo 
riaen  Kreis  P  beschreiben ,  der  die  beiden  Kreise  C  und  C  in  den  Punk- 
ten T  und  S  berührt.  Ebenso  wird  man  einen  Kreis  F  beschreiben  kön- 
Ben,  der  die  ersten  beiden  Kreise  in  T'  und  S*  berührt. 

Denkt  man  sich   ferner  von  T  nach  S  und  von  T  nach  S'  gerade 
linien  gezogen,  so  ist 

<OSC'  =^  <OrP,  weil  jeder  ein  Rechter, 

<OSr  =  <OT'S,  weil  A  05  r  gleichschenklig  ist,  mithin 

wird  auch      <  CSr=  PTS; 

also  wird  auch  das  auf  der  Grundlinie  T'S  stehende  Dreieck,  welches  da- ' 
darch  entsteht,  dass  man  SC*  über  C*  hinaus  und  T'P  über  P'  hinaus 
bis  zum  gegenseitigen  Durchschnitt  verlängert,  ein  gleichschenkliges  sein 
ODd  man  kann  um  diesen  Durchscbnittspunkt  als  Mittelpunkt  einen  Kreis 
M'N*  beschreiben,  der  die  beiden  ursprünglichen  Kreise  C  und  C*  in  den 
Punkten  T'  und  5  berührt.  —  Ebenso  kann  man  andrerseits  einen  Kreis 
MN  beschreiben,  der  die  beiden  Kreise  C  und  C  in  den  Punkten  7 und 
S'  berulirt;  so  dass  sich  nun  also  ergiebt: 

Zwei    Kreise  C  und   C    können    in    den    vier  Punkten 
r,  5,  r,  S\  in  welchen  sie  von  einem  Kreise  0  rechtwink- 

10 
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Hg  geschnitten  werden,  Yon  vier  Kreisen  80  berQhrl  wer- 
den,  dass  immer  jeder  Kreis  beide  gegebene  zu  gleicher 
Zeit  berührt.  *). 


*)  An  die  Untersuchung  über  die  gemeinschaftliche  Ghordale  ton  Krei« 
sen  schliesst  sich  ein  interessantes  Theorem  aus  der  Integralrechnung»  wel- 
cheiy  wenn  es  auch  nicht  gerade  nolhwendig  hierher  gehört,  doch  gewiss  sei* 
ner  innern  Wichtigkeit  wegen  verdient  mit  einigen  Worten  hier  durchgef&hrt 
zu  werden.  Es  bildet  den  Fundamental -Satz  in  der  Theorie  der  ellipUschea 
Funktionen,  welche  trotz  ihres  hohem  Ursprungs  sich  doch  mit  der  Zeit  in 
die  nothwendigsten ,  sogenannten  elementaren  Rechnungsarten  einreihen  wird. 
Um  so  mehr  muss  man  sich  bemOhen,  dieselbe  Sache  von  den  verschieden- 
sten Gesichtspunkten  aus  zu  betraciiten. 

Wenn  man  (Fig.  XXXI.)  zwei  Kreise  C  und  c  hat,  von  denen  der  eine 
den  andern  uinachliesst ,  so  sei  VW  deren  Ckordale.  Der  Badius  des  grvs* 
gern  Kreises  sei  A ,  der  des  kleinern  r ;  die  Distanz  der  beiden  Mittelpunkte 
Cc  sei  =  a,  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  des  grossem  Kreises  C  von 
der  Chordale  F  W,  also  CD  sei  =:  d :  dann  ist  nach  der  Vorstellung  von  der 
Chordale,  als  Ort  der  gleichen  Tangenten: 


also:   i 


2a 


Wir  nehmen  nun  in  der  Peripherie  des  grossem  Kreises  irgend  einen 
beliebigen  Punkt  A,  ziehen  von  diesem  eine  Tangente  ATA'  an  den  kleinem 
Kreis  und  nennen  den  Winkel  ACP  oder  den  Bogen  PA=^2(p;  dann  wird: 

da  aber  Ic*  =  J6*+ Cc^— 2  JC.C7. cos iCc 

*  =Jl*  +  a«  +  2Äa.co«2y, 

so  wird:  IP  =  Ä»— r^+o^-f  2fiacoÄ2y, 

oder  mit  Zuziehung  des  vorhin  gefundenen  Wcrthes  von  d: 

rp=  2o.|(f  +  Äcos29)| 

Da  hier  offenbar  der  Ausdruck  d'^Rcos2(p  stets  derselbe  bleibt,  so 
lange  q>  nicht  geändert  wird,  so  ergicbt  sich:  wenn  man  von  einem  fe- 
sten Punkt  A  in  der  Peripherie  des  grossen  Kreises  Tangen- 
ten an  alle  kleinen  Kreise  legt,  welche  mit  dem  grossen  die- 
selbe Chordale  VW  haben,  so  verhalten  sich  die  Quadrate 
dieser  Tangenten,  von  Abis  zum  Berahrungspiinkt  gereckneti, 
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Eine  Eigenscbaft  zweier  Kreise,   die  sich  rechtwinklig   schneiden, 
möge  hier  noch  beiläofig  mit  angerührt  werden:  nämlich  diese,  dass  die 


wie  die  Entfernungen  a  der  Mittelpunkte  e  der  kleinen  Kreis  e 
TOm  festen  Mittelpunkt  C  des  grossen  Kreises. 

Und  umgekehrt:  wenn  man  von  den  verschiedenen  Punkten 
der  Peripherie  des  grossen  Kreises  C  Tangenten  an  einen 
kleinen  Kreis  c  legt,  so  sind  die  Verhältnisse  dieser  Tangen- 
ten nnabhlngig  von  der  Lage  des  kleinen  Kreises  oder  unab* 
hingig  von  a. 

Die  Tangente  AT  trifft  bei  ihrer  Verlängerung  die   Peripberie  des  gros- 
sen Kreises   noch  lum   zweiten  Mal  in   dem  Punkt  A*.    Den  dadurch  entste- 
henden Winkel  A'CP  oder  den  Bogen  PAA'  nennen  wir  2i^.     Wenn  der 
Winkel  q>  wächst,  so  wächst  ip  ehenfalls  und  man  darf  daher  olfenbar  xff  als 
eine  Funktion  von  g>  betrachten.     Um  die  Natur  diesor  Funktion  zu  erkennen, 
nehoieB  wir   einen   Punkt  A^  unendlich   nahe  an  A  und  ziehen  von  Ag    auch 
eine  Tangente  an  den  kleinen  Kreis,  so  dass  wir  zwei  unendlich  nahe  Tan* 
genlen  erhalten.     Dann  wird  AAi^=i2dq>  und  A'A\^2dxlJ  ^"^  ^^  ^^^ 
diese  Proportionen: 

2.dg>:AT=sinATAg  :  sinAAiT 
2dip  :  A'T=sinA'TA\  :  sinA'A^'T 
Nun   ist  aber  der  Winkel  AAiT,  weil   er  auf  dem  Bogen  A^APAi 
steht,  das  Supplement  von  dem  Winkel  A'Ai'T,  der  auf  dem  Bogen  Ai' A' A^ 
itelit»  also  wird   Sfniili  T  ^  stni'ii'T;    femer  sind   ATAi  und  iTii^' 
als  Scheitelwinkel  einander  gleich,  also  haben  sie  auch    gleiche  Sinusse:   da- 
her folgt  aus  den  beiden  Proportionen: 

d(p  __  dip 

Jr""  Jt 

Es  ist  aber  nach  dem  Vorigen 

AT  =  yj2a  (d  +  Rcos2g>) 

und  iTs*  yl2a(d+Rcos2i}j) 
mithin  erhalten  wir: 

djp dip 

V2a(d-f-Acos2r/>) ""  yj2a{d'+Rcos  2ip) 

OD 

oder  wenn  wir  -^ ^  =  Jlr^  setzen,  wobei  k  immer  ein   achter  Bruch   sein 

Ä  +  a 

mass,  da  d^R: 

d(f  _  rfi// 

Vr^t^"^^  ""  TT—  k^  strnfji 
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Durchmesser   des   einen  Kreises  von  der  Peripherie  des  andern  Kreises 
stets  harmonisch  getheilt  werden.  —  Denn  wenn  in  Fig.  XXXIL  die  bei- 


Die  Integraüon  dieser  DilTcrcntialglcichuDg  kann  man  mit  Leichtigkeit 
erhalten,  indem  sich  durch  einraclie  trigonometrische  Betrachtungen  eine  Re- 
lation zwischen  q>  und  xp  herausstellt. 

Zunächst  ntohch  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden 

A'  r«  V2  ä{i+Rcoi%xp) 
AA*  =  2R$in^j^ACA*  =  2R'Sin{ip  -  (p) 

mithm :   V2a(rf+ficos2y)  +  yl2a(d-\-Rcos2\p)  =  2 Ä $in (ip—q>). 

Dieses  ist  nun  allerdings  eine  Relation  zwischen  den  Winkeln  ^  und  tp, 
aber  keineswegs '  in  der  einrachsten  Gestalt. 

Wenn  man  die  ohige  DilTercntialgleichung  integrirt  und  die  Integrale  voo 
Null  anfangt^  so  möge  fi  derjenige  Werth  sein,  den  der  Winkel  tp  annimmli 
wenn  tp^zQ  ist,  so  dass,  wenn  man  vom  Anfangspunkt  P  eine  Tangente 
PF  an  den  kleinen  Kreis  zieht,  der  Bogen  PAF  =  2fi  ist.  Bezeichnet  maa 
nun  noch  das  Integral 


Ol 

durch  F{g)),  so  wird  die  Integralgleichung 

F(ip)  =  F(q>)+F(fi) 
Um  die  endliche  Relation  zwischen  diesen  drei  Winkeln  tp,  g>,  fi  lu 
erhalten,  ßile  man  von  C  ein  Perpendikel  Ct/auf  die  Tangente  AA*  und  ein 
zweites  Perpendikel  CV  auf  den  Radius  c7,  ehenso  auch  die  beiden  Perpen- 
dikel CS  und  CS  auf  die  Taugente  PF,  dann  wird  <  PCA  =  29, 
<i>cs  =  <PC5=:/t,  <ACU^\fj—(p,  <PCU  =  <PcTr=xiß  +  q>, 
also: 

AT:=AU  +  UT=AU  +  CV 

=  R  sin  (xp  —  q>)  +  asin(ip  +  tp) 
z=:(R'\'a)  sinxpcostp  —  (Ä — a)  cosipsing> 
A'T  =  A'U-UT=AU—CV 

=  Rsin(xp  —  q>)'-asin{xp  +  <p) 
=  (Ä  —  a)  sin  ipcostp  —  iR+a)  cosxpsin  q> 
Es  war  aber  früher: 

i4r=r  ^2a(,d  +  Rcos2<p) 

=  Vc*  +  a)2  — r* .  Vi  —  *^«'>*  9^ 
ebenso  A'  r= V(Ä  +  a)*— r» . Vi  —  **  «Mi/;* 
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den  Kreise  sich  rechlwinklig  schneiden ,  so  stehen  et  and  gi  auf  einan- 
der senkrecht,  also  ist,  da  et  Tangente  ist»  ee.ed^et'^ssea**    Da  aber 


oder,  da  Ps^Pe.sinPei,  d.  h.  ^{R -f  a/* — r*««  (Ä  +  a)  sififi  ist,  und 

wenn  man  ^l — 1'5111  9'  durch  /\q>  und^l — k'^sinip^    durch    A  ip  be- 
icicboel : 

ÄTss(R  +  a)8iniii  Ag> 
A'T—(R  +  ä)smfiA\lJ 

lodern  man  diese  Wertbc  mit  den  vorigen  vergleicht,  erhält  man,  nach 
Dimion  durch  R  +  a:  :i 

9intpco$q> —  ^         C08\psmg>  =  sinfiAq> 

R       a 

^         .  sinipcosq)  —  cosiffsinq>  =  $in^/^xp 

KuB  ist  (R  —  a)^={R  +  a)'^—iRa  oder  da 

2H    _        JRa       ^  _  *Ra         ^    , 
Ä  +  d  ~  (Ä  +  0)^—1'^  "^  (Ä  +a,Vw/£*  " 
also  4Ma=:{R+a;*k^8infi\ 

(Ä  — a)^=  (Ä  +a/(l  — i'sin//^) 
d.  h,      K  — a«=(Ä  +  a)Aiu. 
Bierdarch  gehen  die  obigen  Relationen  in  folgende  über: 

sinipcos  q>  —  cosxpsin  q>  Aft  =  8in  jti  A  q> 
sintpcos  (p  A  /t  —  cosipsin  q>  ■■  st«/«  A 1// 

Obgleich  man  hieraus  gewiss  sinxff,  cosip  und  Axp  durch  die  Funk- 
lioBen  von  q>  und  jtc  ausdrücken  könnte,  so  gelangt  man  doch  durch  folgende 
l«iiierkung  auf  leichterem  und  eleganterem  Wege  dazu. 

Es  ist  einerseits  es  =^  cP.cosPcs,  d.  h    r  =z  (R '^- a)  cos fi. 

Andrerseite  ist  aber  auch  es  =x  eT=VT—Vc=:U  C-^Vc,  d.  h. 

r^Rcos(xp  —  y)  +  aco8(ip  +  q)) 
=  (Ä  +  a)  CO8  \lJC08(f  +  (R  -  a)8in  xjjsin  q> 

Wenn  man  diese  beiden  Werthe  von  r  einander  gleich   setzt  und  dabei 

buchtet,   dass  wir  vorhin  ^-- —   •»  A/i  erhielten,  so  wird: 

co8ipcos q>  4  8tnipsiH q)  A/Ä  =  cosfi 
Aas  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  beiden  obigen: 

8intpco8q)—co8Xp$inq>Afi^  8infiAg> 
8in\peo8(p  Afi — cos  ipsinfp  =  sin^t  Axp 
erkilt  man  ohne  Hübe  ■ 
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ab  in  c  halbirt  wird,  so  folgt  hieraus  nach  S.  35  die  harmonische  Thei- 
lang  der  Linie  afr  in  den  Punkten  c  und  d. 


.    .       siniiicosg>A(p  +  sing>cosfiAjt 
^  1  —  k^  sin  fi^  sin  y* 

__  cos  ficosq>  —  sin  /i  sin  q)AfiAq> 

.      Afi/\q> — k^ sin ^ sing) cos fi cos (p 

^  1  —  k^  sin  /£*  sin  5p* 

Jede  dieser  drei  Gleichungen  ist  das  endliche  Integral  der  obigea  Diffe- 
rentialgleichung  -r-^  =  -r-i-'  und  zwar  das  vollständige,   da  noch  eine  Con- 

Atp      Aq> 

slante  /i  darin  enthalten  ist.      Diese  Constante  fi  richtet  sich   oflTeubar  nack 
der  Lage  des  kleinen  Kreises. 

Für  den  speciellen  VVerth  2r=:.0  wird  xlJ  =  (p'\'fi  und  die  erhalleoea 
Relationen  gehn  in  die  bekannten  goniometrischcn  Formeln  Über: 

sin  (5p  +  fi)  =  sinfi  cos  q>  +  cosfi  sin  q> 
cos  ( 9)  +  //)  =  cos  fi  cos  gp  —  si  n  /i  sin  (p 

So  wie  nun  diese  die  Fundamental  •Formeln  in  der  Trigonometrie  siad, 
so  sind  es  ebenfalls  die  vorigen  drei  Glcichangen  in  der  Theorie  der  ellipti* 
sehen  Funktionen.  Denn  sie  bilden  das  sogenannte  Additions  -  Theorem  der 
vorher  durch  F  bezeichneten  Transcendeulen ;  5ie  geben  die  endliche  Relation 
an,  welche  zwischen  den  drei  Grossen  \p^  (f^  /(,  die  man  Ätnplitudines 
nennt,  stattBndcn  muss,  damit  die  eine  Transcendenle  F{tp)  gleich  sei  der 
Summe  der  ähnlich  gestalteten,  aber  auf  zwei  andere  Amplituden,  g>  und  fu 
bezQglichen  Transcendenten  F(q))  und  F(f.t). 

Wenn  man  also  zwei  Ampliludeu  A  und  A^  hat,  so  kann  man  nach 
den  genannten  Gleichungen  eine  Ampliludo  xp  finden,  von  der  Beschaffenheit, 
dass 

F(ip)^Fa)  +  FiA^) 
Rimmt  man  noch  eine  Amplitude  A2  an  und  sucht  ein  solches  ip* ,  dass 

F{ip^)^F{tp)+F(A2) 
wird;    sucht    dann  bei  weiterer  Annahme  eines  neuen  A^   wieder  ein  solches 
t//",  dass 

u.  s.  w. ;    dann   wird   man   durch   allmShliges  Zusammenfflgen  ein  solches  A^ 
berechnen  können,  dass 

Fun)  =  F(A)  +F(Ai)  +  F(i,)  + +F(i_,) 
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§.  II.    Wenn  ein  Krtis  konstruirl  werden  soll,  der  drei  gegebene 
berührt»  so  kann  man  diese  Aufgabe  immer  aurdie  zorflckrahren ,  einen 


Wenn  man  alle  Ä,  Ag^  ij»****'^*— l  ^°^^^  einander  gleich  setzt,  so 
erhält  man 

FU,)  =  n.f(4) 
welches  die  Multiplikation  der  Traoscendenten  liefert. 

Man  kann  auch  Termöge  der  ohigen  geometrischen  Anschauung  einen 
solchen  Bogen  An  construiren,  entweder  so  dass  er  der  Addition  oder  so  dass 
er  der  Multiplikation  genfigt« 

Zu  dem  Zwecke  wollen  wir  (s.  d.  vor.  Fig.  XXXT.)  von  einem  solchen 
kleinen  Kreise,  wie  der  dortige  um  c,  sagen,  dass  er  zu  dem  Bogen  2ie 
gehör ly  in  sofern  nämlich,  als  die  von  P,  dem  Endpunkt  des  gcmeinschafl* 
liehen  Durchmessers,  an  diesen  kleinen  Kreis  gezogene  Tangente,  von  dem 
grossem  Kreis  einen  Bogen  PAP=z2fi  abschneidet. 

Einen  solchen  zu  einem  gegebenen  Bogen  gehörenden  Kreis   kann   man 

sehr  lekhi  mit  ililfe  der  Chordale  konslruiren.     Es  sei  nämlich  (Kig.  XXXUl.) 

ein  LeiielMger  grosser  Kreis  um  C  mit  dem  Radius  Jl  gegeben,  so    konstruirt 

man  zuerst  die  Ghordalc  TIV,  d.  h.  auf  irgend  einem  Durchmesser  PCD  in 

einer  solchen  Fntfernung  vom  Mittelpunkt   eine   senkrechte   Linie»   dass   diese 

(O  \  9  ff 

p=«l  »wird,  weil  (nach  S.  75) j^— ^=il:*war. 

Mao  macht  alsdann  den  Bogen  PGP'  =  2^1^  verlängert  die  Sehne  PP 

bis  lani  Durdisdmitt  F  mit  der  Linie   YW,  zieht  darauf  von  F  die  Tangente 

F6  an  den  Kreis  C  und  beschreibt  mit  FG  um  F  als  Mittelpunkt  einen  Kreis- 

Ugea  GKL.      In  dem   Punkte   JC,    wo    dieser  Kreisbogen    die    Sehne   PP* 

schneidet,  errichtttt  man  auf  PP'  ein  Perpendikel  Kc  bis  zum  Durchschnitt  c 

mit  dem  orsprOnglich  angenommenen  Durchmesser  PCD*     Beschreibt  man  ali- 

dioa  mit  dem  Radius  cA  um  c  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  so  gehört  dieser 

mm  Winkel  oder  Bogen  2/1.  —  Der  Beweis  ffir  die  Richtijikeit  ergiebt  sich 

wohl  ohne  Weiteres  aus  dem  Gange  der  Coustruktion.  — 

Bezeichnen  wir  nun  (Fig.  XXXI V\)  die  von  P  aus  immer  in  derselben 
Weise  gezählten  Bögen  PA,  PAA^,  PAA^A^j  PAAiA^A^,  u.  s.  w.  ganz 
einfach  nur  durch  ihre  Buchstaben  A,  A^,  A^,  A^y  u.  s.  w.,  denken  uns 
ferner  fOr  die  Bögen  a,  a^ ,  a^,  aj....,  nach  der  vorhin  dctaillirten  Angabe 
'ie  zugehörigen  Kreise  konstruirt,  so  dass  die  Sehne  PA  die  Tangente 
M  den  zum  Bogen  a  gehörigen  Kreis«  also  der  Bogen  PA  selbst  =.  a  ist; 
liebt  man  darauf  Yom  Itekte  A  eine  Tangente  AA^  an  den  ;i weiten,  zum  Bo< 
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Kreis  zu  konsfruiren,  der  zwei  Kreise  berührt  nnd  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht.    Denn  wenn  drei  Kreise  um  die  Hittelpunkte  c^c^c^  mit  Aen 


gen  «1  gehörigen  Kreis,  so  begrenzt  dieser  zweite  Endpnnkt  Ai  einen  solchea 
Bogen,  dass 

F{At)  =  F(a)+F(tti). 
Zieht  man  nun  weiter  vom  Punkte  ^|  eine  Tangente  Ag  A^,  an  den  dirii- 
teni  zum  Bogen  a^  gehörigen  Kreis»  m   begrenzt  dieser  neue  Endpunkt  i| 
einen  solchen  Bogen»  dass 

also 

FU,)=:f(a)  +  f(a4)+F(aO 

FSlirt  man  in  dieser  Weise  fort,  von  dem   zuletzt  erhaltenen  Endpoakt 
eines  jeden  erhaltenen  Bogens  an  den  zum  nächstfolgenden  a  gehörigen  Kreii 
eine  Tangente  zu  ziehn,  so  erhSll  mau  offenbar  im  Allgemeinen: 
F{An)  =  F(a)  +  F(ai)  +  F(a^)  +  ,...  +  F(an) 

Bei  der  Natur  dieser  Construction  ist  es  natürlich  einleuchtend»  dass  $% 
vollkommen  gleichgöltig  bleibt,  in  welcher  Reihenfolge  man  die  Tangenten  an 
die  verschiedenen  Kreise  zieht,  wenn  man  nur  alle  gegebene  Kreise  berflbrt 
Denn  es  kann  ja  bei  der  Addition  keinen  Unterschied  machen,  in  welcher  Bei« 
henfolge  die  einzelnen  Terme  zusammengefügt  werden,  ob  man  sagt: 
F(ap)  +  F(ag)  +  F(ar)  oder  F{ar)+F(ap) +F{aq)  oder  ob  msm  irgend 
eine  andre  Composition  wAhlt. 

Wenn  von  den  Elementen  a  mehre  unter  einander  gleich  sind,  so  wird 
derselbe  Kreis  ebenso  oftmals  berührt  werden  müssen.  Wenn  alle  Elementi 
a  einander  gleich  sind,  so  hat  man  nur  einen  einzigen«  zu  diesem  Bogen  a 
gehörigen ,  Kreis  zu  konstruiren  und  an  dicseu  n  mal  hintereinander  Tangenten 
zu  ziehn»  wodurch  ein  solcher  Bogen  An  erhalten  wird,  dass 

F(An)=^n.F(a). 

Wenn  in  diesem  letzten  Fall  (Fig.  XXXV.)  der  Endpunkt  A^  der  letzten 
Tangente  in  den  Anfangspunkt  A  fällt,  wobei  natürlich  die  ganze  Peripherie 
mehrmals  durchlaufen  sein  kann,  so  dass  der  Bogen  An  irgend  ein  Vielfaches 
von  2 TT  ist,  80  erhält  man  ein  Vieleck  von  n Seiten,  welches  gleichzeitig  ei- 
nem Kreise  eingeschrieben  und   einem  andern  Kreise  umgeschrieben  ist. 

Hierbei  lässt  sich  aber  auch  folgender  Satz  folgern: 

Wenn  man  zwei  Kreise  hat,  von  denen  der  eine  den  an* 
dern  umschliesst  nnd  wenn  man  von  einem  Punkt  des  grös- 
sern Kreises  ausgehend,  durch  aufeinanderfolgendes  Tangen* 
tenziehn  an  den  kleinern  Kreis  ein  ii«Eck  beschreiben  kann» 
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ladieo  r^  rtr^  gegeben  liod  und  man  sucht  einen  Kreis  mit  dem  Radial 
fv  fvdcher  die  gegebenen  von  anasen  berflhit,   so  kann  man  dafür  auch 


welches  sich  schliesst,  so  wird  man  auch  stets  ein  sich 
schliesseode«  ii*Eck  erhallen,  wenn  man  von  irgend  einem 
beliebigen  andern  Pnnkt  des  grössern  Kreises  anfingt  die 
Tangenten  za  ziehn. 

Wenn  man  nimlich  in  der  genannten  Fig.  XXXV.,  wo  P  der  Endpunkt 
des  gemeinschalüichen  Durchmessen  beider  Kreise  sein  soll,  Ton  einem  ge- 
wissen Punkt  Ä  aus  die  aufeinanderfolgenden  Tangenten  ÄA^,  Ä^A^,  Ä^Ai, 
u.  s.  w.  zieht,  so  möge  der  Endpunkt  der  nten  Tangente  (in  beistehender 
figar,  der  14ten)  wieder  in  den  Ausgangspunkt  A  IreiTen.  Nennen  wir  nun 
den  Bogen»  zu  welchem  der  kleine  Kreis  gehört i  a  und  den  Bogen  Yoa  P 
bis  A  einlach  A^  so  bt 

F(i,)  =  F{A)  +  nF{a)  oder  hiir  f  (i,^) «■  F{A)  + 14. J(a) 
Da  neb  die  Figur  aber  schliessen  soll,  so  ist  Af^^A'\r2mn^  also 

F(i  +  2jn7r)=F(i)  +  n.F(a) 

ffm  besitzt  aber  die  elliptische  Funktion  F(sp)  ^    /  ^    — 

.^        Vl-ft'itny» 

ikt  merfcwOrdige  Eigenschaft,  dass  sie  um  die  Grösse  2n  periodisch  ist.  Ent« 

«ideln  wir  nämlich  F{(p)  =    /  "^      ^^  ==    f (iLk^sinw^)^^ .iw 

.J     yli—k'sinip^    ^J 

ia  eine  Reihe  nach  den  Cosinussen  der  Vielfachen  von  ff,  so  erbalten  wir 
F(q>)mm  j      |il-|-i|COf  29)  +  ^iC0s49  +  il|C0s69)  +  ,..|.  d^ 

worin  die  CocfBcienten  A  unendliche  Reihen  sind. 

n 
Setzt  man  hierin  9)  r=  — ,  so  wird  F(ip)  das  bestimmte  Integral 


n 


Z    ===>   welches    einen   bestimmten  konstanten  Werlh   hat, 

te  durch  F(2fr)=:JE^  bezeichnet  werden  mag.      Da  aber  in  genannter  Eni* 
Wickelung  alle  Glieder,  mit  Ausnahme  des  ersten,   die  Sinusse  der  geraden 

fielfadien  von  9  enthalten  sind»  so  werden  siel&r  y  es  -^verschwinden,  so  dass 

nan  erhalt 

11 
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sagen,  man  sucht  einen  Kreis  mit  dem  Radius  i — fg,  der  durch  den 
Punkt  €t  gebt  und  iwei  um  die  Mittelpunkte  C|  und  c^  mit  dea  Bidi« 
Ti  —  fi  und  Tj  —  fi  beschriebene  Kreise  berührt. 

Wenn  von  den  gegebenen  Kreisen  der  eine  oder  der  andere  inner- 
halb des  gesuchten  berührenden  liegen  soll,  so  kann  man  davon  sehr  leicht 
dadurch  Rechnung  tragen,  dass  man  einzelne  Radien  negatif  setxl.  IN^i 
einzelnen  Fälle,  deren  es  o/Tenbar  acht  gieht»  hier  aufzuzählen,  dAiflv 
wohl  flberflQssig  sein,  da  es  kein  Interesse  und  keinen  Nutten  gewähren 
könnte. 

Umgekehrt  lassen  sich  aber  auch  die  Radien  so  ändern,  duas  der 
gesuchte  berflhrende  Ib'ei)  sich  auf  Null  redudrt,  d.  h.  dass  die  drei  go> 
luderten  Kreise  sich  in  Einem  Punkt  schneiden.  Ein  solcher  Ponkt  aber, 
in  welchem  sich  drei  Kreise  schneiden,  ist  der,  worin  die  Chordaleii  sich 


K  =  Ä.-rr-  oder  Ä «  — 
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Aendert  msn  in  derselben  Eutwickelung  q>  nn  ein  Vielfaches  Ton  ift,  selsl 
man  also  g>  +  2m7t  in  die  Stelle  von  ^,  so  wird 

F(q>  +  2mfi[)^  Äg>  +  2tnA7t  +  '^AiSin2q>  +  -l-Ä^sini^  + .... 

=  4mÄ'  +  F(50) 
FOr  9  =  0  und  mssl  wird  4Ji:=F(2;r),  mithin 

F(gi  +  2m7ip)^m.F{i7g)  +  F(<p) 
FOr  unser  Polygon  halten  wir  nun  als  Bedingung   dafikr«    dass 'es   sich 
schliessen  soll,  gefunden: 

FU  +  2  in  TT)  =  F(i)  +  n  f  (a) 
Diese  Gleichung  wird  nach  dem  eben  Erhaltenen  jetzt  Qbergehn  in 

F(A)  +  AmK=:F(Ä)  +  nF(a) 
oder  4mir  =  nF(a)  oder  mF(2n)^nF{a). 

Dieses  ist  die  einzige  Bedingung,  damit  der  Endpunkt  der  letzten  Tan* 
gente  wieder  in  den  Anfang  der  ersten  fäilL  Da  sie  aber,  wie  man  sieht, 
ganz  unabhängig  von  dem  Werth  des  Ä  ist,  d.  h.  unabhängig  von  der  Entfer- 
nung des  Ausgangspunkts  der  ersten  Tangente  vom  Endpunkt  P  des  gemein- 
schafllichen  Durchmessers  beider  Kreise,  so  wird  es  auch  YoUkommen  gleich* 
gOltig  sein»  von  welchem  Punkt  man  die  Tangenten  zu  ziehn  anfingt«  denn 
man  mOsste  dafOr  nur  die  Bedingung  haben  nF(a)^mF(27J[)  und  diese  ist 
ja  erfMlt,  da  hei  einem  bestimmten  Anfang  angenommen  wurde»  dass  sich 
das  Polygon  schliesse. 


Deiden.  —    Man  kann  stets  die  gerade  Linie  finden»  in  welcher  die« 
Punkt  liegt. 
Es  seien  die  Gleichongen  der  drei  Kreise : 

(»— a,)«+(y-.J,)»«-r,* 
(«-a,)M(y— »,)*  =  r,» 
idert  Bian  min  die  Radien  um  o,  so  wird 

(*  — «i)*+(y— *i)*— n*— 2ria— o»  =  0  oder  Ä=zO 
(a?— a^»  +  (y-6j)»— r,*  — 2r,a  — a*=0     -     B=0 
U— «i)*  +  (y  — *a)'— ^i*  — 2r,a— a»  =  0      -     C^O 
Die  Gleiehung  der  Chordale  zweier  Kreise  erhält  man  ja  bdianntlich» 
n  maa  die  Gleichungen  derselben  einander  gleich  setzt      Für  den 
ikl  also»  in  welchem  sich  die  drei  Chordalen  schneiden,  werden  alle 
i  Gkicbungen  einander  gleich  werden.  Multiplicirt  man  daher  die  erste 
icbug  mit  M,   die  zweite  mit  n»   die  dritte  mit  p,  wobei  man  noch 
»Q  Be&igung  feststellt,    dasi  ot  +  ii  +  ;  =  0  ist,    so   wird  offenbar 
i  +MB  +  pC=^0  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  sein ,  in  welcher 
gesuchte  Punkt  liegt. 
Ihcbt  man  nun : 

f  =  n  —  rt 
erhält  man  eine  Gleichung,  in  welcher  x*  und  y^  und  auch  sogar  a' 

I  a  ganz  fehlen,  nämlich: 

— 2x.| Ol (r2  — r,)  +  Oj (r^—r^)  +  a»  (r|  —r^)  j 
-2y.[*,(r,— r,)  +  6,(r,-r,)  +  6,  (r,-r,)| 

+  («!*+ V  +  r«^  •  (n  — ^)  =  0 
Dieses  ist  nun  offenbar  die  Gleichung  derjenigen  geraden  Linie,  in 

Idier  die  Chordalpunkte  aller  solcher  drei  Kreise  liegen,  die  man  durch 

schiedene  Wertbe  des  a  erhalten  kann,  weil  das  a  ganz  aus  der  Rech- 

ig  beraoflgegangen  ist.    Hat  man  daher  für  zwei  gauz  beliebige  Werthe 

I  a  die  Ghordalpunkte  konstruirt,  so  kennt  man  offenbar  diese  Linie. 
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Dritte  Torle^nny. 

S.  1.    Nachdem  bb  jetzt  die  Gleichuog  des  ersten  Grades  und  die 
des  zweiten,  unter  gewissen  spedellen  Bedingungen,  ihre  geometrische  Be«.  j 


deutung  erhalten  haben,  wird  es  natürlich  auch  nothwendig,  die 
trische  Erklärung  einer  Gleichung  des  zweiten  Grades  in  ihrer  Tollständi- 
gen  Allgemeinheit  zu  geben. 

Es  hat  die  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen,  die  io  einem 
durch  die  Natur  der  Aufgabe  bedingten  gegenseitigen  Verhältnist '  stehn, 
natürlich  zunächst  die  Bedeutung,  dass  su  jedem  Werlh  der  einen  Coer- 
dinate  ein  bestimmter  Werth  der  andern  Coordinate  gehurt  Hier  jedoch 
ändert  sich  die  Sache  in  sofern,  als  zu  jedem  einzelnen  Werth  der  einen 
Variabein  nothwendig  zwei  verschiedene  Werthe  der  zweiten  Variabeb  ge- 
hören müssen,  da  wir  zur  Bestimmung  der  einen  Coordinate  durdi  dilk 
andre  eine  q  u  a  d  r  a  t i  s  c  h  e  Gleichung  erhalten. 

Die  allgemeinste  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  wni 
einander  abhängigen  Veränderlichen  enthält  natürlich  zünädist  die  Quadrate 
dieser  Variabein,  sodann  einen  Term  mit  deren  Product  und  dann  aosser 
den  Termen  mit  ihren  ersten  Potenzen  noch  ein  von  den  beiden  Goordi-. 
naten  vollkommen  unabhängiges  Glied,  muss  also  nothwendig  folgende 
Form  haben: 

ay*  +  2bxy  +  cx^  +  2dy  +  2eo6  +  fszO 

Indem  wir  hier  zunächst  den  Coefficicnten  a  als  einen  wirkUchen, 
endlichen  Werth,  also  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  annehmen,  so  er- 
halten wir  durch  einfache  Auflösung  dieser,  ab  quadratisch  betraditeten, 
Gleichung   ' 

„  =  _!£±i+  i,/(6»— oc)a?*+2(6(l— ae)a?  +  (rf«— «/) 
a      "^   a  y 

Um  die  Linien  kennen  zu  lernen,  welche  diese  Gleidhung  bedeuten 
könnte,  muss  man  vor  allen  Dingen  die  speciellen  Fälle  markiren  oder 
die  besondem  Bedingungen  hervortieben,  unter  denen  diese  Gleichong 
entweder  einen  Widerspruch  in  sich  enthält,  also  gar  keine  geometrische 
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edeatang  hat,  oder  sich  auf  die  Gleichuiig  einer  geraden  Linie  redacirt, 
Iso  nicht  den  Gegenstand  zu  einer  neuen  Untersuchung  bietet, 

ZUilen  wir  diese  einzelnen  Fälle  geradezu  ab«  so  ergiebt  sich: 

1)  Die  obige  Gleichung  liefert  einen  imaginftren  Werth  fflr  die  Or- 
iiHite  jfy  wenn: 

^  a)  i»— «€=0,  *rf— ae  =  0,  ^  —  af<Q 

ß)  6*  — ac<0,  (hd—aey-'(b^  —  ac)(d*—af)<9 
Wenn  man  nJmlich  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  in  zwei 
aktaren  zerlegt,  so  wird  sie 

|(»»— ae)»  +  (6rf— ae)—  V(6i  — ae)^  — (6*— ac)(rf*— a/)|. 

ht^-ae)x+(bd—ae)+  V(6rf  — ««)*— (6'- «c)(d*— a/)| 

"*  6*—  ae 

Findet  aber  die  genannte  Bedingung  statt,  dass 
>d — «•)*  — (6*— ac)((J*— a/3<0,  so  werden  beide  Faktoren  imagi- 
Ar,  und  da  es  aus  der  Theorie  der  Gleichungeu  bekannt  ist,  dass  irgend 
in  loidnick,  hier  ein  quadratischer  (6*— ac)a?*+2(6<i — ae)x+(^d^ — af)^ 
er  nor  imaginfire  Faktoren  enthält,  für  keinen  reellen  Werth  von  x  durch 
inen  Zeichenwechsel  gehen  kann,  so  wird  man  das  Vorzeichen  des  Aus- 
ncks  mm  einem  speciellen  Falle  bestimmen  können.  Nun  ist6'— ac<0 
ifenoinmen»  es  wird  also  die  Summe  für  ein  unendlich  grosses  o;,  da 
ia  sieh  dann  auf  das  erste  Glied  reducirt»  negativ  und  muss  daher  für 
eden  beliebigen  auch  endlichen  Werth  Ton  x  negativ  werden.  Deshalb 
iird  y  unter  der  gemachten  Voraussetzung  stets  imaginär. 

2)  Die  obige  Gleichung  des  zweiten  Grades  drückt  einen  reellen 
Punkt  ans  9  wenn 

6«— ac<0  und  (ftd  — ae)* -(6*  — ac)(d»— a/)=  0 
wo  ans  der  zweiten  Bedingung  auch  sogleich  folgt,   dass  d'— a/auob 
<  0  sein  muss ,  weil  der  negatire  Faktor  (b^  —  a  e)  nothwendig  einen 
iweiten  negativen  Faktor  erfordert,  um  ein  positives  Produkt  geben  zu 
kdonen»    Es  wird  aber  dann : 

_       tjp  +  if-     1  |<t^— ac)a?+(6rf~ae)j 

^  ""         «    -a  V*^=:«c 

M  sidi  wegen  der  zweiten  Bedingungsgleichung  auch  so  schreiben  liaet: 
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Dieser  Ausdruck    wird   offenbar   fOr  jeden   reellen  Werth   Yon  x  ima- 
ginlr,  mit  Ausnahme  des  einen:  »  » —  y  li~ — ^ — l%      — 

woraus  sich  y  =    .^ —  ergiebt  und  also  einen  eiDielnen  reellen  Punkt 

bedeutet  t 

3)  Die  obige  Gleichung  drückt  gerade  Linien  aus: 
a)  wenn  6* — ae=0,  6rf— ae=:0,  i^—af^O  ist,  so  wird  die 
gegebene  Gleichung: 

ay  +  bx  +  i  =  (i 
d.  h.  die  Gleichung  einer  einsigen  Geraden. 

ß)  wenn  i^—acmO^  Jd  — aes=0,  d^ — a/'>0   ist,  so  reducirt 
sich  die  quadratische  Gleichung  auf  diese  beiden 


l,'^--^x^^d-^i*--»f\ 


und 


9^-^x-j\d  +  ^d'-af 


welches   offenbar  die  Gleichungen   von  zwei    einander  parallelen 
Geraden  sind. 

y)  wenn  b^—ae>0,  (id— ae)*— (6*— öc)  (d*— a/)— 0  isl^ 
wo  wieder  ähnlich  wie  oben  unter  Nr.  2  folgt  >  dass  auch  cP — «/>> 
sein  muss ,  dann  reducirt  sich  die  quadratische  Gfddiung  auf  folgende 
beide  Tom  ersten  Urade: 

—  t+ylb'—ac  d  —  ^d^—af 

^  a  Ä 

«d 

welches  natürlich  die  Gleichungen  zweier  geradem  Linien  sind* 

Als  gani  speciellen  hieriier  gehörigen  Fall  könnte  man  noch  anneh- 
men 6^ — ac>0,  hd — «ex=0,  d'  —  «A=^  0*  d^iu^  werden  die  Glei- 
chungen 
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—  b  +  Jb^—ae          i 
ir=: -^ .X 

—  »— V**  — «c          d 
ir  = .X 


^  a  a 

Anmerk.  Die  gaoxe  bisher  durchgerührte  Untersuchung  hat  na- 
t  nur  dann  Cflitigkeit,  wenn  a  nicht  =0  ist.  Findet  aber  dieses 
ind  ift 

1)  dabei  e  nicht  ==0,  so  muss  man  die  Gleichung  in  Bezug  auf 
toen,  wobei  man  erliült: 

««=_  ll±l±LYb^y^  +  2{be-ed)y+(€^^tf) 

2)  ist  ausser  a^Q  auch  noch  c=0,  so  wird  die  Gleichung 

f 


e  r^2e 


y»=— T 


61     .     d 

fBr  jeden  reellen  Werlh  von  x  erhält  man  einen  reellen  Werth  Ton 
r  in  dem  einen  Fall,  dasa~-  =  ^  ist,  wird  die  Gleichung 

(*+7)(*+y)  =  « 

I  twei  gerade  Linien  bedeutet,  die  mit  den  Axen  parallel  geh«. 


Nach  Aufzählung  der  besondern  Fälle,  in  denen  die  Gleichung  des 
n  Grades  die  genannten  Einzelnheiten  bedeutet,  bleiben  folgende  drei 
abtheilungen  übrig«  die  am  wesentlichsten  sind  und  deshalb  natür- 
ndi  weitläufiger  untersucht  werden  müssen. 

Erstens.     Wenn   die  Bedingungen:  b^ — ac»0»  bd — aa^O, 

< 

af=0  erlOllt  werden,   so  erhält  man  eine  ins  Unendliche  gehende 

> 

I,  die  aber  entweder  nur  nach  der  positiven  oder  nur  luieli  der  110? 

n  Seite  der  X-Axe  gerichtet  ist   Parabel» 


y'=*rz 


und  xf  =s 


ac  6*  —  ac 

durch  deren  Eiiuetzung  die  allgemeine  quadratische  Gleichung  folgende 
Form  erblh: 

«7»  +  26fjj+eS»+l>-«0 
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Zweitens.    Wenn  man  hat: 

6*— ac<0,  (6d— ae)»— (6*— cc)(i*— a/)>0, 
80  bedeutet  die  Gleichung  eine  nicht  ins  Unendliche  gehende  Gurre.  E 1 1  i  pss. 

Drittens,  bt  endlich  h^  —  ac^O>  so  hat  man  eine  nach  beides 
Seiten  hin,  sowohl  nach  der  positiven  als  nach  der  negaliTen  Seite  der 
X-Axe  ins  Unendliche  sich  erstreckende  Gurre.    Hyperbel«  ( 

Um  diese  soeben  genannten  drei  Goiren  tiih&r  kennen  zu  Ierai4,  ' 
muss  man  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  auf  eine  mur 
fächere  und  leiditer  verständliche  Form  bringen.  Das  zwedunissigste 
Mittel,  um  zum  leichtem  Verständniss  der  Natur  einer  diirdi  eine  Glei- 
chung gegebenen  Curve  zu  gelangen,  besteht  in  der  sogenannten  Coor^ 
natenverlegung ,  d«  h.  man  sacht  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
und  die  Richtung  derselben  so  zu  wählen,  dass  die  Form  der  GleidiaDg 
so  einhch  wie  möglich  und  fflr  die  geometrische  Deutung  am  übersicht- 
lichsten wird. 

Verlegen  wir  zu  dem  Ende  zunächst  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten, setzen  also  in  der  allgemeinen  Gleichung  f]  +  y*  tür  y  and  $+^ 
für  X,  indem  wir  uns  vorbehalten,  über  die  Werthe  von  y'  und  xc'  sozo 
disponiren,  wie  es  am  zweckmässigsten  erscheint,  so  wird  die  Gleidmng: 

afi^  +  2bSfj  +  cP+2(ay'+bx*  +  d)fj+2iby'+ciKi'+e)§ 

Hier  haben  wir  nun  die  Wahl  zwischen  zwei  Bestimmungen:  ent- 
weder können  wir  dem  y*  und  x'  solche  Werthe  beilegen,  dass  die  bei*' 
den  Coefficienten  der  ersten  Potenzen  der  Coordinaten  ij  und  §  ver- 
schwinden, oder  solche  Werthe,  dass  einer  derselben  und  das  Ton  den 
Coordinaten  ganz  unabhängige  Glied  gleich  Null  werden.  Nehmen  wir 
sonächst  das  erst  Genannte  und  setzen  also: 

ay'+bx'  +  d=:0 
und    6y'+ca?'+e  =  0 
•0  erhält  man  durch  einfache  Auflösung  dieser  Gleiehnngen  die  Werthe : 

cd — be      ,     ,       ae  —  bd 


cw 


in 


a\  b^  —  ac  I 

Diese  Transformation  wird  offeiÜKir  immer  möglich  sein,  d.  h.  die  ge- 
nten  Werthe  Yon  y  und  x*  werden  endliche  sein,  wenn  nicht  6^ — ac  =  0 
Dieser  Fall  soll  Torlittflg  ausgeschlossen  sein,  da  er  hernach  eine  ab- 
mderte  Untersuchung  erfordert. 

Um  nun  unter  dieser  Voraussetzung,  h'^—ac^  0  und  nicht  =  0, 

Glddiang  weiter  zu  vereinfachen,  ändern  wir,  nachdem  der  Anfangs- 
kt  der  Coordinaten  verlegt  ist,  jetzt  die  Richtung  derselben,  indem 
a  den  frühern  Coordinaten -Winkel,  ß  den  Winkel  der  neuen  XAxe 
1  y  den  Winkel  der  neuen  FAxe  mit  der  HAxe  nennen,  dann  haben 
r  n  setzen : 

ixna  sxna 

iinß  siny 

17=        -—■        .X+       -r-^        y 

pdardi  gdit  die  vorige  Gleidiung  in  folgende  über: 

y*.|asiny*  +  265fiiy.«m(a  — y)  +  c5iV(of — y)  | 

\x]/.\a9inß.siny  +  b{sinß.8in[a  —  y]  +  8inY*sin[a—ß]) 

+  csin{a-'ß).$inCa^y)  | 

e*.}attn/?*  +  265iw/y.sin(a  — /?)  +  C8in'^{a  —  ß)  \ 
Pstiia'=sO    .    .    4 ff 

Da  wir  nun  freie  Disposition  über  die  beiden  Grössen  ß  und  y  ha* 
D,  so  können  wir  ß  so  bestimmen,   dass  der  CoelBcient  von  xy  ver- 
bwindet, also  dass 
^inß.iinyi^birinß.sinla—  Y]  +  siny.sin  [a — /?J ) 

+  C4tn(a— /J).«tn(a  — y)  =  0, 
»raas  man  erbUh 

itnß ^^  c5in(or — y)  +  b  sin  y 

8in(a — ß)'^  •    bsin{q—y)+a9iny ^ 

12 

■ 


90 


und  hieraus 


Da  man  aucli  noch  über  y  frei   Terfügen  kann,   so  setze  man  den 

neuen  Coordinalenwinkel  y — /}=90^,  also  y=9Ö^+/J,  so  erhält  niao 

zur  Bestimmung  von  ß  entweder: 

A/>  2siHa(h — ceo$a) 

tang2ß= jr-r 1 s- 

a — 2bco8  a+ccos2a 

oder: 

^^     *      «ma(6 — cco«a)  ^'^  " 

War  auch  noch  der  vorige  Coordinalenwinkel  a=:90®,  so  wird 

oder: 

lanj/?*—  ^5^^.  ronjfj»— 1=0 

Die  Gleichung  O  giebt  für  ß  offenbar  zwei  Werthe ,  entweder  fl 
oder  180^+/?,  beide  geben  aber  dieselbe  Lage  der  XAxe  und  heben  da- 
durch wieder  die  Ooppeldeutigkeit  auf.    Ebenso  giebt  auch  die  Gl^dMUfg 

äy  als  quadratische,  zwei  Werthe  ß^  und  ßt*f  cla  aber  da«  letzte  Glied 
s  —  1  und  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  bekannt  ist, 
dass  das  letzte  Glied  einer  Gleichung  das  Produkt  ihrer  Wurzeln  bedeutet, 
so  musa 

tangßi .  tangß^  =  —  1 
oder :  lang  ß^^—  cotg  ß^  =  tang  (90® + ß^ ) 

sein»  was  auch  in  sofern  keine  Doppeldeütigkeit  giebt,  als  es  nur  im  ei- 
nen Fall,  dem  andern  gegenüber,  eine  Vertauschung  der  Coordinaten- 
Axen  andeutet. 

Setzen  wir  nun  in  der  Gleichung  ^  den  Coefßcienten  von  y^: 

asfny^+26iiny,«in(a — y)-hc«tt^(a— y)«sif 
dann  wird  der  Coeflicient  von  x^ : 

a  sin  ß'^  +  2b  sin  ß .  sin  {a—ß)  +  c  sin^  (a—ß) 

sin^(a—p)  mn(a — ß)       \         ^       r/ 
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oder  vermöge  der  GleiGhung  3) 

_  —{b^—ac).\a9tny^+2hsiny.8in(a — y)  +  c  sin^  («— y)  ] .  «i  n*  («—/?) 

lastny  +  bsin{a — y)J^ 

|astiiy  +  ittfi(o — y)|* 

Da  in  diesem  Werfh  ton  N  der  letzte  Faktor  des  Zahlers  und  der 
gmze  Nenner  Quadrate,  also  stets  positiv,  sind^  so  wird  N  dasselbe  Vor- 
leidien  mit  M  haben,  wenn  6'  —  ac<^0  und  das  entgegengesetzte  Zei- 
chen, wenn  6^ — ac>>0  isL 

Die  Gleichung  «^  wird: 

lal  nun  erstens  6' — ac>>0,  so  dass  also  M  und  iV  entgegenge- 
setzte Vorzdcben  haben ,  so  darf  man  setzen 

Pstna^        ,   „,       ,        Psina"^      —  ,, 
^—==±B^  und jy— =•  +  ^ 

wodurch  die  vorige  Gleichung  wird: 

entweder:  ^- p  =  l  oder  p— Ja^l 

welches  offenbar  zwei  vollkommen  gleiche  Formen  sind,  die  sich  nur 
dordi  die  Lage  der  Curve  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  -  Axen  von  ein- 
ander unterscheiden.  Die  hierdurch  dargestellte  Cuive  heisst  dielly- 
perbel. 

\  Hat  man  zweitens  die  Bedingung  6^ — ac<0,   dann  wird  die 

\    Udchnng  ^ 


\ 

\ 


oder: 


M.y^        (b^—ac)Mü^.x^_ 


P.st'na^  Psina 

Hierin  ist  aber  jeder  der  beiden  Coefücienten ,  sowohl  der  von  jf^ 
>ls  der  von  x^,  eine  positive  Grösse;  denn  setzen  wir  für  Jf  und  P  ihre 
'Berthe,  so  wird 


—  9a  — 


^  I  a  51»  y  +  6  im  (a—  y)p  —  (6'  —  a  t)  «tn*  (a—y) 

=—(6  -ac).  (6d  — ae)*— <«»— ac)Cd*— a/) 

Da  der  Zähler  wegen  der  hier  im  Augeablick  gellenden  Bedingung, 
(' — ac^O,  augenscheinlich  positiv  ist  und  der  Nenner  wegen  der  S.  88 
Zweitens)  noth wendigen  Voraussetxung  ebenralls  positiv  ist,  so  wird  der 

M  M 

CoelBcientTonv^  nämlich — ^   ' . — %  positiv,  mithin  ^i — : — äneffaliv,wel« 

cbes  mit  dem  ebenfalls  negativen  Faktor  6' — ac  einen  positiven  Coeffi- 
tienten  von  jc^  liefert.  Setzen  wir  daher,  wie  es  nach  der  eben  gemach- 
ten Bemerkung  erlaubt  ist: 

P.sin  a*       «.       ,        P.fina*  .^ 
u — =  ^    und  —7:7 ruTTT  =  ^ 

60  nimmt  die  obige  Gleichung  folgende  Form  an: 

—  4-  — —  1 

Dieses  ist  die  Gleichung  der  Ellipse. 

Bei  den  bisher  durchgeführten  beiden  Entwickelungen  war  ansdrflik- 
licb  vorausgesetzt,  dass  b'^-^ac  von  Null  verschieden  wäre.  Denn  wenn 
(2—  ac  =  0  ist,  so  dürfen  wir  in  der  obigen  (S.  88)  durch  Verlegung 
des  Anfangspunkts  der  Coordinaten  erhaltenen  Gleichung 

ar]^+2brj^+^  +  2(as*  +  bs'  +  d).r]  +  2{h}^'+cx'  +  e).S 

nicht  beide  Glieder  mit  den  ersten  Potenzen  von  tj  und  ^  verschwinden 
lassen,  weil  dann  die  dadurch  erhaltenen  Ausdrücke  für  y'  und  ^r',  d.  h. 
f&r  die  Coordinaten  des  neuen  Anfangspunkts  der*  Coordinaten  uneodlidi 
würden.  Man  darf  in  diesem  Fall  diese  Grössen  g'  und  x*  nur  so  be- 
stimmen, dass  nur  Einer  der  CoefGcienten  der  ersten  Potenz,  entweder 
der  von  rj  oder  der  von  |  verschwindet  und  ausserdem  das  ganz  constanto 
Glied.  —  Setzt  man  also  z.  B.  ausser  dem  constanten  Gliede  nodi  den 
CoefQcienten  von  rj  gleich  Null,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  g' 
und  X*  diese  beiden  Bedingungsgieichungen : 

ay'»  +  2fry'j?'  +  ca?'*  +  2rfy'  +  2ea?'  +  ^=0, 
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denen  sich  mit  HiniuziehaDg  dor  hier  giltigen  Bediogungsgleichung 
(* — acssO  ergiebt: 

2(a«— 6d)  ^  2«(a«— 6d) 

Der  noch  in  der  Redinung  zurAckbelialtene  CoefGcient  von  $,  o&m« 
lidi  2(fty'  +  ca;'-fe),  >vird  durch  Einführung  der  eben  genannten  Werthe 

Ä— ^^ ^,    wodurch  die  allgemeine  Gleichung    des  zweiten  Grades 

diese  Gestalt  annimmt: 

a 

Die  Form  dieser  Gleichung  wörde  dieselbe  geworden  sein,   wenn 
man  statt  Torhin  den  Coefficienten  von  tj  gleich  Null  zu  selsen ,  d  e  n  von 
I  0ridi  Null  gesetzt  kälte ;  es  würden  nur  die  beiden  Coordinaten  r^  und 
l  unter  einander  vertauscht  sein. 

Um  nun  aber  die  erhaltene  Gleichung  der  Curve  noch  mehr  zu  ver- 

einiSicben,  benutzen  wir  das  zweite  Hilfsmittel  der  Coordinaten  -  Verlegung, 

indem  wir  die  Richtung  der  Aien  ändern  und  also  nach  S.  6  setzen: 

$inß        ,   iiny 
'      8tna  sm  a   ^ 

^      sinia  —  ß)       ,  Jfn(a — y) 

stna  stna        ^ 

wo   (wie  auf  S.  89)  a  den   frohem  Coordinatenwinkel   des   ^ij  Systems, 

ß  den  Winkel  zwischen  der  neuen  XAxe  und  der  frühern  £Axe  und  y 

ien  Winkel  zwischen  der  neuen  FAxe  und  derselben  frühem  £'Aie  be- 

X     deuten. 

i  Hierdurch  wird  die  Gleichung  folgende: 

;  y^.|a«i»y^  +  26»my.sin  (a— y)  +c»m*(a  —  y)| 

^ii     ^-ixy, \a8inß .  iiny  +  b  {sinß.  8in[a—y]  +  siny .  sin[a  —  ß] ) 

+  csin(a  —  ß).  $in{cc  —  y)j 

ix^]a8inß^  +  2biiHß.8in{a—ß)  +c«m*  («  —  /?)( 

Tjf. —    itna,8tn{a-y)+x. -^8tHa.8tn{a—ß)^0 


—  M  — 

Da  man  nun  über  zwei  Grössen,  über  die  Winkel  ß  und  }^,  gans 
frei  verfügen  kann,  so  entsteht  die  Frage,  wie  man  dieses  Ibut.  Dass 
man  zunächst  nicht  die  beiden  Coefllcienten  der  ersten  Potenzen  von  y 
und  X  verschwinden  lassen  kann,  ergiebt  sich  aus  der  einfachen  Betradi- 
tung,  dass  dieses,  da  at — bd  niemals  (S.  87  Erstens)  gleich  Null 
werden  darf,  nicht  anders  geschehn  könnte,  als  wenn  gleichzeitig  ß^a 
und  auch  /=sa  würde,  was  offenbar  in  keiner  Weise  zu  irgend  welchem 
Resultat  führen  könnte ,  da  dieses  ja  bedeuten  würde,  dass  der  neue  Coor- 
dinatenwinkel  gleich  Null  sei ,  was  natürlich  gar  keinen  Sinn  haU  Setzen 
wir  daher  den  Coeflicienten  nur  einer  der  ersten  Potenzen  der  Coordi- 
naten,  z.  B.  den  von  y  und  ausserdem  den  Coeffidenten  des  Produkts 
xy  der  Null  gleich,  so  erhalten  wir,  da  bereits  bemerkt  worden i  dass 
at'-hd  niemals  sO  sein  darf,  diese  beiden  Bedingungsgleichungen: 

$in(a — yjaO 
asinß,$iny'\rh{8inß.$in[a — y]  +  5iny.«n[a — ß]) 

+  c«tn  (et  — ß) .  $in  (a  —  y)  =  0. 

Die  erste  Gleichung  giebt  natüi*lich  y  =  a  und  dadurch  folgt  aus  der 

zweiten : 

sinja  —  ß)      a_ 

sinß  h 

b  sin  a 


oder  tangß=: 


bcosa  —  a 
Hierdurch  wird  der  Coefßcient  von  x^: 

a  (sinß^  +  26  «in  ß .  sin  {a —ß)  +  c  «m»  (a  —  ß) 

:^siußK\a  +  2b.'J!t^^ 

'^    (  stnß  stnp* 

Da  aber  6^ssac  ist,  so  verschwindet  dieser  Coeffident  von  x^  un- 
mittelbar durch  die  beiden  vorhin  angegebenen  Bedingungen  und  es  redu« 
cirt  sidi  unsre  quadratische  Gleichung  auf  folgende: 

y^.jasmy*  +  2bsiny»sin  (a  —  y)  +  csin*(a  —  y)  { 

2(ae  — ftd)    .         .   , 
+  x  .—^ stna,8tn{a—ß)=0 

oder  nach  Einsetzung  der  vorhin  genannten  Werthe  von  y  und  ß: 
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,  _  2(a<— 6d)     sinß 
a6  stna 

oder  y'= — —  ^  ^       .« 

h.     y^ss+px 

un  man  unter  p  irgend  eioe  Constante  oder,  wie    man    sieb  auszu- 

Icken  pflegt,  einen  Parameter  der  Curve  versteht. 

Diese  durch  die  eben  genannte  Gleichung  ausgedrückte  Curve  fahrt 
n  Namen  der  Parabel. 

An  merk.  Bei  der  letzten  hier  durchgegangenen  Cüito,  bei  der 
nhely  haben  wir  bei  der  Transformation  der  Coordinaten  den  neuen 
ordinatenwinkel  / — ß  vollkommen  wilikührlich  gelassen;  bei  der  Fest- 
illung  der  Normalform  der  Gleichungen  der  beiden  andern  Curven,  der 
fperbel  und  der  Ellipse,  haben  wir  zwar  (S.  90)  geradezu  die  Bedingung 
—  ß"B90*  aufgestellt,  so  dass  die  dortigen  Resultate,  streng  genommen, 
m'  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  gelten ;  wenn  man  aber  die 
iKTtige  Gleichung  O  ,  welche  die  noch  vollständig  allgemeine ,  von  jeder 
^benbedingung  unabhängige  Beziehung  zwischen  ß  und  y  enthält,  be- 
iditet,  so  lässt  sich  leicht  daraus  erkennen,  dass  dieselben  Folgerun* 
n,  welche  dort  der  grössern  Bequemlichkeit  im  Rechnen  wegen  unter 
r  Specialisirung  /-^/9=90®  gefunden  sind,  auch  ebenso  allgemein, 
;nn  auch  mit  einiger  Weitläufigkeit-,  sich  ergeben  müssen. 

§.  3.  Es  giebt  auch  hier,  ebenso  wie  beim  Kreise  (s.  S.  48)  ge- 
isse  Fundamental -Aufgaben,  bei  deren  Auflösung  man  auf  Carven  der 
Veiten  Ordnung  kommt  und  welche  zugleich  deren  vorzüglichste  Eigen- 
liaften  enthalten.  Welche  der  drei  Cuncn  man  in  jedem  Fall  erhält, 
rkennt  man  aus  den  oben  (s.  S.  87 — SS)  angegebenen  unlerscheidenden 
(erkmalen. 

Diese  Aufgaben  sind  folgende: 

1)  Es  ist  eine  gerade  Linie  von  bestimmter  Länge  gegeben ,  es  so!- 
^  Aber  derselben  Dreiecke  von  der  Beschaffenheit  beschrieben  werden, 
bts  die  Summe  der  beiden  andern  Seiten  eine  constante  Grösse  ist. 

AnfL  Wenn  man  die  gegebene  Grundlinie  der  Dreiecke  =2 d  setzt« 
die  gegebene  Summe  der  beiden  andern  Seiten  =2a;  wenn  man  ferner 
"«  gegebene  Grundlinie  sor  XAxe  und  ihren  Mittelpunkt  zum  Anfangs« 
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punkt  der  Coordinaten  nimmt,  so  seien  bei  irgend  einer  Lage  des  Dreiedu 
y  und  X  die  Coordinaten  des  Scheitels  desselben,  dann  werden  die  Seiten 

selbst  offenbar  ss  Vy*+(^+*)*  und  ^'^  +  (d—x)\  also  hat  man  nach 
der  in  der  Aufgabe  gestellten  Bedingung: 

yly^  +  (d+xy  +  y[p'+(d^x)^=^2a 
Bringt  man   hier   eine  der  beiden  Wurzelgrössen ,  z.  B.  die  zweite 
auf  die  rechte  Seite  der  Gleichung  und   erhebt  dann  beide  Theile  zum 

Quadrat,  so  erhält  man:  o*  +  rfa7  =  aVy^+(d +  a;)'  und  nach  nochma- 
liger Quadrirung: 

iiZrrfi  +  -.- 1  oder  y> ^  .  (a«-x?) 

Da  nun  hier  a,  als  die  halbe  Summe  zweier  Seilen,  nothwendig 
grösser  sein  muss  als  r/,  welche  die  halbe  Grundlinie  ist,  so  sind  offen- 
bar die  CoellGcienten  beider  Quadrate,  sowohl  von  j^^  als  von  x^^  positiv 
und  deshalb  bedeutet  diese  Gleichung  (nach  S.  92)  natürlich  ein« 
Ellipse. 

2)  Es  ist  eine  Linie  von  bestimmter  Länge  «b2J  gegeben,  niinfotf 
über  ihr  Dreiecke  beschreiben,  in  denen  die  Differenz  der  beiden  andeni 
Seiten  eine  coustante  Grösse  c=2a  ist. 

Aufl.  Unter  vollkommen  denselben  Voraussetzungen  und  Annahmen 
als  bei  der  vorigen  Aufgabe  erhält  man: 

VP  +  (rf  +  J?;*  — VP+  (rf— a;)»  =  2a 
woraus  wieder  nach  zweimaliger  Quadrirung  sich  ergiebt: 

Ä-p  =  -l  odery'  =  ^«-.(x«--a») 

Hier  muss  man  natürlich  d^  —  a^  schreiben,  weil  2J,  als  Grundlinie 
eines  Dreiecks,  offenbar  grösser  sein  muss  als  2a,  die  Differenz  der  bei« 
den  andern  Seiten.  Diese  Gleichung  ist  (nach  S.  91)  die  einer  Hy- 
perbel. 

3)  Es  soll  der  geometrische  Ort  eines  Punkts  gefunden  werden« 
dessen  gerader  Abstand  von  einem  gegebenen  festen  Punkt  gleich  seioeB 
senkrechten  Abstand  von  einer  gegebenen  festen  geraden  Linie  iat 

Aufl.  Wenn  man  von  dem  gegebenen  festen  Punkt  ein  Perpendi^ 
kel  anf  die  gegebene  Gerade  flUlt  und  diese  Dtstini,  weldie  b-^^  sei» 


'^ 
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lialbirt,  so  möge  dieser  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coordi- 
sein,  die  Linie  selbst  die  XAxe  und  darauf  senkrecht  stehend  die 
Denkt  man  sich  nun  irgend  einen  Punkt  der  Curve  mit  seinen 
[taten  y  und  o?,  fölll  von  ihm  die  Perpendikel  auf  die  beiden  ;Coor- 
i-Axen  und  sieht  auch  von  ihm  die  Veii}indungslinie  nach  demge- 

n  Testen  Punkt,  so  wird  diese  letztere  =^y2  +  (rc — -^-p)*  und 
ikrechte  Entfernung  desselben  Punkts  von  der  gegebenen  festen  Ge- 
vrird  5=07  +  -j-p.  Da  nach  der  Aufgabe  beide  Entfernungen  einan« 
iicb  sein  sollen,  so  wird  die  Gleichung  der  Curve 

y2=pa?, 
I  (ft.  S.  95,  1)  die  Gleichung  der  Parabel  ist. 
liese  letzte  Aufgabe  ist  ein  specieller  Fall  einer  viel  allgemeinern: 
IiD  suche  den  geometrischen  Ort  eines  Punktes,  dessen  gerade  Entfer- 
mi  einem  gegebenen  festen  Punkt  zu  seinem   senkrechten  Abstand 
gegebenen  festen  Geraden  in  einem  constanten  Verhältniss  1 :  m 


LafL  Denkt  man  sich  Fig.  XXXVI.  von  dem  gegebenen  festen  Punkt 
Perpendikel  FR  auf  die  feste  Gerade  MN  geßllt  und  dieses  FR 
nkt  A  nach  dem  Verhältniss  l:m  getheiit,  so  dass  man  hat 
R=l:m,  so  sei  AF=iE,  also  AR  =  mE.  Dann  nehme  man  A 
nfangspunkt  der  Coordinaten,  AF  zur  XAxe  und  senkrecht  darauf 
ixe.    Die  Aufgabe  verlangt  nun  einen  solchen  Punkt  P,   dass  man 

PF  ;  P5  =  1  ;  m 

d.  h.     yly^  +  {x—ß)^ :  (x  +  mE)  =  1  ;m 
ni^y^  +  {m^—l)x^  —  2mE(m+l)x=0 
loch  zweckmässiger  geschrieben: 

Dieses  ist  aber  die  allgemeinste  Gleichung  aller  Linien  der  zweiten 
Dg,  wenn  man  nur  dem  m  den  passenden  Werth  giebt. 

Sie  wird  für   —  =1  die  Gleichung  der  Parabel, 

m 

-    — >1    -         -  -    Hyperbel, 

171 
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♦^ 
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för  —  <  1  die  Gleicbung  der  Ellipse, 

-   —  =  0    -  -         des  Kreises. 

m 

Der  Kreis  tritt  naturlich  aucb  in  die  Reihe  der  Linien  zweiter  Ord- 
nung. Es  ist  ein  specieller  Fall  der  Ellipse,  was  sich  augenblicklich  er- 
giebt,  wenn  man  in  der  obigen  (S.  92)  Gleichung  der  Ellipse  die  beideo 
Grössen  A  und  B  einander  gleich  setzt. 

§.  4.  Wir  haben  im  vorigen  §.  in  der  ersten  Aurgabe  (S.  95)  ab 
geometrischen  Ort  des  Scheitels  eines  unter  gewissen  Bedingungen  oon- 
struirten    Dreiecks    eine    Ellipse    gefunden,    deren    Gleidiung    wurde: 

t/  X 

•  2_^i  +  -y  =  1.    Man  erhSlt  dadurch  nach  einiger  Ueberlegong  eiM 

krumme  Linie  von  der  in  Fig.  XXXYII.  angedeuteten  Gestalt  Darin  be- 
deutet  Ff  das  dortige  2d  und  PF+Pf  das  2  a.  Da  aber  nach  der  dor- 
tigen Annahme  Ff  die  XAxe  und  DE  die  FAxe  ist,  so  findet  man  die 
Durchschnittspunkte  der  Curvc  mit  diesen  Linien,  indem  man  in  der  Glei- 
chung der  Curve  erstlich  yatO  und  dann  x^^O  setzt.    Bei  y  =  0  eiUft 

man    —2  =  1  oder  x^+a,  d.  h.  also  in  der  Figur  CBsslCA^o^  so  dast 

ABf  die  Linie ,  welche  zwischen  den  äussersten  Durchschnittspunkten  der 
Curve  mit  der  XAxe  liegt,  =2a  oder  gleich  der  frühern  Summe  der 
beiden  andern  Seiten  in  den  über  der  Grundlinie  Ff  construirten  Drei- 
ecken ist.     Man   nennt   diese  Linie  AB   die   grosse  Axe  der  Ellipse. 

Setzt  man  in  unsrer  Gleichung  zweitens  a;=:0,  so  wird —^^-^=1  oder 

jf  =  +  V«* — d^>   d.  h.  die   FAxe  wird  von  der  Curve  in  den  beideo 

Punkten  D  und  E  geschnitten,  die  so  beschaffen  sind,  CDsst  CB^^d^^d^ 

ist.  Die  Linie  DB=2^a* — d^  wird  die  kleine  Axe  oderZwergaxe 
der  Ellipse  genannt  und  durch  einen  Buchstaben,  nfimlidi  durch  2t, 

bezeichnet,  so  dass  6s=  ^a^  —  d"^  wird.  Die  Linie,  welche  man  von  A 
dem  Endpunkt  der  kleinen  Axe,  nach  einem  der  beiden  festen  PonUa 
F  oder  f  zieht  ^  ist  gleich  a,  der  halben  grossen  Axe.  Diese  beiden 
Punkte  Fnndf  nennt  man  die  Brennpunkte  und  ihre  Distanz  F/s 2 <l 
die  Excentricität  der  Ellipse. 


« 


\ 


^^ 
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Diese  EzcentridUt  drückt  man  am  zweckmässigsten  als  einen  aliquo- 

lieil  der  grossen  Axe  aus,  so  dass  man  2d=z2ae  setzt,  wo  natür- 

r  ein  ächter  Bruch  ist,  der  das  Verhältniss  der  Excentricildt  der  £1- 

zu  ihrer  grossen  Axe  ausdrückt.     BeiläuOg  ergiebt  sich  die  halbe 

i  Axe  b  =  a^l--e\    Hiernach  wird  die  Gleicliung  der  Ellipse: 

y^±y[U^.yla^—xK 

Da  nach  dieser  Gleichung  x  weder  positiv  noch  negativ  grösser  als 
"den  darf,  wenn  man  noch  einen  reellen  Werth  von  y  erhalten  soll,^ 
andrerseits  auch  y  weder  positiv  noch  negativ  grösser  als  6  oder 

-e*  werden  darf,  wenn  x  reell  bleiben  soll,   alle  Werthe  aber  von 

e  zwischen  — a  und  -f-a  liegen  und  alle  Wertlie  von  y^  die  zwi- 

—  b  und  +  b  liegen,  reelle  Resultate  liefern,  so  folgt  daraus ,  dass 

die  genannte  Gleidiung  dargestellte  Curve  eine  nach  allen  Sei- 

begrenzte  oder  abgeschlossene  Curve  ist. 

las  der  vorhin  angegebenen  Form  der  Gleichung  der  Ellipse,  aus 

-  —  Va*  —  x^  ergiebt  sicli,  dass  zu  jedem   ein  reelles  Resultat  lie- 

n  Werth  von  x  zwei   gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe 
gehören  und  aus  der  in  umgekehrter  Anorduung  geschriebenen 

t  a?:Ä  +  — ^6'-« — y*,   dass   zu  jedem  ein  reelles  Resultat  liefernden 
von  y  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  veno;  ge- 

Uieraus  folgt  Zweierlei:    Erstlich  wird  jede  Sehne  der  Ellipse,  die 
Mirallel  mit  der  einen  Axe  zieht,  durch  die  zweite  halbirt  und  zwei- 
die  Ellipse  ist  eine   in  Bezug  auf  jede  der  beiden  Axen  symmetri- 
[]unre* 

Diese  beiden  eben  genannten  Eigenschaften  gelten  aber  nicht  allein 
chtwinklige  Coordinaten  -  Axen  (oder  für  die  vorhin  geradezu  soge- 
in Axen  der  Ellipse).  Es  ist  dieses  allerdings  schon  aus  der 
i,  in  der  Anmerkung)  gemachten  Andeutung  ersichtlich,  dass  auch 
in   schiefwinkliges    Coordinatensystem    dieselbe  Form    der  Ellipse 
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^2 +  -72  =  1  sich  herausstellt,  wie  bei  den  in  diesem  §.  angewandten 
rechtwinkligen  Coordinaten,  wo  sie  f.  H — 2=1  war.     Dennoch  dftrito 

0  ü 

es  nicht  überflüssig  sein,  den  Ucbergang  von  dem  einen  System  zu  dem 
andern  und  deren  nähern  Zusammenhang  hier  genauer  anzugeben.  Es  sei 

die  auf  rechtwinklige  Coordinatcn  bezogene  Gleicliung  der  Ellipse,  worin 
a  und  6  die  halbe  grosse  und  die  halbe  kleine  Axe  bedeuten  sollen,  so 
transformire  man  diese  Gleichung  dadurch,  dass  man  hios  die  Riichlung 
der  Coordinaten  ändert,  während  ihr  Anfangspunkt  derselbe  bleibt, 
setze  also  (nach  S.  7) 

x=^.cosß+t].cosy 
worin  ß  den  Winkel  der  neuen  Skxe  mit  der  frühem  XAxe  und  y  den 
Winkel  der  neuen  HAxe  mit  der  frühem  XAie,  also   y — ß  den  neiMO 
Coordinaten  -  Winkel  bedeutet.    Hierdurch  geht  die  vorige  GleichuDg  der 
Ellipse  in  folgende  über: 


+  ^J!!ll\  +  ^^,[c^+^J!^ 


+ 


2g,.j^^^^^/^^y+ii^'-^[^^ 


Wenn  man  nun  bei  einer  beliebigen  Annahme  des  Winkels  ß  Aber 

den  neuen  Coordinaten -Winkel    (y — ß)  so  bestimmen  will,    dass  die 

Form  der  Gleichung  dieselbe  werde  als  vorhin,  so  muss  der  Term  mit 

dem  Produkt  ^i;  verschwinden,  man  muss  also  haben: 

cos ß .cos y      sinß.  siny  _  ^ 
a*         "^         6-^ 

woraus  man  findet: 

rawj  y  s=  — -| .  co/jf /? 

also:      tang(y-ß)=:     tangy-^tangß        aKimgß-hKcoJgl 
nw      t^j        l^tangy.tangß  a*—** 

oder  wenn  man  den  frühem  Werth  6=saVi — ^'  benutzt: 
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tans(y-?)  =      ,.„./^^,^ 

IS  folgt,  dass  maa  jede  gerade  Linie,  die  uoter  einem  beliebigen 
sl  ß  gegen  die  frühere  XAxe  geneigt  ist,  als  neue  HAxe  annehmen 
und  dass,  wenn  man  den  neuen  Coordinaten -Winkel  (y — ß)  nach 
ben  erhaltenen  Gleichung  bestimmt,  eine  der  frühem  analoge  Form 
leicbong  der  Ellipse  sich  herausstellt,  nämlich: 

•       »2  «'fr* 

wonn  Ä*=  -5-: — i^rnri \ 

~      i  +  (\—e^)cotgß'^  Y^'^cöiß^ 

a«6^ oM  1  —  e^)  com  j?^  ^    fl'(l-  e^ 


i*  = 


beide  augenscheinlich  positive  Grössen  sind. 

£10  solches  Paar  von  zusammengehörigen  Coordinaten -Axen,  wie  es 
Jkeitimmt  wurde,  in  Bezug  auf  welche  die  Gleichung  der  Ellipse  nur 
fnadrate  der  beiden  Coordinaten  und  ausserdem  noch  ein  constantes 

enthalten,  nennt  man  zugeordnete  oder  conjugirte  Durch- 
ler«  Ihr  Durchschnittspunkt,  welcher,  wie  schon  erwähnt,  derselbe 
gspunkt  der  Coordinaten  ist,  als  der  bei  den  vorhergehenden  xorr' 
Iß  so  genannten  Axeu,  heisst  der  Mittelpunkt  der  Ellipse.     Es 

,  wie  die  Natur  der  auf  sie  bezogenen  Gleichung  es  crgiebt,  bei  ih- 
iie  analoge  Eigenschaft  statt,  als  die  vorhin  bei  den  rechtwinkligen 
,  dass  nämlich  jede  durch  die  Peripherie  der  Ellipse  begrenzte  Sehne, 
arallel  mit  dem  einen  Durchmesser  gezogen  ist,  durch  den  andern 
rt   wird.     Da  ferner  jede  beliebige  durch   den   Mittelpunkt  gezogene 

als  Coordinaten  -  Axe  (wegen  der  vollständigen  Willkühiiichkeit  des 
eis  ß)  oder  als  erster  Durchmesser  angenommen  werden  darf,  so 
»  dass  jede  durch  den  Mittelpunkt  gehende  und  von  der  Peripherie 
Gllipse  begrenzte  Gerade  in  jenem  Punkt  balbirl  wird.  —  Die  Summe 
Quadrate  zweier  zusammengehöriger  Durchmesser  ist  stets  gleich  der 
ne  der   Quadrate   der  beiden   Axen,   d.  h.  4A^+4B*  =  4a'+ 46* 

il*+Ä*  =  o*(2  — 6*),  wie  sich  sogleich  aus  den  eben  angegebenen 
hen  Ton  A  und  B  ergiebt. 
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Da  jede  Sehne,  die  mit  dem  einen  der  conjugirien  Durchmesser  pa- 
f  allel  gezogen  ist,  durch  den  andern  halbirt  werden  muss,  so  wird  eine  ge- 
rade Linie,  die  im  Endpunkt  des  einen  Durchmessers  parallel  mit  dem  andern 
gezogen  ist,  keinen  zweiten  Punkt  mit  der  Ellipse  gemein  haben  können, 
also  ganz  ausserhalb  liegen  müssen,  d.  h.  Tangente  der  Ellipse  sein. 
Die  Gleichung  dieser  Tangente  kann  man  leicht  mit  Hilfe  der  obigen  Be- 
dwgiingsgleicbuüs  a^tangy.tangß  +  h^  =  0  finden.  Denn  es  mögen  o/ 
und  g'  die  auf  die  rechtwinkligen  Axen  bezogenen  Coordinaten  irgend  ei- 
nes Punkts  der  Ellipse  sein,  so  denke  man  sich  von  diesem  einen  Durch- 
messer gezogen,  der  mit  der  grossen  Axe  den  Winkel  ß  bilden  möge, 
so  wird  der  conjugirte  Durchmesser  also  auch  die  Tangente  in  dem  Punkt 
x'y*  einen  solchen  Winkel  y  mit  derselben  grossen  kjie  bilden,   dass 

tangy=^ zcotgß  ist     Da  aber  offenbar,  wenn  A  den  halben  ersten 

Durchmesser  bedeutet,  y'^Asinß  und  x'=Acosß  sein  muss,  so  wird 

eotgß=t-^^  also  tangy= 1— /.    Da  aber  die  Gleichung  einer  Geraden, 

die  durch  einen  gegebenen  Punkt  x'y'  geht  und  mit  der  XAxe  eiiieo 
Winkel  y  bildet»  ist: 

y  —  y'^taugy.ix—x') 
so  wird  die  Gleichung  der  gesuchten  Tangente  der  Ellipse: 

b'^x' 

y— y'=  — ^•(«-^)- 

Man  stellt  die  auf  ihre  Axen  bezogene  Gleichuug   der  Ellipse  auch 
noch   in  etwas  andrer  Gestalt  dar,    indem   man   eine  besondre    Grösse, 

—  ssp,   die  man   den  Parameter  der  grossen  Axe  der   Ellipse 

nennt,  in  die  Rechnung  einfuhrt. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  ^  +  -|  es  1    den   AnCaugspunkt  der 

Coordinaten  vom  Mittelpunkt  der  Ellipse  nach  einem  Endpunkt  der  grossen 
Axe  verlegt,  also  +(a — x)  für  x  einsetzt,  so  wird  sie 

1      26»         6«    , 
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dio  durch  EiiifiUining  der  Grösse  p: 

Man  ßhrt  wohl  auch  die  Grösse  —r-^Qp  die  man  den  Parame- 

0 

ter  der  kleinen  Axe  der  Ellipse  nennt,  in  die  Rechnung  ein.  Indem 
man  Dämlich  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach  einem  Endpunkt 
der  kleinen  Axe  Terlegt,  also  +  (6 — y)  für  y  in  die  ursprüngliche  Glei- 

ehong  Ti  +  ~i  =  1  setzt,  so  wird  dieselbe: 
a*      ü 

Die  Toriiergehende  Form  gewinnt  später  noch  ein  besonderes  Interesse. 

¥Fir  müssen  noch  eine  andre  Gestalt  für  die  Gleichung  der  Ellipse 
inRlircB,  welche  wohl  die  vortheilhaileste  in  der  Anwendung,  namentlich 
in  der  Astronomie  ist,  nämlich  die  durch  Polar -Coordinaten. 

ist  (Fig.  XXXVU.)  P  irgend  ein  Punkt  in  der  Ellipse  und  /  der  eine 
Brennpunkt,  so  ist  Pf  der  radius  vector^  der  durch  r  bezeidmet  werden 
soll  und  Winkel  BfP  die  wahre  Anomalie  oder  auch  Polhöhe,  die  g> 
küssen  soll. 

Man  kann  oiTcnbar  die  Polargleichung  einfach  dadurch  erhalten,  dass 
man    in    die    gewöhnliche    auf    den    Mittelpunkt    bezogene    Gleichung 

«1      x^ 

n  +  -j  =  1  für  die  Coordinaten  jf  und  x  respective  die  Werllie  r  sin  g> 

ond  ai+reo8q>  einsetzt.  Hierbei  kommt  man  jedoch  auf  eine,  in  Bezug  auf 
r,  quadratische  Gleichung,  wo  die  nothwendige  doppelte  Lösung  noch  ein 
besonderes  Raisonnement  über  die  Giltigkeit  oder  Ungilligkeit  des  einen 
«der  des  andern  Wertbs  erfordert.  Diese  Unbequemlichkeit  vermeidet 
■um  durdi  folgende  Anlage  der  Rechnung.  Es  ist  nach  der  elementaren 
Trigonometrie  offenbar 

PF^^FJ^+Pf^—2Fj.Pf.co8FfP 

oderda  PF+P7=2a,  also  PF^%a—Tf  oder  =2 a—r,  Ff^2a€ 
und  F/P=i80*— 5P  ist,  so  wird 

(2a— r)*s=4a*«^+r'+4aircaig) 
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woraus  sich  unmittelbar  die  Polar-Gleichnng  der  Ellipse  ergiekl: 

ad  — e^) 

r  =  T-- 

1  +ec08q) 

S.  6.  Ein  mit  dem  im  vorigen  §.  iu  Bezug  auf  die  Ellipse  durch- 
geführtes Raisonnemeut  findet  auch  in  Bezug  auf  die  Hyperbel  statt. 

Beschreiben  wir  (Fig.  XXXYIII.)  über  einer  Linie  Ff  =  2d  solche 
Dreiecke  wie  FPf,  in  denen  die  Differenz  der  beiden  Seiten  PF —  Pf 
eine  constantc  Grösse  =2a  ist,  so  wird  (nach  $.  3,  S.  96,  2)  der  geo- 
metrische Ort  der  Spitzen  dieser  Dreiecke  eine  Hyperbel,  deren  Glei- 
chung ist 

__y^ £!_     1 

Nennt  man  hier  wieder  analog,  wie  bei  der  Ellipse,  die  Distanz  ¥f 
oder  das  2d  die  ExcentricitSt  der  Hyperpei  und  bezeichnet  sie,  wie 
dort  durch  2ae,  so  wird  hier  offenbar,  im  Gegensatz  mit  dort,  das  e 
grösser  als  die  Einheit  sein  müssen,  da  die  Grundlinie  eines  Dreieckf 
natürlicli  grösser  sein  muss  als    die  Differenz  der  beiden  andern  Setlen. 

Die  Linie  2a  nennt  man  hier  die  erste  Axe  und  2 ^d^ —  a^ = 2a V?--T 
(oder  auch  durch  26  bezeichnet)  die  zweite  Axe  der  Hyperbel.  Die 
Gleichung  der  Curve  wird  also: 

6*      «2  ^ 


h 


oder    i/=  +  — i/  x^  —  o^ 

■"«_v 

oder    y  =  +Vl«* — 1)  V^* — o}. 
Für  09,  positiv  oder  negativ  genommen,  kleiner  ab  a,  wird  y  steti 
nnaginflr,  d.  h.  in  dem  Zwischenraum  ton  0;=: — a  bis  rcsa+a  eadstirt 
die  Gurve  gar  nicht,  für  x^a  schneidet  die  Curve  die  XAxe.      Diese 
Schneidungspunkte  seien  A  und  B;  dann  heissen  A  und  £  die  Scheitel 
der  Hyperbel  und  die  Linie  AB  deren  erste  Axe.     Die  zweite  Axe  m.H^ 
kirt  sich  hier  nicht  in  derselben  geometrischen  Anschauung,   wie  bei  der 
Ellipse,  wo  sie  geradezu  durch  die  Curve  von  der  FAxe  abgeschmtleil 
wurde;   will  man  sie  hier  auch  zeichnen,   so  muss  man  sie  in  einiger- 
maassen  gezwungener  Weise  construiren.    Haa  schneide  nämlick  von  dem 
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«neo  Scheitel  B  aus  mit  einer  Zirkel  •OefTaung  BK  ^  Cf=at  in 

FAxe  ein,  so  wird  CJf  =  yja^e^—  a*  =  6 ,  d.  h.  die  halbe  zweite  Axe. 
Auch  hier  kann  man,    wie  im  vorigen  §.,    eine  der  hiesigen  für 

rechtwinklige  Coordinaten  gütigen  Normairorm  ^  =:  — ^  —  1  analoge,  be- 

nglich  auf  bestimmte  schiefwinklige  Coordinaten   erhalten.      Man   setze 
Biffllidi  wieder  für  y  und  x: 

y^risiny  +  ^sinß 

x==i]COsy  +  ^co8ß 
«0  die  Winkel  ß  und  y  dieselbe  Bedeutung  wie  dort  haben,  so  geht  die 
vorige  Gleichung  der  Hyperbel  in  folgende  über: 


,     t2     )  ^^*  ß^  **^  ß^ 


j  Qfc^  (  sinß.siny      cosß  .  cosy\  _ 

+  2fi/.j -p ^ j--l 

^31  man  wieder  eine  ähnliche  Form  wie  vorhin  erzielen ,  so  musa 
sao  im  CoefBcienten  des  Produkts  ^ij  verschwinden  machen,  man  musa 
ttfo  aeteea: 


sin  ß  .  siny cos  ß  .  cos  y  ^  ^ 

6»  ä*         " 


«odorch  sich  ergiebt: 


6* 
tangy^-^.  cotgß 


Hiemach  wird  aber: 

tm  y^       €08  y'  _  b^  cos  ß^—a^  sin  ß^  __  l  e^cosß^  —  l 

6»  a*    ""  a*sin/?*+  b^cosß'^  ""  a*  '  8inß^+i^e^'-l)e'*cosß^ 

ttud 

coiß^       8inß^_  b'^cosß^—a}sinß^        1      eUosp—l 
a»  6«     ""  aH»  ""  a*  '       e*— 1 

Da  gegenwärtig  e^l,   so  werden  beide  Nenner  positiv,   folglich 

werden  auch  beide  Ausdrücke,  da  sie  gleiche  Zähler  haben,   auf  jeden 

Fall  gleiche  Vorzeichen  haben,  entweder  beide  positive,  wenn  e^cosß'^'^l 

oder  beide  negative,  wenn  t^cosßl^^l  ist.     Im  ersten  Fall  wird  obige 

Glaichlug: 


14 


106 


und  im  zweiten  Fall: 


ü-'?!- 


Die  beiden  Grossen  B^  und  A^  haben,   abstrahirt  vom  Vorzeichen, 
das  Reciproke  der  vorbin  genannten  beiden  Ausdrücke  zu  ihren  Werthen.  ^ 

Die  Hyperbel  giebt  ebenso  wie  die  Ellipse  TOr  jeden  Werth  von  x 
zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Wcrthe  von  y  und  ebenso  auch  für  je- 
den Werth  von  y  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  von  x\  dar- 
aus ergiebt  sich,  dass  auch  die  Hyperbel  sowie  die  Ellipse  eine  in  Be- ^ 
zug  auf  beide  Coordinaten-Axcn  symmetrische  Curvc  ist,  die  aber  im  Ge- 
gensatz mit  der  Ellipse  in  dem  Zwischenraum  von  ap  =  —  a  bis  x=x+§ 
nicht  existirt,  sonst  aber  nach  beiden  Seiten  bis  ins  Unendliche  fortgdiL 

Wenn  man  bei  der  Ellipse,  deren  Gleichung,  auf  ein  scbiefwmkli- 

ges  Coordinaten- System  bezogen,  ^+72^^  ^^^'  ^^t^^^  eine  gendi 

Linie  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zieht,  deren  Gleichnng  na- 
Iflrlich  die  Form  y=:nx  haben  muss,  so  erhält  man  ans  der  Co^steai 
dieser  beiden  Gleichungen  die  Coordinaten  der  Durchschnittdpankle  der 
Sekante  mit  der  Curve: 

,       A.B  tiA .  B 

a;=-r   ,. ;  y  =  +  -; —         

-"Vfi^+nM»  "^B^  +  n^A* 

Diese  Werthe  sind  unter  allen  Umständen  reell,  weil  die  Grösse  an- 
ter dem  Wurzelzeichen  die  Summe  von  Quadraten  ist.     Stellt  man  dage- 

gen  bei  der  Hyperbel ,  deren  Gleichung  ^  —  Ti  =  —  1  mit  der  Gleidiong 

einer  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehenden  Geraden  y  =  11^ 
zusammen,  so  werden  die  Coordinaten  der  Durchsdmittspunkte  dieser 
beiden: 

=-+       ^-0  ,        nA.B 

Es  wird  daher  eine  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ge- 
hende gerade  Linie  nur  dann  die  Peripherie  der  genannten  Hyperbel  treffen, 

wenn  ^^^-ji  ^^^'  Dagegen  wird  von  dieser  selben  Geraden  yp=fi«  ui- 
ter  der  Voraussetzung  ^'  >  71  die  vorhin  genannte  zweite  Hypeii>el,  de- 
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Gleidrangj^ — ni^  —  ^  ^^^*  '°  iwei  Punkten  getroATen.    In  beiden 

en  wird  die  Gerade,  wenn  sie  von  der  Curve  begrenzt  wird,  im  An- 
{sponkt  der  Coordinaten  balbirt.  Und  wenn  man  in  dem  einen,  wie 
iem  andern  Fall  den  Coordinaten -Winkel  (y — ß)  den  obigen  Beslim- 
igen  gemäss  bestimmt,  so  nennt  man  2.4  und  2B  conjugirte 
rcbmesser  der  Hyperbel.  Der  gemeinsame  Anfangspunkt  der  Coor- 
iten  heisst  auch  hier  Mittelpunkt 

Die  Gleichung  der  Tangente  für  einen  gegebenen  Punkt  x'y* 
ler  Peripherie  der  Hyperbel  wird  ganz  in  derselben  Weise,  wie  im 
gen  §.  bei  der  Ellipse,  gefunden,  nämlich  hier: 

Zwischen  den  beiden  Bedingungen  ^^  ^  72  ^^^^^  ^'  ^  T^  ^^^^^  ^^ 
er  offcabar  noch  eine  in  der  Mitte  liegende  Bestimmung,  nämlich 
■i--^  wodurch  die  Coordinaten  x  und  y  des  Durchschniltspunkts  der 

ch  den  Mittelpunkt  gezogenen  Geraden   mit  der  Hyberbel  bis  ins  Un- 
liebe fortgerückt  werden.    Die  Gerade  wird  dann  eine  die  Hyperbel  in 
Unendlichkeit   Tangirende    sein,    oder   sie    wird     eine    sogenannte 
fmptote.     Da  n  die  Tangente  des  Neigungswinkels   dieser  Linie  ge-  . 

I  die  XAxe  aus  der  quadratischen  Gleichung  n}=-j^  bestimmt  wird, 
erhält  man  eine  doppelte  Gleichung  y  =  + -y*^>  ^-l^*  zwei  Asymptoten* 

Denken  wir  uns  nun  die  auf  ihre  Hnuptaxen  bezogene  Gleichung  der 

1/  ^      fl?^  b 

perbel  |^ 5  =  —  1 ,  so  wird  y  =  +  —  jj  die  Gleichung  der  Asymp- 

t  und  also  (weil  wir  rechtwinklige  Coordinaten  haben)  -j-  die  trigo- 
metrische   Tangente  des  Winkels  der  einen  Asymptote  mit  der  ersten 

e  und die  Tangente  der  zweiten  Asymptote  mit  derselben  Axe. 

tzen  wir   daher  in   den  allgemeinen    Trans formationsformeln   (S.  6) 
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Icm^ /}  3s  —  und  tangy  = ,  wodurdi  die  dortigen  Ausdrück«  werdeo: 

=       ^g      _       *? 

a?=       ^^ I        ^l— 

80  nirird  die  früliere  auf  ihre  rechtwinkligen  Axen  bezogene  Gleichung  der 
Hyperbel  |^ ^  =  —  l,  jeUt  auf  ihre  Asymtoten,  als  Coordinatenaxen  be- 
zogen» nach  einfacher  Reduction  diese  Gestalt  annehmen: 

Diese  Grösse  ^(a'  +  6^)  wird,  beiläufig  gesagt,  die  Potent  der 
Hyperbel  genannt. 

Wenn  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  vom  Mittelpunkt  nadi 
einem  der  Scheitel  (nach  B)  der  Hyperbel  verlegt,  wenn  man  aho  a?+i 

^._  #1  *  ST 

lur  09  in  die  Gleichung  ?-«  =  — ^  —  1  einsetzt ,  so  wird  diese 

»'= —  +  r»* 

und  wenn  man  hier  .ebenso  wie  bei  der  Ellipse  die  dritte  Proportionde 
zur  ersten  und  zweiten  Axe,  die  wie  dort  p  heissen  mag  und  also  aus  der 

Proportion  2a:26  =  26:p  oder  durch  p  =  —  bestimmt  wird,   in   die 

Rechnung  einführt,  so  wird  die  Gleichung  der  Hyperbel: 

Die  Grösse  p  wird  hier  ebenfalls  der  Parameter  genannt. 

Um  auch  für  die  Hyperbel  die  Polargleichung  zu  erhalten  ^  sei  der 
Brenopunkt  f  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die  Linie  Pf  für  den 
Punkt  P  der  radius  vector  r  und  der  Winkel  PfX  die  Amplitude  ^. 

Da  nach  der  Fundamental-Eigenschaft  der  Hyperbel  PF — Pf^AB 
oder  PFesr  +  2a  und  da  die  Excentricilät  F/=: 2 a «  ist,  so  geht  die 
elementar  -  trigonometrische  Gleichung 

PF^=Ff^  +  Pj^'-'2Fj.Pf.co$FfP 
in  diese  über: 

(r+2«)*cB4a*«*+r*  +  4r<iecof9) 
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ms  man  unmittdbar  die  Polargleidiung  der  Hyperbel  erbilt: 

a(e*—l) 
1 — ecosip 

Wenn   die    beiden  Axen  der  Hyperbel  einander  gleich   sind,   also 

6,  so  nennt  man  die  Hyperbel  eine  gleichseitige,  ihre  Gleichung 

'ecbtwinkligen  Coordinaten  wird  y^=^x*  —  a*  und  da  die  Excentrici- 

n  diesem  Fall  offenbar  ae=  Va'^-t-a'^,  also  €=^2  giebt,  ihre  Po- 

eichung : 

__  a _ 

"~  1  —  ^2 .  cos  q>' 

§.  7.  Wir  haben  (§.  3,  S.  96,  3)  gesehu,  dass  der  geometrische 
aller  Punkte  (Fig.  XXXVI.) ,  die  gleich  weit  von  einem  gegebenen  fe- 
Punkt  F  und  von  einer  festen  geraden  Linie  MN  entfernt  sind,  eine 
ibel  ist,  deren  Gleichung  y^=px.  Hierbei  war  die  XAxc  diejenige 
le,  ivelcbe  man  durch  den  gegebenen  Punkt  F  senkrecht  auf  die  ge- 
lene  Linie  zog ,  die  FAxe  eine  hierauf  Senkrechte  und  zwar  im  Punkt 
wdcfaer  die  Mitte  von  FR,  d.  h.  von  der  Entfernimg  des  Punktes  F 
der  Linie  AfiV  war;  diese  Distanz  FA  selbst  hiess  -^p.  Nach  dieser 
ung  der  Gleichung  ergiebt  sich  unmittelbar»  da  für  xz=0  natürlich 
I  ys=0  wird,  dass  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  A  selbst  ein 
kl  der  Cune  ist.  Er  hcisst  der  Scheitel  der  Parabel.  Der  feste 
kt  F  heisst  der  Brennpunkt  der  Parabel.  Die  XAxeheisst  geradezu 
Axe  der  Parabel.     Die  Linie  p  der  Parameter. 

Da  die  Gleichung  y^^px  für  jeden  Werth  von  x  (der  natürlich 
einem  positiven  p  nur  positiv  und  bei  einem  negativen  p  nur  negativ 
I  darf)  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  von  y  giebt»  so 
tst  dieses:  jede  Sehne  der  Parabel,  die  senkrecht  auf  deren  Axe  siebt, 
d  von  dieser  halbirt.  — 

Man  kann  aber  auch  hier,  ähnlich  wie  bei  der  Ellipse  and  Hyperbel, 
:h  andere  Coordinatcnsystcme  finden,  bei  denen  sich  dieselbe  Eigen- 
aft  herausstellt,  dass  die  Sehnen,  welche  man  mit  der  einen  Coordi- 
en-Axe  parallel  zieht,  von  der  andern  halbirt  werden.  Indem  wir  hier 
nlidi  sowohl  die  Richtung  der  Coordinaten,  als  aucli  deren  Anfangs- 
ikl  veriegen,  also  die  allgemeinsten  Transformalionsformeln  von  S.  6 
unen,  während  wir  nur  die  einzige  Supposition  machen  müssen,  dass 
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der  ursprGflglidie  Coordinaten  -  Winkel   a  ein  rechter  ist,    so  haben  wir 
zu  setzen: 

y=:b  +  f]9iny  +  ^$inß 
xzrza  +  tjeosy  +  ^eosß 
wodurch  die  Gleichung  y^s=px  in  folgende  übergeht: 
Tf^.$iny^+2f]^8iny.8inß  +  P8mß^  +  (2b8iny — pco8y)7] 

+  (2b8inß—p)S  +  b^—ap=^Q. 
Damit  diese  Gleichung  wieder  dieselbe  Form,  wie  vorhin ,  erhält, 
muss  man  diesen  Bedingungen  genßgcn: 

8iny.8inß=^  0 

2b8iiiy — pco8y^ss0 

welche  als  Resultat  liefern: 

^  =  0,  b^-ap:^0,tangy=.  ^  =  ^^E; 

wodurch  dann  die  neue  Gleichung  der  Parabel  wird: 

'  stn  y* 
Die  erste  und  zweite  Bedingung  sagt  aus,  dass  die  neue  fAxe  mit 
der  frühem  XAxe  parallel  geht,  die  vierte  bedeutet,  dass  der  Anfangs- 
punkt der  neuen  Coordinaten  in  der  Peripherie  der  Parabel  liegt  und  die 
dritte  giebt  den  neuen  Coordinaten -Winkel  y.  Da  aber  in  der  vierten 
Gleichung  die  Conslante  6  sich  unmittelbar  als  abhängig  von  der  Con- 
Btanten  a  darstellt,  so  bedeutet  dieses,  dass  letztere  Grösse,  a,  vollkom- 
men willkQhrlich  angenommen  werden  darf,  wornach  sich  dann  das  b  be- 
stimmt, d.  h.  mit  andern  Worten,  dass  jeder  beliebige  Punkt  in  der  Pe- 
ripherie der  Parabel  als  Anfangspunkt  eines  Coordinaten -Systems  ange- 
nommen werden  darf,  dessen  X Coordinaten  parallel  mit  der  Aze  der  Pa- 
rabel gehen  und  dessen  FCoordinaten  unter  dem  vorhin  bestimmten  Win- 
kel dagegen  geneigt  sind. 

Um  die  Polar -Gleichung  der  Parabel  zu  erhalten,  sei  wieder  (Fig. 
XXXVI.)  der  Brennpunkt  f  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten ,  also  tf 
der  TtiAx%8  vecior  ssr  für  den  Punkt  P  und  <CPFA^q>  die  zugehörige 
Amplitude. 
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lodern  nun  FR^-^p  ist  und  (nach  S.  96,  3)  die Grundeigenschaft 
er  Parabel  PF=PS  verlangt,  so  hat  man  die  Gleichung 

PF^PS:=RF  +  FQ 
der  r  =  ~-p  —  rcoscp 

Iso:  r  = ^^ — 

i+cosq) 

§.  8.  Wenn  man  aus  den  drei  letzten  §§.  die  Gleichungen  der  drei 
onren  des  zweiten  Grades,  und  zwar  mit  Hilfe  der  ihnen  eigenlhOmli- 
lien  Parameter  ausgedrückt,  zusammenstellt,  so  hat  man 

für  die  Ellipse:        y^sspx — ^^ 

-  -    Hyperbel :    y'^  =  px  +  ^— 

-  -    Parabel:       y'^==px. 

Xus  dieser,  hier  allerdings  in  analytischer  Weise  ausgedruckten,  Ei- 
lenidiall  erklärt  sich  die  Benennung  der  drei  Curvcn ,  die  wir  von  den 
Iriecben  überkommen  haben,  welche  dieselben  natürlich  rein  geometrisch 
sirachleten»  Es  ist  nämlich  bei  der  Parabel  das  Quadrat  der  Ordinate 
leich  dem  Rechteck  aus  dem  Parameter  (wo  Parameter  der  allgemeine 
isdruck  für  irgend  eine  Constante  ist)  und  der  zugehörigen  Abscisse, 
si  der  Ellipse  ist  das  Quadrat  der  Ordinate  um  Etwas  kleiner  als  das 
nannte  Rechteck  und  bei  der  Hyperbel  um  Etwas  grösser. 

S.  9.  Man  macht  bei  den  Curven,  sowie  auch  späterhin  bei  den 
berflächen  einen  Unterschied  zwischen  solchen,  welche  einen  Mittel- 
onkt  haben  und  denen,  die  nicht  einen  solchen  haben.  Dieser  Unter- 
ihied  dürfte  nicht  unter  allen  Umständen  gerechtfertigt  erscheinen,  da 
i  in  analytischer  Hinsicht  wohl  vollkommen  gleichgillig  sein  muss, 
b  ein  Punkt  durch  endliche  Coordinaten  bestimmt  ist,  oder  ob  er  in 
er  Unendlichkeit  liegt.  —  Wir  kommen  auf  diesen  Gegenstand  noch 
inmal  in  dem  Excurs  über  Projection  zu  sprechen.  — 

Man  versteht  aber  unter  Mittelpunkt  einer  Curve  einen  solchen 
^onkt,  der  jede  gerade  Linie  halbirt,  welche  durch  ihn  gezogen  und  von 
er  Peripherie  der  Curve  begrenzt  wird.  Nehmen  wir  daher  wieder  die 
Dgemeinste  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

ay^  +  2bxy+ex^+2dy  +  2ex+f^0 
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und  verlegen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten»  indem  wir,  wie  S.  88, 
^  +  x'  für  X  undi;+y  für  y  setzen,  so  ist 

arj^  +  2b§7i  +  cP+2{ay'  +  bx'  +  d)i;  +  2(6y'  +  ex'  +  e)§ 
+  ay'^+2hx'y'  +  cx'^  +2dy'  +  2ex'  +  f=^0 

Legt  man  nun  durch  den  neuen  Anfangspunkt  der  ('oordinaten  eine 
beliebige  gerade  Linie,  deren  (ilcichung  fj-=:n^  sein  mag,  und  eliminirt 
man  aus  dieser  und  der  Gleichung  der  Curve  der  Reihe  nach  ij  und  ^ 
so  erhSlt  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
von  der  Geraden  und  der  Curve  diese  quadratische  Gleichungen: 

{an^  +  2bn  +  c)  P +  2\(ay' +  bx' +  d)n  +  {by'  +  cx'  +  e)\^ 
+  fly»+-26a;'y +  ca?'*  +  2dy  +  2«a?'  +  /'=0 

ian}+2bn  +  c)  r]^  +  2\(ay'  +  bx' +  d)n+(by'  +cx*  +  e)  \nr] 

+  \ay'^  +  2bx'y'+cx''^  +  2dy'+2ex'  +  f\n^^0 

Da  nun  in  juder  quadratischen  Gleichung  der  Coefltcient  der  ersten 

Potenz  der  Unbekannten  die  negative  Summe  der  beiden  Wurzeln  ist ,  so 

hat  man 

j^.,.    ,  t^ {ay'  +  bx'  +  d)n+{by'  +cx'  +  e) 

2<?ii-52;-  an^  +  2bn  +  c 

i  ,      ,      ,_      {ay'  +  bx'+d)H^+(by'+cx*  +  e)n 

Da  nun  -^(^i  +$s)  und  -^-(^i  +772)  die  Coordinaten  der  Mitte  der 
durch  r^  =  ni  dargestellten  Linie  sind  und  da  bei  gegenwärtiger  Untersa- 
chung  gerade  diese  Forderung'  gestellt  ist,  dass  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  die  Mitte  der  schneidenden  Sehne  ist,  so  muss  natürlich 

und  jji  +  1J2  =r  0 
werden.  Indem  jedocli  die  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ge- 
zogenen Linie  eine  vollkommen  willkQhrliche  ist ,  so  wird  audi 
das  n  eine  vollkommen  willkuhrlichc  Grösse  sein,  d.  h.  die  eben 
genannten  Bedingungsgleichimgen  müssen  durchaus  unabhängig  von  den 
speciellen  Werthen  des  n  ihre  Geltung  behalten.  Die  CoelBcientea  der 
verschiedenen  Potenzen  von  n  müssen  also  für  sich  gleich  Null  seiAt 
also: 


raus  ergiebt  sich :  y^  = 


l  7f  = 
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cd—  ht 


b^ — ac 
at  —  hd 


6* — ac 

Diese  Grössen  sind  nun  die  Werllie  für  die  Coordinatcn  des  even- 
Uen  Mittelpunkts  der  Curve  und  zwar  bezogen  aur  das  ursprüng- 
he  Coordinalen- System.  Man  sieht,  dass  in  dem  gewöhnlichen  Sinn 
solcher  Mittelpunkt  nicht  existiren  kann,  da  der  Nenner  für  seine 
»rdinaten  gleich  NuU,  sie  selbst  also  unendlich  werden  und  dieses  in 
acfaer  geometrischer  Anschauung  natürlich  keinen  vemünftigen  Sinn 
en  kann,  wenn  man  von  einem  unendlich  entfernten  Mittelpunkt  spridit. 

Dass  für  die  Cur?en,  welclie  einen  Mittelpunkt  haben,  die  Gleichung 
a  der  Form  ifa;^+i\ry'  +  Ps=0  gilt,  ist  aus  den  vorigen  §§.  ersichtlich ; 
Usst  sich  dieses  aber  allgemeiner  dahin  aussprechen ,  dass  bei  irgend 
er  Curre  von  ganz  beliebigem  Grade  die  Eigenschaft  sich  erkennen 
it  9  ob  sie  einen  tlittelpunkt  hat  oder  nicht.  Wenn  nämlich  ihre  Glei- 
ng  sich  so  umformen  lässt,  dass  nur  gerade  Potenzen  der  Variabein 
in  vorkommen,  oder  Glieder  von  geraden  Dimensionen,  so  dass  die 
ichung  ungeändcrt  bleibt,  wenn  man  den  einzelnen  Variabein  gerade 
gegengesetzte  Vorzeichen  giebt,  so  wird  offenbar  der  Anfangspunkt  der 
»rdinaten  im  Mittelpunkt  der  Curve  sein. 

S.  10.  Die  drei  bisher  betrachteten  Curven  des  zweiten  Grades  sind 
lon  seit  sehr  langer  Zeit  bekannt,  da  ja  schon  Apollonius  acht  Bücher 
ir  den  Raumschnitt  geschrieben  hat.  Die  Griechen  haben  bereits  alle 
upteigenschaften  dieser  Curve  erkannt,  so  dass  den  Neuern  nur  eine 
chlese  übrig  geblieben  ist.  Da  aber  den  Griechen  nicht  die  Algebra 
d  deren  Anwendung  auf  Geometrie  bekannt  war,  so  konnten  sie  diesen 
genstand  natürlich  auf  die  in  den  vorigen  §§.  vorgetragene  Art  nicht  he- 
adeln,  sondern  mussten  sich  an  der  rein  geometrischen  Anschauung  halten, 
»stellten  die  drei  verschiedenen  Curven  des  zweiten  Grades  auf  der  Ober- 
che  eines  Kegels  dar,  den  man  auf  bestimmte  Art  durch  eine  Ebene 
meidet 

15 
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Wie  ein  solch  wirklicher  Sdinitt  nach  unsrer  heutigen  analytischen 
Methode  auf  die  früher  gefundenen  Gleichungen  führt,  boU  noch  mit  we- 
nigen Worten  hier  angeführt  werden. 

Es  sei  (Fig.  XXXIX.)  SBG  das  Axendreieck  eines  Kegels  mit  kreis- 
förmiger Basis,  dann  lege  man  eine  Ebene  AR^  welche  die  beiden  Sei- 
ten des  Dreiecks  in  A  und  R  schneidet;  das  von  der  einen  abgeschnittene 
Stück  SA  sei  e  und  das  von  der  andern  abgeschnittene  AR^E;  der 
Winkel  BSG  hcisse  2a  und  GAR  =  ß.  Die  schneidende  Ebene  wird  auf 
der  Oberfläche  des  Kegels  eine  krumme  Linie  bestimmen,  die  hier  dorA^ 
AM  angedeutet  sein  mag. 

Legt  man  nun  durch  A  einen  Schnitt  A  PK  senkrecht  gegen  die 
Axe,  und  damit  parallel  einen  beliebigen  andern  Schnitt  GMB,  so  werda 
natürlich  beide  Schnitte  Kreise  sein.  Dieser  letzte  Kreis  schneide  die 
vorhin  erwähnte  krumme  Linie  .in  dem  Punkt  M^  dann  siehe  man  von  M 
die  Linie  Jir5  nach  dem  Scheitel  des  Kegels,  so  wird  diese  natürlich  gan 
in  der  Oberfläche  des  Kegels  liegen  und  den  ersten  Kreis  in  einem  Punkte 
P  treffen.  E%  sei  SM^x,  dann  wird  MP=%—t,  idiSP^SK=SAsz$ 
Seitenlinien  des  kleinen  Kegels  SKPA  sind. 

Indem  man  sich  durch  die  Seitenlinie  MS  und  durch  die  Kegelaie 
SC  eine  Ebene  gelegt  denkt »  so  schneidet  diese  die  beiden  genannten 
Kreisebenen  in  den  Radien  M  C  und  PN.  Der  Winkel ,  den  diese  zußl- 
lig  gewählte  Schnitt*£bcne  mit  der  Ebene  des  eben  so  zufallig  gewählten 
Axendreiecks  bildet,  d.h.  der  Winkel  MCGoAwPNA  möge  durch  ip  be- 
zeichnet werden ;  dann  wird  CM  ein  Radius  des  Kreises,  der  von  dem  auf 
der  Axe  des  Kegels  senkrecht  stehenden  Schnitte  gebildet  würd  und  daher 

Andrerseits  ist  aber  auch  0G  =  0D-|-2>G  oder 

OG=z  AD  \tang  iß—a)  +tanga  \ 
oder  weil  AD  =  NC==MP.eosa:=(z  —  e)cosa  ist 

OGs=z  (z^e)  cos a^  lang {ß— a)  +  tanga  | 
Setzt  man  diese  beiden  Werthe  von  OG  einander  gleich,  so  erhält  man 

»5ma(X— co5i/^)=  {z—e)cosa^tang(ß — a)  +  ianga  J 
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onus  man  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  erhäH: 

x-c.       ^^^9(ß'-<x)  +  tanga 

'  tang{ß—a)  +  tanga.cos\p ^ 

Es  wird  diese  Gleichuog 

die  einer  Hyperbel,  wenn  ß<i2a 

-  Parabel,        -     ß  —  2a 

-  Ellipse,         -     ß>2a 

Führt  man  hier  ausser  dem  Abschnitt  e  der  einen  Seite  des  Axeit- 
peiecks  noch  das  schon  früher  genannte  £,  den  Abschnitt,  den  die  schnei* 
ende  Ebene  AR  von  der  zweiten  Seite  des  Axendreiccks  bestimmt,  in 
ia. Rechnung  ein,  so  erhält  man  aus  dem  Dreieck  ASR  nach  dem  ein- 
chen  trigonometrischen  Satz,  dass  in  jedem  ebenen  Dreieck  sich  die 
imme  zweier  Seiten  zu  ihrer  Differenz  verhält,  wie  die  Tangente  der 
dbea  Summe  ihrer  Gegenwinkel  zur  Tangente  der  halben  Differenz  der- 
dben  Winkel : 

(J?+i);  iß—e)^tmgy g y.  tangi ^ j 

J?  4-  Ä 

und  hieraus:  tang(ß — «)=  ^ .  tanga. 

Setzt  man  aber  diesen  Werth  in  den  obigen  Ausdruck  für  sr,  so  er« 
lih  man  als  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte: 

2Ee 

^ '^  {E  +  e)  +  (E--e)  cos  il) 

In  dieser  Gleichung  kommen  als  Coordinalen  die  beiden  Grössen  z 
ind  1^  vor,  welche  nicht  in  derselben  Ebene  mit  dem  Kcgolschnilt  liegen. 
Jm  auch  dieses  zu  vermeiden  und  dadurch  die  UebereiusLinunung  mit  den 
rfihcr  gefundenen  Resultaten  näher  herbeizuführen,  sei  AO  ^=  x  die 
XCoordinate  des  Punktes  M  und  die  darauf  Senkrechte  MO=y  dessen 
FCoordinate. 

Eis  wird: 

M0  =  MC.$inMC0^MS.8inMSC.sinMC0 

d.  b.  y^zsinasinxjj 

asd  wenn  PL  ein  von  dem  Punkte  P  auf  die  Fläche  des  untern  Kreises 

SMB  gefiUtes  Perpendikel  ist: 

OA.mOAD=iAD^PL=:MP.co8MPL 
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d.  h.  xco8(ß — «)=(« — e)cofcr 

Hieraus  findet  sich: 


_  Tcos(ß — a) 


Z 

€08  a 


und  dadurch  aus  der  vorigen  Gleichung: 

y .  cotg  a 


sin  xp 


xcos  {ß^a)  +  eco8  a 

Aus  der  auf  voriger  Seite  stehenden  Gleichung  ()()  folgt  aber  auch 

nach  Einsetzung  des  ehen  gefundenen  Werthes  von  x 

c.  cosct  —  xsin(ß — a).  coiga 

cos  xb  = 7-r fr ^- 

xco8{ß  —  a)  +  e.co8a 

Indem  man  diese  Ausdrücke  für  simp  und  für  costp  zum  Quadrat  erbdik 

und  deren  Summe  natürlich  =1  setzt,  erhält  man  nach  einfadier  Ba- 

duction 

i__o     .  .   />  sinß.8in(ß—2a)     . 

Diese  Gleichung  nimmt  unter  den  verschiedenen  Bedingungen  dEa- 
bar  folgende  Formen  an,  wo  ilf  und  N  positive  Grössen  bedaoteo 
sollen : 

für  /?<2a  die  Form:  y^==Mx+Nx^  Hyberbcl, 
-/J=2a    -       -       y^=cMx  Parabel, 

-  ß>2a  -  -  y»  =  ilfa;  —  iVa?» Ellipse, 
^  /?«  90»+«  -  y»=Jfa?— a?'  Kreis. 
Dieses  sind  aber  augenscheinlich  die  Formen  für  die  Gleichungen  dar 
Curven,  wie  sie  nebenstehend  genannt  sind,  indem  sie  mit  jenen  auf 
S.  111  gefundenen  vollkommen  übereinstimmen »  so  dass  diese  in  den 
letzten  §§.  untersuchten  Curven  in  der  That  den  Namen  der  Kegelschnitte 
fuhren  dürfen. 


*  >, 


TIerte  Torlesimg. 

Linien  aad  Ebenen  im  Raum. 

§.  1.    So  wie  wir  in  der  ersten  Vorlesung,  wo  es  sich  um  die  Be- 
stimmung von  Punkten  in  der  Ebene  handelte,  zwei  feste,  unter  beiiebi- 
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I  Ifl^nkel  sich  sdineidende,  Gerade  als  Coordinaten  -  Axen  annabmea 
I  die  Lage  eines  PuDkts  durch  seine  Entfernungen  Ton  diesen  Axen, 
wieder  respecüve  parallel  mit  diesen  Axen  waren,  bestimmten,  so  wird 
i  auch  im  Raum,  wo  natürlich  drei  Dimensionen  zu  beachten  sind,  in 
lieber  Weise  die  Lage  eines  Punkts  durch  drei  Entfernungen  be« 
amen. 

Wir  denken  uns  drei  sich  in  einem  Punkt  schneidende  Ebenen,  die 
Allgemeinen  beliebige  Neigungswinkel  gegen  einander  haben  können, 
denen  wir  aber,  ähnlich  wie  in  der  Ebene  bei  den  Axen,  weil  es  am 
fachsten  und  meistentheils  am  Zweckmässigsten  ist,  auch  hier,  wenn 
it  ausdrücklich  das  Gegenlhell  bemerkt  wird,  annehmen  wollen,  dass 
senkrecht  auf  einander  stehn.  Diese  Ebenen  schneiden  sich  in  drei 
iden  Linien,  die  man  auch  hier  Coordinaten-Axen  nennt  und 
iT  gewöhnlich,  wenn  auch  niclit  unbedingt,  die  Axe  der  X,  die  der  Y 
1  die  der  Z.  Da  femer  in  jeder  der  drei  Ebenen,  die  man  Coordi- 
iten*Ebenen  nennt,  je  zwei  von  diesen  Axen  liegen,  so  nennt  man 
!  ueh  den  in  ihnen  liegenden  Axen,  respective  die  Ebene  der  YZf 
der  XZ  und  die  der  XF. 

Hat  man  nun  irgend  einen  Punkt  P  im  Raum  und  ßlll  von  diesem 
pendikel  auf  die  drei  Coordinaten  -  Ebenen ,  so  heisst  das  Perpendikel, 
dies  senkrecht  auf  der  FZ- Ebene  steht,  also  parallel  mit  der  X-Axe 
it,  seine  Coordinate  a;,  ferner  das  Perpendikel  auf  der  XZ- Ebene, 
Icfaes  parallel  mit  der  F-Axe  geht,  seine  Coordinate  y  und  endlidi 
;  Perpendikel  auf  der  XF -Ebene,  welches  parallel  mit  der  Z-Axe 
It,  seine  Coordinate  %.  Wenn  also  (in  Fig.  XXXX.)  Pr,  Pq,  Pp  Per- 
idikel,  respecrive  auf  die  Ebenen  der  FZ,  XZ,  XF  sind,  so  werden 
se  in  derselben  Reihenfolge  die  Coordinaten  o?,  y,  s  des  Punktes  P. 

Denkt  man  sich  aber  um  den  gemeinsamen  Durchschnittspunkt  der 
ei  Coordinaten -Ebenen,  der  0  hcissen  mag,  mit  einem  beliebigen  Ra- 
18  eine  Kugel  beschrieben,  so  entstehen  durch  die  nach  allen  Seiten  hin 
liebig  Terlängerten  Ebenen  acht  Octanten  in  der  Kugel.  In  jedem  der- 
Iben  giebt  es  offenbar  einen  solchen  Punkt  P,  dessen  Abstände  von  den 
et  Ebenen,  absolut  genommen,  dieselben  sind,  wie  bei  dem  ersten 
lokt  Hierdurch  scheint  eine  gewisse  Unsicherheit  in  die  Bestimmung 
les  Punkts  durch  seine  Coordinaten  zu  kommen.     Diese  Unsicherheit 
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Yerschwindet  jedoch,  wenn  man  ebenso  wie  in  der  Ebene  den  Begriff  des 
Gegensatzes  in  Bezug  auf  die  Lage  zur  Hilfe  nimmt.  Welchen  Octaniea 
man  hierbei  als  den  ersten  annimmt  und  in  welcher  Reihenfolge  man  sie 
zfihlt,  ist  olTenbar  ganz  willkübrlich.  Es  seien  a,  6,  c  die  absoluten  Zah- 
lenwerthe  der  Coordinaten  eines  Punktes  P,  dann  werden  die  verschiede- 
nen acht  Punkte,  welche  dieselben  absoluten  Entfernungen  von  den  Coor- 
dinaten-Ebenen  haben,  in  Bezug  auf  die  Vorzeichen  sich  in  folgender 
Weise  bestimmen: 

der  Punkt  P^  durch  a?«  +a,  y==+6,  x=:+e 

-  -      P,      -     x^  —  a,jf=+b,z^  +  c 

-  -      P,      -     a;=  +  a,  y  =  — i,  sr=a  +  c 

-  -      P4      -     a?=: +  a,  y=  +  6,  ÄÄ=  — c 

-  -      P5      -     x  =  —  a,  y  =  — 6,«Ä  +  c 

-  -      Pi      -     0?=  — a,  y= +  ft,  Äa=— c 

-  -      P^      -     a?  =  +  a,  y"ä«  —  6,  Ä  = — c 

-  -      Pg      -     »==  — a,  jf=  — 6.  Ä=  — c. 

§.  2.  Man  kann  auch  die  Lage  eines  Punkts  im  Raum  durch  so- 
genannte Polar-Coordinaten  bestimmen.  Man  nennt  den  Inliieni 
Anfangspunkt  0  auch  hier  den  Anfangspunkt  oder  Pol,  die  geradli- 
nige Entfernung  des  Punktes  P  vom  Pol,  also  OP,  heisst  der  radtut 
vector  des  Punktes  P;  dann  wird  dieser  Punkt  vollständig  bestimmt  sein, 
wenn  man  die  Länge  dieses  radhts  vector  s=r  und  seine  Lage  keuit. 
Die  letztere  kann  auf  verschiedene  Arten  bestimmt  werden.  Einige  der 
gewöhnlichsten  mögen  hier  folgen: 

Wenn  man  Erstens  ein  Perpendikel  Pp  auf  die  XF- Ebene  iUlt, 
so  wird  der  Punkt  P  seiner  Lage  nach  vollkommen  bestimmt  durch  fol- 
gende drei  Grössen:  durch  seinen  radins  vector  OP^=^r,  durch  den  Win- 
kel XOp=^t^  den  Winkel  zwischen  der  Projection  des  raeb'us  oec^or  und 
der  X-Axe  und  durch  den  Winkel  Pop  ^b  ^,  den  Winkel  zwischen  dem  m- 
diu8  Victor  und  seiner  Projection. 

Die  Beziehungen  zwisdien  den  rechtwinkligen  und  diesen  Polar - 
Coordinaten  sind  höchst  einfach  aufzustellen,   nämlich  folgende: 

»  sac  r  .51»  d- 

yz=:r.co$d-.$int 
x^r.coM&.cost; 
die  umgekehrte  Bestimmung  ergiebt  sich  von  selbst. 
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Wom  man  Zweitens  durch  OP  und  OX  eine  Ebene  legt,  deren 
Neigungswinkel  gegen  die  XK- Ebene  »d  sein  mag,  während  der  ebene 
Winkel  XOP  durch  a  bezeichnet  werden  soll,  so  ergeben  sich  diese  Be- 
ziehnngen : 

yzsr.sina.cosd 

s  =  r.«tfta.5tn  J; 
woraus  sich  wieder  die  umgekehrten  Beziehungen   mit  Leichtigkeit  er- 
geben. 

§•  3.  Kehren  wir  wieder  zu  den  gewühnlichen ,  und  wie  oben  be- 
Torwortet  ist,  speciell  rechtwinkligen  Coordinaten  zurück,  so  wird  die 
Gleichung  x=sa  nichts  Anderes  bedeuten  können,  als  den  Complei  aller 
derjenigen  Punkte,  die  um  das  constante  Stück  a  von  der  FZ- Ebene 
enllemt  sind,  d.  h.  eine  Ebene,  die  in  der  Entfernung  a  von  der  FZ- 
Ebene  mit  dieser  parallel  gehl;  ebenso  ist  y=6  die  Gleichung  einer 
Ebene,  die  in  der  Entrernung  (  mit  der  XZ- Ebene  parallel  geht,  und 
z=c  die  Gleichung  einer  Ebene,  die  mit  der  XF- Ebene  in  der  Entfer- 
Dung  c  parallel  geht.  Die  Gleichungen  2;  =  0,  y  =  0,  s^O  bedeuten 
dann  selbstverständlich  die  Gleichungen  der  (respectiven  YZ^  XZ,  XF) 
Coordinaten- Ebenen  selbst. 

Nimmt  man  zwei  solcher  Gleichungen,  wie  etwa  a;  =  a  und  y^b, 
als  la  gleicher  Zeit  bestehend  an,  so  sind  dieses  die  Coordinaten  von 
lolchen  Punkten,  die  gleichzeitig  von  der  FZ- Ebene  den  Absland  a  und 
Ton  der  XZ- Ebene  den  Abstand  (  haben,  d.  h.  von  Punkten,  die 
iD  der  Durchschnittslinic  dieser  beiden  Ebenen  liegen,  die  respeciive  pa- 
rallel mit  der  YZ-  und  mit  der  XZ-Ebene  gehn.  Diese  Linie  sieht  na- 
törlich  senkrecht  auf  der  XF- Ebene  und  geht  also  parallel  mit  der 
Z-Axe. 

In  derselben  Weise  ist  die  Zusammensetzung  x^a  und  x^c  die 
Gleichnng  einer  Geraden,  die  parallel  mit  der  F-Axe  geht,  und  y  =  h 
nebst  %  =  e  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  parallel  mit  der  X-Axe 

Nimmt  man  die  speciellen  Werthe  gleich  Null,  so  erhilt  man  na- 
ürlich  als  Gleichung 
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der  Z-Axe:|    ^t.;  der  y-Axe:j    ~j.;  der  X- Axe:  |^"" -.. 

In  geboriger  coDscquentcr  Absturung  erhält  man  natürlich,  ivie 
schon  die  ursprünglich  ausgesprochene  Idee   angab,  als  Gleichung 
Punkts:  x=:a,  y  =  6,  x^c,  welche  Tür  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  in  a;  =  0,  y=0,  2^0  übergeht. 

Alan  kann  aber  diese  einfache  Betrachtung  in  umgekehrter  Aobtu« 
fung  noch  weiter  fortsetzen. 

Weil  ein  Punkt,  wie  soeben  bemerkt  wurde,  durch  seine  drei  Coor- 
dinaten  x  =  a,  y  =  b,  z*=^e  bestimmt  ist  und  weil  ganz  im  Allgemeinen 
drei  Gleicliungcn  mit  drei  unbekannten  Grössen  bestimmte  Werthe  fitr 
diese  drei  Grössen  geben  müssen  (unter  Umständen,  wenn  sie  von  höhe- 
rem Grade  sind,  auch  mehre  zusammengehörige  Systeme  Ton  Werthen), 
so  werden  jedenfalls  drei  Gleichungen  mit  drei  unbekannten  Grössen  stets 
einen  oder  mehre  Punkte  bedeuten,  deren  respective  Coordinaten  die 
sich  aus  jenen  Gleichungen  ergebenden  Werthe  der  Unbekannten  sind.  ^- 
Wenn  man  weiter  geht  und  sich  in  irgend  einer  der  Coordinaten-Ebenen, 
z.  B.  in  der  XF- Ebene  eine  beliebige  Curvc  denkt,  so  wird  deren  Na- 
tur durch  irgend  eine  Gleichung  zwischen  den  beiden  hierhergehfirigen 
Coordinaten  x  und  y  ausgedrückt.  Denkt  man  sich  nun  in  jedem  Ponkl 
dieser  Curve  ein  Pcq)endikel  senkrecht  auf  der  XK- Ebene  errichtet, 
so  erhält  man  natürlich  eine  cylindrische  Oberflädie,  welche  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  wenn  man  sie  durch  eine  Ebene,  parallel  mit  der  XF-Ebene, 
schneidet,  der  Schnitt  eine  der  ursprünglichen  congruente  Gurre  ist.  Es 
bedeutet  also  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Coordinaten  x  und  y  nicht 
allein  eine  gewisse  Curvc  in  der  XF- Ebene,  sondern  einen  ganzen  Cy- 
linder,  der  senkrecht  auf  dieser  XF- Ebene  steht  und  sie  in  der  dordi 
die  gegebene  Gleichung  bezeichneten  Curve  schneidet.  —  Das  Analoge  gilt 
natürlich  von  einer  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  x  und  %  alleiOf 
oder  zwischen  y  und  z  allein. 

Zwei  von  solchen  Gleichungen,  wenn  sie  zu  gleicher  Zeit  Giltigkeit 
haben  sollen,  gehören  natürlich  für  den  Durchsclmitt  der  beiden  durdi 
die  einzelnen  Gleichungen  dargestellten  Cylinder,  d.  h.  ganz  allgemein 
ausgesprochen,  für  eine  Curve  doppelter  Krümmung,  deren  nAhere  Be- 
trachtung in  die    Anwendung  der   Dilferenüalrechnung   auf  analytische 
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letrie  gehört  und  tod  der  gegenwärtigen  Untersuchung  ganz  auBge* 
ssen  bleibL  —  Dass  natürlich  zwei  Gleichungen  mit  je  drei  Varia- 
vollkommen  dasselbe  liefern^  als  die  beiden  eben  genannten  Glei- 
gen  mit  je  zwei  Yariabeln,  versieht  sich  offenbar  von  selbst,  da  man 
IS  zwei  Gleichungen  mit  drei  Variabein  durch  simple  Elimination  der 
I  oder  der  andern  Grosse  sich  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Variabein 
n  kann. 

Eine  einzige  Gleichung  zwischen  den  drei  Coordinaten  Xj  y  und  % 
,  die  Lage  irgend  eines  Punkts  im  llaum  oder  die  gegenseitige  Re- 
1  zwischen  den  Coordinaten  aller  derjenigen  Punkte,  die  zu  einem 
sn  Complex  gehören,  d.  h.  sie  wird  im  Allgemeinen  die  Gleichung  ei- 
Dberflädie  bedeuten. 
Ilat  man  zwei  .Punkte,  P|  und  P2,  mit  den  Coordinaten  o^iytiVi 
^y%^  und  denkt  mau  sich  durch  beide  Punkte  Ebenen  gelegt,  die 
Ud  mit  den  Coordinaten  -  Ebenen  gcbn,  so  entsteht  dadurch  ein  Pa- 
eiq^ipedum,  dessen  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Kanten 
'"^>  Si — ^2  9  ^1 — *i  sind,  und  dessen  Diagonale  die  Distanz  Pf  P] 
Da  aber  bekanntlich  das  Quadrat  der  Diagonale  gleich  der  Summe 
Quadrate  der  drei  Kanten  ist,  so  wird  die  Entfernung  zweier  Punkte 

laum  

=  V(a?i  —x^]^+~Oj^  —yj)^ +"(21—^2)* 
Ist  der  zweite  Punkt  P2   der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist 
=  0,  jf^scQ,  ^3==^  und  CS  wird  die  Entfernung  irgend  eines  Punkts 
rom  Anfangspunkt  der  Coordinaten 

Es  wurde  vorhin  bemerkt,  dass  eine  einzige  Gleichung  zwischen  den 
Coordinaten  o;,  y,  s  im  Allgemeinen  eine  Oberfläche  bedeutet.    Wir 
len  hier  zugleich  diejenige  Gieichimg  suchen,  welche  die  einfadiste  al- 
Oberflächen,  nämlich  die  Ebene,  bedeutet. 

Zu  dem  Ende  definiren  wir  die  Ebene  als  den  geometrischen  Ort 
r  derjenigen  Punkte,  welche  gleich  weit  von  zwei  gegebenen  festen 
d(tcn  entfernt  sind.  Diese  so  entstanden  gedachte  Ebene  wird  natür- 
i  senkrecht  stehn  auf  der  Mitte  der  Verbindungslinie  der  beiden  festen 
ikte.  Wenn  man  nun  a^  b,  c  und  a',  b' ,  &  die  Coordinaten  derbei- 
i  gegebenen  Punkte  und  x,  t/j  z  die  laufenden  Coordinaten  irgend 

16 
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eines  Punkts  der  Ebene  nennt,  so  wird  vermöge  des  soeben  gefandene 
allgemeinen  Ausdrucks  der  Distanz  zweier  Punkte  die  genannte  Eigenscfaal 
der  Ebene,  als  Gleichung  ausgedrückt,  diese  sein: 

oder  nach  einfacher  Reduction: 

2(a~a')a?  +  2(6— 6')y+2(c  — c')«=a»+»»+c»  — o'*— 5'»— c^ 
d.  h.  die  Gleichung  der  Ebene  hat  im  Allgemeinen  diese  Form: 

Ax+By  +  C%  +  D=:0 
wo  das  Wesentliche  offenbar  darin  besteht,  dass  die  drei  Coordinaten  na 
in  der  ersten  Potenz  vorkommen. 

§.  4.  Nachdem  man  aus  dem  vorigen  %.  erkannt  hat,  dass  die  Cid 
chung  einer  Ebene  die  drei  variabeln  Coordinaten  in  ihrer  ersten  Potci 
enthilt,  so  werden  natürlich  zwei  solcher  Gleichungen: 

Ax+By  +  Cz+D  =  (i 
A'x+B'y+C'z  +  D'  —  O 
in  ihrer  Co^xistenz  diejenigen  Punkte  darstellen,  welche  beiden  Ebene 
gleichzeitig  zukommen.  Diese  Punkte  können  aber,  da  sie  beiden  Ebene 
zu  gleicher  Zeit  angehören ,  nicht  anders  als  einer  einzigen  geraden  Lini 
angehören;  daher  werden  diese  beide  Gleichungen  in  ihrem  Zusammen 
hang  die  Gleichung  der  geraden  Linie  darstellen.  —  Da  es  natürlich  ohi 
die  geringste  Muhe  angänglich  ist,  die  eine  oder  die  andere  der  Variabel 
hinauszuschaffen,  so  dass  man  zwei  Gleichungen  mit  nur  zwei  Variabe 
erhält,  so  wird  man  als  allgemeinste  Gleichungen  einer  geraden  Lin 
zwei  lineare  Gleichungen  zwischen  je  zwei  der  drei  Coordinaten  aufstell< 
können,  und  diese  mögen  folgende  hier  durchgängig  angewandte  Norma 

form  erhalten: 

x=sax  +  a 

y=h%+ß. 
Jede  dieser  Gleichungen  hat  offenbar  für  sich  allein  eine  besondre  geom« 
trische  Bedeutung.  Die  erste  Gleichung  x^^az-^-a  bedeutet  zunäch 
eine  gerade  Linie  in  der  XZ- Ebene,  welche  mit  der  Z-kit  einen  Wh 
kel  bildet,  dessen  trigonometrische  Tangente  =a  ist,  aber  enthält  au( 
zugleich  die  richtige  Relation  zwischen  den  Coordinaten  aller  derjenige 
Punkte ,  die  in  einer  Ebene  liegen ,  welche  durch  die  genannte  Linie  gel 
und  senkrecht  auf  der  XZ- Ebene  steht.     Die  analoge  Bezidiung  find 
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bd  der  zweiten  Gleichung  statt  —  Wir  können  daher,  wenn  wir  gewis- 
sermaassen  in  den  Ausdrucken  anlicipiren  wollen,  die  Gleichung  x=ia%'\'a 
die  senkrechte  Projection  der  geraden  Linie  auf  die  XZ- Ebene  und 
y=ft«-i-/}  die  senkrechte  Projection  derselben  Linie  auf  die  FZ- Ebene 
nennen. 

Wenn  man  bei  der  Untersuchung  über  die  Theorie  der  geraden 
Linie  im  Raum  in  derselben  Weise  fortschreiten  will,  wie  wir  es  in  der 
Ebene  gethan  haben,  so  kommen  wir,  wenigstens  gewiss  nicht  auf  dem 
kürzesten  Wege,  zum  gewünschten  Ziel. 

Wenn  die  vorhin  mit  angeführte  Gleichung  a;  =  a24"tt  sowolil  die 
Bedeutung  einer  in  der  XZ-Ebene  liegenden  geraden  Linie,  als  auch  eine 
10  dieser  Linie  auf  der  XZ-Ebene  senkrecht  stehenden  Ebene  hat,  so 
nird  offenbar  nach  dem  Vorhergegangenen  das  a  die  trigonometrische  Tan- 
gente des  Winkels  bedeuten ,  den  die  Linie  x  ^  az  ^  a  oder  die  er- 
wähnte dorch  sie  geführte  Ebene  mit  der  Z-Axe  bildet. 

Ebenso  wird  in  der  zweiten  Gleichung  y=zhz  +  ß  der  Coeflicient 
h  denjenigen  Winkel  bedeuten,  den  entweder  diese  Projection  selbst,  oder 
die  durch  sie  gelegte  senkrecht  projecirtc  Ebene  mit  der  Z-Axe  bildet 

Wenn  wir  ferner  von  einem  Winkel  sprechen  wollen,  den  zwei  ge- 
rade Linien  mit  einander  bilden ,  so  kommen  wir  in  eine  neue  Verlegen- 
heil  dadurch,  dass  es  häufig  zwei  Linien  im  Raum  gicbt,  die  sich  nie- 
mals schneiden:  wir  müssen  daher  hier  nolh wendig  eine  neue  Erklärung 
Kr  die  Benennung  desjenigen  Winkels  in  die  Rechnung  einführen,  welcher 
TOQ  zwei  Linien  zwar  realiter  nicht  gebildet  wird,  aber  doch  dadurch 
eine  sinnliche  und  bildliche  Darstellung  und  Anschauung  erhält,  dass  man 
sich  durch  irgend  einen  willkührlich  angenommenen  Punkt,  also  z.  B. 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten-Axcn,  Linien,  mit  den  gegebe- 
nen parallel  gezogen  denkt. 

Denkt  man  sich  also  statt  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien:) 

1)P=^*  +  «*     und    j^  =  «««  +  «i 

xwei  andre  gerade  Linien,  welche  vollkommen  dieselben  Neigungen  gegen 
die  Axen  haben,  aber  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehn,  so 
Verden  deren  Gleichungen  nothwendig  diese  Form  annehmen: 
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Nimmt  man  nun  auf  jeder  dieser  Geraden  einen  Punkt  an ,  der  um  ein 
ganz  bestimmtes  Slück  r  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  entremt  ist, 
so  mögen  die  respectiven  Coordinaten  dieser  Punkte  x',  y\  %*  und 
x'* ,  y**,  z**  sein;  dann  hat  man,  da  diese  Punkte  in  den  genannten  Linien 
liegen,  natürlich  diese  Bedingungsgleiciiungen : 

Ihre  Entfernung  ist  nach  der  vorhin  angegebenen  Formel: 

Nun  ist  aber  x'^  +  y'^  +  a'^Är*,  weil  x\  y\  »'  die  drei  Kanten  eines 
Parallelepipedums  sind ,  in  welchem  r  die  Diagonale  ist,  und  aus  demsel- 
ben Grunde  a?"*+y"*  +  «"'=r*.  Ferner  ist  nach  den  gegebenen  Bc- 
dingungsglcichungcn : 

und  a?'*  +  y*+»'>=|ai»  +  ft|»+l|V  =  »'* 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt: 

«1  =  und  Äj  =  -p=: 


mitliin  wird  der  genannte  Ausdruck  für  die  Entfernung  der  beiden  Punkte: 


2  r^di  a,+6i  6,  +  1) 


Da  aber  andrerseits  die  Entfernung  dieser  beiden  Punkte  die  dritte 
Seile  in  einem  gleichschenkligen  Dreieck  ist,  dessen  beide  gleidien  Schen- 
kel gleich  r  sind  und  in  welchem  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel 
der  von  den  beiden  in  Rede  stehenden  geraden  Linien  eingeschlossene 
Winkel  ist  (der  wieder,  wie  schon  fr  Aber,  als  Winkel  einer  ersten  mit 
einer  zweiten  Linie,  einfach  durch  die  Nebeneinanderstellung  der  betref- 
fenden Zahlen  bezeichnet  werden  mag),  so  wird  dieselbe  Entfernung 

«-2r«m-i-(l.2)=:r  ^2— 2  .  co5  (1.2) 
Setzt  man  diese  beiden  gefundenen  Werthe  für  die  Entfernung  der  beiden 
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Punkte  einander  gleich,  so  erh&lt  man  nach  einfacher  Reducüon: 

end  hieraus: 

Vj(a,-a,)*+  (6i-6,)«+  (a,b^-a^b^)^\  ^^ 
am  (1.2)=  ^ : — !.  *) 

Wenn  die  zweite  Gerade  der  Reihe  nach  eine  der  drei  Coordiuaten« 
Axen  wird,  so  ist, 

wenn  sie  die  X-Axe  bedeutet,  ihre  Gleichung: 


1^1,  also  —  =  0, 
5=01'  aj 


wenn  sie  die  F-Axe  bedeutet,  ihre  Gleichung: 

!»  =  0)  1 

wenn  sie  die  Z-Axe  bedeutet,  ihre  Gleichung: 

a?  =  0) 

^l,  also  a«  =  0  und  62  =  0« 
y  =  OJ 

Hierdurch  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Winkel ,  welche  die  erste 
Linie  mit  den  drei  Axen  bildet: 


*)  Wenn  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  in  ihrer  allgemeinsten  Gestalt,  als  das 
Syilem  zweier  linearen  Gleichungen,  zwischen  drei  Variahein  gegeben  ist,  also  in  der 
GcsUlt: 

o'x  +  /9'y  +  y'i  +  J'  =  0 
nd  wenn  man:    ßy^ — ß*y  durch  « 

ya' — y*a      -      ß 

Wiekhatt,  so  wird : 

.,    ^.       «iffa+Ä?a+r'i?a 

coi(1.2)=  I  — /  '      -^ 

.  /.  ^>    ^{(«^A— «a?i)"+(?iyi~?ayi)*4-6'i«i--'5'i«i) 

IM  (1 . 2)  =  J =, -.. r== 
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cos (1 . g)  =  y-— -^' -==  und  analog:  €01(2 . a?) = -y=|^==== 

eos(l.y)  ^.    ,Aa_^V  coi(2.y)=       ^^,^^, 

CO«  (1 . «)  ==  .    ^  coi  (2 .  x) 


Wenn  man  die  hier  nebeneinander  stehenden  Ausdrflcke  mit  einan- 
der multiplicirt  und  alle  drei  addirt,  so  ergiebt  sich  durch  VerglddiUDg 
mit  dem  Torhin  gerundenen  Werlh  für  den  Cosinus  des  von  beiden  Linien 
gebildeten  Winkels: 
eos(l  .2)=co#(l.fl?).cos(2.a;)+  oos(l.y).cos(2.y)  +  co#  (1  •  s)  •  C0i  (2ji) 

Ebenso  ergiebt  sich  durch  Quadrirung  und  darauf  folgende  Addinuig 
der  drei  unter  einander  stehenden  AusdrQcke: 

co«»(l-a?)  +  co«*(l-y)  +  «o»*(l.«)  =  l. 
Femer  findet  man,  indem  man  den  ersten  Ausdruck  durch   den  dritten 

oder  den  zweiten  durch  den  dritten  dividirt: 

IL  »  — 77 — f  und  bi  =  r-^. 

^       co#(1.ä)  *        co$(L.z) 

Aus  den  allgemeinen  \  Ausdrucken  '[für  den  Cosinus  und  Siniu  des 

Winkels  zweier  Linien  erhält  man  unmittelbar  als  Bedingung  dafür»  dan 

beide  Linien  auf  einander  senkrecht  stehn: 

oder 

cos (1 . x) . cos (2 . 0?)  +eoi(l.y) .  cot  (2.y)  +  cos(l.«)  •  co$  (2.s)=:0 
und  dafür,  dass  sie  mit  einander  parallel  gehn: 

01  =  02  und  =:  Bs  6| 
oder 

cos  (1.0?) .  cos  (2.0?)  +  cos(l.y) .  cos(2.y)  +  C08(l.x).cos  (2.»)  »L 

Da  natürlich  alle  Punkte  in  einer  Ebene,  welche  mit  derZF-Ebene 
parallel  geht,  einerlei  Entfernung  von  dieser,  d.h.  einerlei  «-Coordinate 
haben  müssen^  so  wird  offenbar  x  =  c  die  Gleichung  einer  in  der  Entfer* 
nung  c  mit  der  XF- Ebene  parallel  gehenden  Ebene  sein  und  in  anabn 
ger  Weise  werden  yssih  und  x^a  die  Gleichungen  Ton  Ebenen  sein, 
welche  respective  in  der  Entfernung  6  mit  der  XZ-,  und  in  der  Entfer- 
nung a  mit  der  FZ- Ebene  parallel  gehen*     Indem  man   aber   weiter 


4. 
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lieisl,  80  wird  die  Cofoisteni  der  beiden  Gleichungen  x^a  undy=ft 
enigen  Pmkte  bedeaten,  welche  den  beiden  dadurch  beieichnelen  Ebe- 
,  zu  gleicher  Zeit  angehören,  d,  h.  ihrer  DurclischnitUlinie;  und  diese 
offenbar  eine  Linie,  die  parallel  mit  der  Z-Axe  geht,  also  ^senkrecht 
der  XF- Ebene  steht  und  letztere  in  einem  solchen  Punkte  triill,  des- 

Coordinaten  x=:a  und  ys'ft  sind.    Ebenso  bedeutet  f    "^    |    eine 

ade«  die  parallel  mit  der  F-Axe  und  |    31   i  ^'"^  Gerade,  die  pa- 

d  mit  der  X-Axe  geht«     Hieraus  folgt  dann  unmittelbar  unter  der 

äellen  Voraussetzung,  dass  man  a,  h  und  c  der  Null  gleichsetzt,  dass 

I  erhalten  muss: 

x=:0  und  2^=0  als  Gleichung  der  Z-Axe,' 
a?=0    -    «=0   -  -  -     F    . 

y  =  0    -    «  =  0  .  -  -    X    - 

|.  &.  So  wie  wir  in  der  Ebene  gewisse  Fundaroental-Aufgaben  Qber 

e  gerade  Linie  hatten,  so  giebt  es  auch  ganz  analoge  hier  im  Raum,  es 

d  blgdüAe : 

1)  Man  soll  die  Gleichung  einer  Geraden  finden,  welche  durch  ei- 

{  gegebenen  Punkt  geht   und  mit  einer    gegebenen   Geraden  parallel 

IL 

Es  seien  a/y'%*  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punkts  und 

x:^az  +  a 
y=h%+ß 
i  Gleichung  der  gegebenen  geraden  Linie,  dann  möge 

t  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  sein. 

Da  diese  letztere  zunächst  durch  den  gegebenen  Punkt  x'y'%'  gehen 
U,  so  müssen  diese  speciellen  Werlhe,  für  die  entsprechenden  Coordi- 
itea  in  deren  Gleichung  eingesetzt ,  dieselbe  verificiren;  man  hat  also 
cse  Bedingungsgleichungen : 

x'=Ax'+A' 
y'=Bz'  +  B' 
i  aber  zweitens  die  gesuchte  Gerade  mit  der  gegebenen  parallel  sein  soll, 
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■ 

80  hat  man  nach  der  vorhin  dafür  gernndenen  Bedingung  (s.  S.  126) 

B  =  h 
Wenn  man  also  aus  den  sechs  Gleichungen  die  Grössen  i,  B,  A'p  B'  eli- 
minirt, -so  findet  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Geraden: 

2)  Man  soll  die  Gleichung  einer  Geraden  finden,  die  durch  einen 
|[egebenen  Punkt  geht  und  auf  einer  gegebenen  Geraden  senkrecht  steht. 

Bei  dieser  Aufgabe  muss  vor  allen  Dingen  die  Bemerkung  vorausge- 
schickt werden,  dass  dieselbe  eine  unbestimmte  ist  und  es  nothwendig 
sein  muss.  Denn  nach  dem  früher  angegebenen  Begrifl*  versteht  man  un- 
ter dem  Winkel  zweier  Linien  im  Raum  den  ebenen  Winkel,  den  zwei 
durch  irgend  einen  Punkt,  etwa  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten, 
mit  ihnen  parallel  gezogene  Linien  mit  einander  bilden;  und  dieser  wird 
offenbar  immer  ein  rechter  bleiben  für  alle  Linien,  die  man  irgend  wie 
in  einer  Ebene  zieht,  die  senkreclit  auf  der  ersten  Linie  steht.  —  Damit 
nun  diese  Aufgabe  eine  bestimmte  werde,  muss  man  noch  irgend  eine 
Bedingung  hinzufügen  und  die  am  Nächsten  liegende  wird  offenbar  die 
sein,  dass  man  die  Forderung  stellt,  es  solle  die  zweite  Linie  die  erste 
wirklich  schneiden.    Wenn  man  aber  zwei  gerade  Linien  hat:        ^ 

1.    )^  =  «*^  +  «i|und2.P=^*  +  '^» 

und  man  die  Bedingung  stellt,  dass  sie  sich  schneiden  sollen,  so  müssen 
natürlich  für  den  Durchscimittspunkt  die  Coordinaten  Xj  jf,  x  in  den 
Gleichungen  beider  Geraden  dieselben  Werthe  haben.  Da  aber  vier  solcher 
Gleichungen  vorhanden  sind,  so  wird  man  diesen  nur  dann  durch  be- 
stimmte Werthe  von  drei  Grössen  (hier  x,  g^  x)  genügen  können,  wenn 
einer  gewissen  Bedingungsgleichung  zwischen  den  constanten  CoelBdentcn 
genügt  wird.  Diese  Bedingungsgleichung  erhält  man  aber  ofl'enbar  da- 
durch, dass  man  die  drei  Grössen  x,  y^  x  aus  jenen  vier  Gleichungen 
eliminirt;  sie  wird: 


—  129  — 

Wenn  wir  also  die  Gleichung  einer  Geraden 

S^-^Ä^  +  A' 

rj^B^  +  B' 
soeben,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  x*y*z'  geht,  so  werden  xu- 
nächst  die  Bedingungsgleichungen 

x'  —  Ax'  +  A' 

y'z=Bz'  +  B' 
erföUt  werden  müssen ,  wodurch  man  als  erste  Form  der  gesuchten  Glei- 
chungen diese  erhält: 

§-x^=A{^-%') 

und  da  diese  Gerade  auf  einer  andern 

x=ax  +  a 

y  =  b%+ß 
senkrecht  stehen  soll,  so  bat  man  zweitens  die  Bedingung: 

nd  nehmen  wir  drittens  die  Bestimmung  hinzu,  dass  die  gesuchte  Senk- 
rechte die  gegebene  Gerade  treffen  soll,  so  bekommen  wir  als  vierte  Be- 
dingungsgleicbung  zur  Auswerthung  der  vier  conslanten  Coefficienten  in 
den  beiden  Gleichungen  der  verlangten  geraden  Linie: 

a—A      a—A' 

Nach  gehöriger  Elimination  finden  sidi  als  Gleichungen  der  gesuch- 
ten Linie: 

fl(l-a;')+6(^-y')+(e-Ä0=0 
(M—x')(n'  —  hz'—ß)-iri  —  y')  ix'  —  ax'-a) 

+  (?-«').  j  6  (a?'-a)-.a(y'-i9)  j=  0. 
3)  Die  dritte  wesentliche  Aufgabe  ist  diese:  Man  soll  die  Gleichung 
einer  geraden  Linie  finden,  welche  die  beiden  gegebenen  Geraden: 


,   -  }  und  2.  {        . 


nicht  allein  schneidet,  sondern  auch  auf  beiden  senkrecht  steht. 
Wenn  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  die  Form  hat: 

x  =  Äz+A' 
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80  hat  man  lun&chst  als  BedingungsgleichaDgen,  daas  sie  sich  mit  deu  ge- 
gebenen schneidet: 

ii—B'^ß^—B' 

nnd  dafür,  dass  sie  auf  jeder  der  beiden  senkrecht  steht: 

a^i  +  ^B+l  —  O. 
Aus  diesen  vier  Gleichungen  kann  man  natörlich  die  vier  Grössen 
A^  B^  A\  B'  bestimmen;  ihre  wirkliche  Berechnung  dürfte  wohl  hier  kei* 
nen  besondem  Werth  haben. 

Ebenen. 

$.  S.  Wir  haben  oben  (S.  121)  eine  Ebene  als  den  geometrischen 
Ort  aller  deijenigen  Punkte  definirt,  welche  gleiche  Distanzen  Ton  iwei 
festen  Punkten  haben.  Es  giebt  noch  manche  andre  Definitionen  für  die- 
selbe; jedoch  scheint  die  genannte  manche  besondre  Vortheile  und  Be- 
quemlichkeiten für  die  an  den  Begriff  der  Ebene  sich  anschliessenden 
Entwickelungen  zu  haben,  so  dass  es  nicht  unzweckmSssig  sein  dürfte^ 
dieselbe  hier  festzuhalten. 

Es  waren  die  beiden  dortigen  festen  Punkte  durch  ihre  Coordinaten 
a^  h,  t  und  a',  (^  c'  als  gegeben  angenommen  und  dadurch  als  Glei- 
chung der  Ebene  gefunden: 

2(a— a')a?+2(6  — 60y+2(c— cOÄ=a«  +  6*  +  c»— a'»— 6'»— c'*. 
Nimmt  man  nun  den  einen  dieser  beiden  Punkte  (etwa  den  Punkt  a',  h\  &) 
zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  an,  setzt  also  seine  bisherigen  Coor- 
dinaten a'=:0,  B'ssO,  e'  =  0  und  benennt  ausserdem  die  Entfernung  der 
beiden  ursprünglichen  festen  Punkte  durch  d,  wobei  wohl  zu  beachten  ist, 
dass  gegenwärtig  -|-d  das  Perpendikel  ist,  welches  Tom  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  auf  die  Ebene  gefallt  worden ,  so  erhält  die  Gleichung  dieser 
Ebene  folgende  Gestalt: 

2aa7  +  26y+2c«=a*  +  i*  +  c*=d>. 
Sind  nun  aber  er ,  /9 ,  ;/  die  drei  Winkel ,  welche  die  JJnie  d  mit  den  drei 
Axen  bildet,  so  wird:  a^=^d^to$a,  bs^d.eotßf  e=id,co$y  und  folglich 
die  Gleichung  der  Ebene: 


—  ISl  — 

Vergleicht  man  aber  diese    Gleichung  mit  der  allgeqieinaten  Form  der 

Gleichung  einer  Ebene,   welche  doch  eine  Gleichung  des  ersten  Grades 

zwischen  drei  Coordinaten  ist,  nSmlich  mit: 

Äx  +  By+Cx+D^O 

so  erg^n  sidi  leicht  die  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienteii  dieser 

Gleichung  und  denjenigen  Grössen,   welche  die  geometrische  Lage  der 

durdi  sie  dargestellten  Ebenen  bestimmen: 

Ä^  2eo8a     B^  2cosß^    C^ 2co<y 

d'^         d    '    D'^         d    '   D^         d 

,  d      Ä  ^  d      B  d      C 

oder:     <o«a=r—  -  .  — ;  cosß^—j  .  -^;  cony^  —  -;^  .  ^. 

Wenn  man  diese  drei  Ausdrücke  zum  Quadrat  erhebt,  sie  sodann 
addirt  und  darauf  achtet,  dass  a^  ß,  y  die  drei  Winkel  sind,  welche  eine 
gerade  Linie  (nimlich  d)  mit  drei  rechtwinkligen  Axen  bildet,  fflr  welche 
fie  Summe  der  Quadrate  ihrer  Cosinusse,  also  co#a'-f-eos/?^  +  eoi}'^l 

sein  muss ,  so  erhält  man  für  den  Ausdruck  (  -ä*  )  d^^  Perpendikels,  wel« 

ehes  man  Tom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  die  gegebene  Ebene 
(Ult: 

d  _  D 

Hiemach  aber  findet  man: 

A 


COSeiezz 


B 

,  ^  yß^+B^  +  C^ 

c 

^  {I^  +  B^  +  C^ 

Da  wir  nun  aber  S.  126  gesehn  haben,  dass  in  der   Gleichung 

.  /»  I  ^er  -Geraden ,  die  wir  dort  durch  1.  bezeichnet  haben, 

die  CoefBcienten  a^  und  («  diese  Bedeutung  erhalten :  o«  =  — tt— ;  und 

cos \k  •  %) 


einer 


—  182 

.    _  co<(I*y>  ^Q j  jg^^  f^^^  J3g  Parallelgeha  dieser  Geraden  mit  eil 
'       cos  (1 .  s) 

iweiten  j    Zlh     X^\  ^^^  Bedingung  hat:   Hi  =  Os  und  i|  =  (2  9   »o 

folgt,  dass  eine  gerade  Linie,  die  mit  der  Linie  d,  welche  mit  den  Azen 

die  Winkel  a,  ß,  y  bildet,  parallel  geht,  also  wie  diese  auf  der  Ebene 

Ax+By  +  Cz  +  D=tO  senkrecht  steht«  zu  ihrer  Gleichung  nothweodig 

folgende  Form  haben  muss: 

eo$  a      ,  Ä 

€Osy  C 


Fögt  man  hier  noch  die  Bediägang  hinzu,  dass  diese  Linie  durch  einen 
gegebenen  Punkt  ^tj^  geben  soll,  wodurch  sich  die  beiden  Bedingungs- 
gleichungen 

ergeben,  so  erhält  man,  nach  deren  Subtraktion  von  den  vorigen: 

y— 7=-;p  •(»— w 

und  dieses  sind  die  Gleichungen  einer  geraden  Linie,  wel- 
che durch  einen  gegebenen  Punkt  $17^  geht  und  senkrecht 
auf  einer  gegebenen  Ebene  4»+ Äy+CÄ  + D=0  steht. 

Um  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  Linie  mit  der 
Ebene  zu  erhalten,  muss  man  diejenigen  Werthe  von  xyx  suchen«  wel- 
che sowohl  den  beiden  Gleichungen  der  Geraden ,  als  auch  der  Gleichung 
der  Ebene  genügen.  Um  diese  zu  erhallen,  ist  es  am  zweckm&sugsten, 
die  Gleichung  der  Ebene  in  folgender  Form  zu  schreiben : 

und  indem  man  hierin  für  x — ^  und  y — 37  die  Werthe  aus  den  Glei- 
chungen der  geraden  Linie  einsetzt,  so  erhält  man  zunächst  die  Darch- 


sdmilts-Goordiiiate  m  und  dana  natfirlich  mit  Leichtigkeit  die  beiden  an- 
dern nnd  nmr  ao: 


*-£=- 


A*  +  B^+C* 


_  B.\Ä^  +  Br]+  Cg+j[ 

*     '"■  A'^+B^  +  C^ 

_._  ^^^^  +  Bfl+C^+D\ 
^     ^  Ä^  +  B^+C^ 

Hieraus  ergiebt  sich  dann  auch  leicht  die  geradlinige  Entfernung  des  aus- 
serhalb liegenden  Punkts  S^^  von  dem  eben  gefundenen  Fusspunkt  des 
Perpendikels  oder  die  Grösse  der  senkrechten  Distanz  des  Ponkts  ^i;^ 
Ton  einer  Ebene  Ax  +  By  +  C» -i-D^O 


_A^  +  Btj  +  C^+D 

Wenn  wir  den  auf  S.  11  gefundenen  Ausdruck  für  die  senkrechte 
Eotfernung  eines  Punkts  von  einer  geraden  Linie  in  der  Ebene  mit  dem 
Torstehenden  vergleichen,  so  finden  wir  leicht  die  Analogie,  wenn  wir  in 
der  dortigen  Gleichung  der  Geraden  y=.ax  +  b  statt  der  Constanten  diese 

Werthe  setzen :  a  =  —  -t=-,  6«  — ^.    Hierdurch  geht  zunächst  die  Glei- 
chung der  Geraden  in  folgende  über: 

Ax  +  By  +  D  =  0 
und  der  dort  gefundene  Werth  der  Distanz  eines  Punkts  ^rj  von  dieser 

Linie  wird: 

__AS  +  Bf]  +  D 

f.  6.  Wenn  man  zwei  Ebenen  hat,  so  mögen  diese  durch  die 
grosMn  römischen  Zahlen  I  und  II  bezeichnet  werden,  während  die  klei- 
nen Zahlen  1  und  2  für  gerade  Linien  resenrirt  bleiben,  wie  sie  bisher 
dal&r  benutzt  wurden. 

Die  Gleichungen  zweier  Ebenen  mögen  sein: 

L    Ä^m+B^y  +  CgZ+D^^O 
und  II.    A2X  +  B^if  +  €^x+D2^0 


—  1$4  — 

Dann  werden  beide  Gleichungen  dordi  diejenigen  Werthe  vm  w,  y  und 

X  gleichzeitig  erfüllt  werden,  welche  zu  Punkten  gehören,  die  in  beiden 
Ebenen  zu  gleicher  Zeit  liegen ,  die  also  ihrer  Durchschnittalinie  angehö- 
ren. Die  Gleichungen  dieser  Linie,  wenn  wir  ihnen  die  oben  angenom- 
mene Normalform  für  die  gerade  Linie  im  Raum  geben,  werden  nach 
successiver  Elimination  von  y  und  a  aus  den  Gleichungen  der  beiden 
Ebenen : 

Äi  Dj  •*-  ^s^i  Ai  JBj — Ä2  Bg 

Ag  J?j — Aj  Ä|         ^1  Bf — Af  Ä| 
Wenn  man  von  den  beiden  Ebenen  annimmt,  dass  sie  uier  einen« 

der  parallel  sind,  so  müssen  die  Geofdinattn  aller  ihrer  Darchschaitta- 
punkte  unendlich  werden ,  es  muss  also  der  Nenner  AgB^ — A^B^  =0 
werden.    Und  wenn  man  diese  Gleichungen  anders  ordnet,  nämlich  so: 

Bj  Cj — Bj  C|        Bi  C2  —  Bj  Ci 

Ag  6j  —  Aj  Cg        Ag  C2  "■"  Af  Cg 
so  sieht  man,  dass,  wenn  z  unter  allen  Umständen  unendlich  werden  soU^ 
man  diesen  beiden  Bedingungen  genügen  müsse: 

i|C,-*i^(7|n:0  und  BgC^—B^Cg^O, 
oder  wenn  man  diese  in  andrer  Weise  schreibt,  in  Verbindung  mit  der 
Torigen  Bedingung: 

A2         B2         tf% 

Dieses  ist  also  die  hier  zugleich  beiläufig  gefundene  Bedingung  iwi- 
schen  den  CoelBcienten  der  Gleichungen  zweier  Ebenen,  damit  diese  un- 
ter einander  parallel  gehn. 

Wir  haben  im  vorigen  $.  gefunden,  dass  die  gerade  Linie,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  ^,  97,  ^  geht  und  senkrecht  auf  einer  Ebene 
Ax  +  By  +  Cx+D^O  steht,  sei: 

»—5=^  («—öl 


—  IÄ6  — 

Denken  irir  uns  nun  von  einem  nnd  demselben  Punkt ,  weldier  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaien  sein  soll»  wobei  also  |aO,  17«" 0,  (=^0 
sn  setzen  ist,  Perpendikel  auf  die  beiden  Ebenen  /  nnd  //  geOllt,  so 
werden  deren  Gleichungen  respectire: 

Der  Winkel  aber,  den  zwei  Ebenen  mit  einander  bilden,  ist 
dem  Winkel  >  den  zwei  auf  ihnen  senkrecht  stehende  Linien  mit  einander 
bilden,  entweder  geradezu  gleich,  oder  er  ist  sein  Supplement  zu  zwei 
Rechten.  Die  Cosinusse  beider  Winkel  sind  also,  wenn  man  von  dem 
Vorzeichen  abstrahirt,  gewiss  einander  gleich.  Wenn  man  daher  den  auf 
S.  125  gefundenen  Ausdruck  für  den  Cosinus  des  Winkels  zweier  Linien 
za  Hilfe  nimmt  nnd  darin 

seUt,  so  erhält  man  den  Cosinus  des  Winkels  zweier  Ebenen: 

^    .                  -    ,         ,.         ,      .       A        cosa     ^  B      eosß 
Da  im  voriffen  §.  bemerkt  wurde,  dass  -77  =  und  77  =  — *- 

sei,  wobei  a,  /?,  y  die  drei  Winkel  bedeuteten,  welche  die  Linie  d,  d.h. 
ein  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  die  Ebene  gefUltes  Perpendi- 
kel, mit  den  drei  Coordinaten  -  Axen  bildete,  so  wird,  wenn  man  noch 
beachtet ,  dass  cos  a^  -f  cos  ß^  +  cos  /^  =  1  sein  muss ,  der  Cosinus  des 
Winkels  zweier  Ebenen  auch  diese  Gestalt  annehmen  können: 
cos  (LII)  =  cos  Ol  •  cos  a,  +  cos  ßi .  cos  ß^  +  cos  y^ .  cos  y^ 

Der  Winkel  endlich,  den  eine  auf  einer  Ebene  /  senkrecht  stehende 
Linie  mit  der  X-Axe  bildet,  ist  offenbar  gleich  dem  Wmkel,  den  jene 
Ebene  i  mit  der  FZ- Ebene  bildet;  ebenso  natflrlich  in  Bezug  auf  die 
andern  Axen  und  andern  Coordinaten -Ebenen.  Hierdurch  erhält  man  ei- 
nen dritten  Ausdruck  für  den  Cosinus  des  Winkels  zweier  Ebenen: 
cos{IJI)  ^cos  {I.yx).eQ${II.yt)+e0s(I'X%).cos(II.xz) 

+  co«(/.a?y).cM(//.»y) 


—  1S6  — 

Den  Werth  das  Sinus  des  Winkels  der  beiden  Ebenen  findet  man 
aus  dem  erhaltenen  Werth  seines  Cosinus,  nSmlich: 

Sollen  die  beiden  Ebenen  auf  einander  senkrecht  stelin, 
so  muss  der  Cosinus  ihres  Winkels  cos (/.//) =0  sein,  es  wird  also  in 
diesem  Fall  dieser  Bedingung  genügt  werden  müssen: 

oder :     cos  a^  cos  a^ + cos  ß^  cos  ß^  +  cos  y^  cos  ya  ==  0 
oder :     cos  (I.y%)  •  cos  {H*yx)  +  eos{J.xx).cos  (II  .xx) 

+  cos(I.xy).cos(II.xy)  =0 

Sollen  dagegen  die  beiden  Ebenen  einander  parallel  sein, 
so  muss  der  Sinus  ihres  Winkels  #tii(i.//)  =  0  sein.  Da  aber  der  Zäh- 
ler des  Bruchs,  welcher  den  Sinus  ausdrückt,  die  Summe  von  drei  Qua- 
draten ist,  so  kann  er  nicht  anders  der  Null  gleich  werden,  als  wenn  je- 
der einzelne  Term  für  sich  gleich  Null  wird,  wodurch  man  diese  drei  Be- 
dingungen erhält: 

welche  sich  auf  die  schon  Torhin  (S.  134)  gefundenen  zurückführen: 

Ä^      JBj       C2 

Aus  den  gefundenen  Ausdrücken  für  die  Gleichungen  der  Durch- 
schnittslinie zweier  Ebenen  /  und  //  erhält  man  auch  leicht  die  Gleichun- 
gen für  die  Durchschnitte  einer  Ebene  /  mit  den  drei  Coordinaten- Ebe- 
nen, indem  man  der  Reihe  nach  die  zweite  Ebene  //  als  die  der  yx,  der 
XX  und  derxy  nimmt,  deren  Gleichungen  in  derselben  Reihenfolge  sind: 
09=0,  y=0,  1  =  0.  Die  Gleichungen  dieser  Linien  werden  wieder  in 
derselben  Reihenfolge: 

By  +  Cx+D=0 

x  =  0 

Ax  +  Cx  +  D^O 

y=0 

Äx+By+D:=:0 

isO 


I 
I 


—  m  — 

Diene  Linien  führen  den  Namen  der  Knötenlinrefni  der  fegebenen 
Ebene  in  d«ft  versdiiedenen  Coordinaten- Ebenen. 

Ebenso  wie  man  die  Gleichungen  der  Durchicbnittslinien  einer  Ebene 
mit  den  drei  Coordinaten -Ebenen  aus  den  Gleichungen  der  Durchschnitts- 
iinie  zweier  Ebenen  im  Allgemeinen  geronden  hat,  ebenso  kann  man  auch 
die  Neigungswinkel  einer  Ebene  gegen  die  einzelnen  Coordinaten -Ebenen 
aus  dem  Wertli  (S.  135)  des  Cosinus  des  Neigungswinkels  zweier  Ebenen 
im  Allgemeinen  ableiten. 

Soll  die  zweite  Ebene  die  FZ-Ebene  sein«  somuss  ihre  Gleichung  ws=0 

B  C 

werden,  d.  h.  man  muss  haben :  -^^  =  0  und  7^  =  0 ,   wodurch  der   ge- 

A»  A2 

nannte  Cosinus  übergehl  in: 

Bedeutet  die  Gfeichting  //  die  Ebene  der  X 2,  so  muss  sie  ystO 

A  C 

ntfden,  also  muss  -^^  a=  0  und  -5^  =  0  werden,  dann  erhilt  man: 

Versteht  man  endlich  mitef  der  Gleichung  //  die  Ebene  der  XF, 

Ä  B 

80  dass  sie  ^^==0'  Werden  muss,  dann  hat  man  tt  ^  0  tmd  jr^^^osA 

es  ergiebt  sich 

cfts(f,flgy)3=  ■    I         V  ^^sin  (/•«). 

VV  +  VTö^ 

Hier  konnte  man  geradezu  z*B.  den  cos{I.3%)  gleich  dem  ttn (/.ff) 
seUe»,  weil  der  Winkd  einer  beliebigen  Ebene  mit  der  FZ- Ebene  of- 
fenbar den  Winkel  derselben  Ebene  mit  der  X^Aze  zu  einem  Rechten 
o^zt.  Ebenso  in  den  beiden  andern  Fällen.  Man  wird  aber  auch  in 
ähnlicher  Weise  den  Neigungswinkel  irgend  einer  Linie  gegen  eine  belie- 
bige Ebene  bestimmen  kOnnen.    Es  sei  gegdben 

fx^saz  +  a 
—  Ä     4-fi 
und  die  Ebene    I.  Ax+By  +  CM+D^O 
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Nach  S.  132  ist  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  durdi  irgend  ei- 
nen Punkt  x^y'%'  geht  und  auf  letzterer  Ebene  senkrecht  steht: 

Da  aber  offenbar  der  Winkel ,  den  diese  Gerade  mit  der  gegebenen  Gera- 
den 1.  bildet,  den  Neigungswinkel  (/.  1)  zu  einem  Rechten  ergänzt,  so  er- 
hält man  nach  S.  125,  wenn  man  in  der  dortigen  obersten  Formel  a|=sa, 

»1  =  6,  fl,  =  — ,  Jj=  — seUt: 

.  ,-  ,,  Äa  +  Bb  +  C 


oder  wenn  man  die  auf  S.  126  und  auf  S.  137  angeführten  Relationen 

benutzt : 

$in{I.l)s=:cos{Ifyz).eos{l.x)  +  co8(Ii»w»)  *  C08{i.y) 

+  cos  il'Xy) .  cos  (l.s). 

Vorhin  (S.  136)  wurden  die  Gleichungen  der  Knotenlinien  einer 
Ebene  Ax  +  By+C%+D=zO  in  den  drei  Coordinaten- Ebenen  geftu- 
den.  Aus  diesen  lassen  sich  natürlich  auch  sehr  leicht  die  Winkel  be- 
stimmen,  welche  diese  KnotenUnien  mit  den  difei  Axen  bilden.     Wenn 

man  nämlich  die   Knotenlinie  in    der    FZ- Ebene   durch  o;,  die  in  der 

XZ- Ebene  durch  y  und  die  in  der  XF- Ebene  durch  x  bezeichnet,  und, 
wie  bisher  immer  geschehn,  unter  zwei  unmittelbar  neben  einander  ge- 
stellten, nur  durch  einen  Punkt  getrennten  Symbolen  den  von  diesen  bei- 
den gebildeten  Winkel  versteht ,  so  ergiebt  sich  (wenn  man  von  den  Yor- 
xeichen  abstrahirt,  welche  nur  durch  eine  bestimmte  Uebereinkunft  wegen 
der  Zählart  der  Vi^nkel  eine  Bedeutung  erlangen  können)  ans  den  erwähn- 
ten Gleichungen  unmittelbar: 

ttmg  {x.x)  =  j  fang  (» . y)  =  — 

tmg  (y .«)« -j  fang  (y  .a;)=  — 

tang{w.y)  —  —  tangix.x)^-^ 
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Diese  drei  Knetenlinien  bilden  ein  geradliniges  Dreieck,  von  welchem 
die  in  der  FZ- Ebene  liegende  Seite  ist:  =  5-7^  .  yJW+C* 

Um  ij 

xz     -         .       -     -   =  ^  •  >'"^^+^' 

-  -  -  xy    .        -       -    -   =  j^  •  V^iMTP 

Die  Winkel  dieses  Dreiecks,  also  die  Winkel  je  zweier  Knolenlinien,  finden 
sich  auch  leicht,  nämlich: 

"   ^     ^      B.C     "  cos(Lxz).cos(Lxy) 


lonjf  (« . J)  = -—  .  Vi*  +  Ä*+C»  = 


CA  *  ^  cos{I.xy).cos{I.yz) 

^  ^  C        /  ^t  .  ,.t  .   ^  co$(I.xy) 

*^     ^'       Ä.B     '  co8(I.yx)  .cosil.xz) 

§.  7.  Auch  in  Beztig  auf  die  Ebene,  ebenso  wie  bei  den  Linien 
(sowohl  in  der  Ebene  als  im  Raum)  giebt  es  gewisse  Aufgaben,  die  man 
ab  Tundamenlale  betrachten  muss.    Es  dürften  etwa  folgende  sein. 

1.  Aufg.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  soll  eine  Ebene  gelegt 
werden,  die  mit  einer  gegebenen  Ebene  parallel  geht. 

Es  sei  der  Punkt  durch  seine  Coordinaten  x\  y',  %*  gegeben  und 
die  Ebene  durch  die  Gleichung  Aa;  +  By+Cx 4-^=0.  Femer  sei  die 
Gleichung  der  gesuchten  Ebene: 

^'§+Ä'7  +  C'f+D'  =  0 
Dann  hat  man  zur  .Bestimmung  der  CoefGcienten  dieser  letstem,  weil  sie 
durch  den  Punkt  x'^  y',  z'  gehen  soll,  zunächst  diese  Bedingungsgleiehung : 

Ä'x'  +  B'y^  +  C'z'  +  D'  =  0 
und  weil  sie  zweitens  mit  der  gegebenen  Ebene  parallel  gehen  soll,  noch 
diese  beiden  Bedingiwgen  (s.  S.  136): 

A  "^  B  "  C 

^        Ä'       Ä         ,  B^       B 
Oder    ^  =  -  ««dc^=C 

Setzt  man  die  hieraus  gefundenen  Wertbe  in  die  angenommene  Förmdei' 
Gleichtfng  der  gesucht^sn  Ebene,  so  findet  mau  ftir  diese: 
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2.  An  fg.     Durch  einen  gegebenen  Punkt  soll  eine  Ehmp  gdegjt 
werden,  die  parallel  mit  zwei  gegebenen  Geraden  geht. 

Wenn  man  im  Allgemeinen  die  Gleichung  einer  Ebene  hat 

Ax+By  +  Cz  +  D==0 
und  ebenso  die  beiden  Gleichungen  einer  geraden  Linie: 

a X +by+cz+d =0 

so  findet  man  nalArlich  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  Linie 
mit  der  Ebene»  indem  man  diese  drei  Gleichungen  als  coSxistirend  be- 
trachtet und  aus  ihneu  o?»  y  und  z  berechnet    Man  erUUt: 

N 

P(ac'—a'c)+Ä(ed'—e'd)  +  Cia'd—ad') 

'  N 

D(.a'b  —  ab')  +  A{b'  d—bd')4-BCad'—a'  d) 

•  « _ 

WO  der  gemeinsame  Nenner  N  folgenden  Werth  hat: 

N'^A{he'—h'c)  +  B{a'c—ac')+C{aV—a'l). 

..Soll  nun  die  gerade  Linie  mit  der  Ebene  parallel  geba»  so  mOi^ 
ulle  drei  Coordinaten  des  Diu^cbschnittspunkts  in  die  Unendlichkeit  fallen; 
es  muss  daher  der  gemeinsame  Nenner  N=0  sein« 

Unsre  vorliegende  Aufgabe  verlangt  nun,  dass  «ae  gesuchte  Kbana 

Ax+By-i-Cz+D^O 
dardh  eineo  gegebenen  Punkt »  dessen  Coordinaten  d9,  y»  s  sein  mögen, 
gehn  soll 

Man  hat  daher  zunächst  diese  Bedingungsgleichung 

Ax'  +  By'  +  Cz'+D^O, 
durch  deren  Subtraction  von  der  Gleidiung  der  gegebenen  Ebene  man  als 
Gleichung  der  gesuchten  erhält: 

A{x—x')  +  B(y—y^  +  C(z—z')^0. 

Da  ferner  diese  Ebene  auch  mit  zwei  gegebenen  geraden  Linien  pa- 
nlle}  Wkeß  fi)Ui  dercm  Gleichungen  die^e  sein  mögen: 
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«0  bat  man  uoh  der  soeben  gemaehteo  Beoeriuiog  diesen  beiden  Bedia- 
goBgea  m  genigen: 

^0»iyi'-A'yi)+i'(yi«i'-yi'«i)+c(«i/J«'-V/?i)«« 

ODd     ^(Äyt'-Ä'y2)+Ä(>^«,'->^'«i)  +C<crtÄ'-at'A)=fl 
oder  wenn  man  die  auf  S.  125  in  der  AnmerJoing   angewandte  Beieich- 
BttDg  wieder  benutzt: 

und    a,il  +  PjJJ+y,C  =  0. 
Indem  man  aus  diesen  beiden  und  aus  der  bereits  geftmdenen  Gleicbung 

(0?— a?0^  +  (»—  y)B  +  («— «0C^=0 
die  Grössen  i,  B»  C  eliminirt,  erhält  man  für  die  gesuchte  Ebene: 

(ßin—hn)  •  («?—»')  +  (yiOi— yi«i)  •  (y— »0 

3.  Au  fg.  Es  soll  die  Qeidiung  einer  Ebene  gefunden  werdeoi 
welche  durch  drei  gegebene  Punkte  geht. 

Es  seien  die  Coordinaten  des  ersten  Punkts  a^i^i^i»  die  des  sswei- 
^  x%9t^  und  die  des  dritten  x^g^^^;  die  Gleichung  der  gesttchten 
EbeM  sei  Äx  +  By +  Cz  —  D^O. 

Dann  hat  man  zur  Bestimmung  der  Cioefficienten  A^  B,  C,  D  diese 
drei  Bedingungsgleichungen: 

Ax^  +  By^  +  CK^  —  D=0 
Äx^+By^-^Cz^—D^O 
i4a?,+By,  +  C*,  — 1>«0 

ABC 

woraus  man  für  -^,  — ,  —  drei  Brüche  mit  gleichen  Nennern  er- 
hält, bei  welchen  man,  da  rrnüAyB^C^B  mit  einer  beliebigen  Zahl  multi- 
plidreo  oder  diridiren  kann,  folgern  darf,  dass  Zähler  gleich  Zähler  und 
Nenner  gleich  Nenner  sind,  also: 

Ä«  («X  «1  —  *»  a?i)  +  («t  a?, — *a  1?,)  ■♦•  («I  a?i -^«1  af,) 

Diese  einzelnen  CoellGcienten  haben  eine  besondre  geometrische  Bedeu* 
Umg.    Nennt  man  nämlich  T  die  doppelte  Flädie  des  Dreiecks ,  welches 
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swischen '  den  drei  angMietttteehed  Punkten  liegt  und  ntont  man  ferner 
Tx,  Tyy  Tz  die  doppellen  Flächeninhalte  der  senkrechten  Projectionen  die- 
ses Dreiecks,  respectiye  auf  die  YZ,  XZ  und  XF «Ebenen,  so  ergiebt 
sich  ganz  einlach  nach  8.  6,  dass 

i-r,,   Ärrfy,    C^T, 

wird.  —  Um  auch  zur  geometrischen  Deutung  des'  vierten  GoefQcienten 
D  zu  gelangen,  mögen  für  einen  Augenblick  a^  ß,  y  die  Winkel  bedeu- 
ten, welche  die  Ebene  des  Dreiecks  -^J  mit  den  drei  Coordinaten-Elbe- 
nen  bildet,  dann  hat  man  nach  S.  40  u.  41,  Anmerk. 

I  ?  •  I 

Tx^T.cosa 

Ty=:T.COSß 

r,  =r.co»y 

Da  aber  cc,  ß,  y  die  drei  Winkel  einer  Ebene  mit  drei  recfatwinkligen 
Ebenen,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  drei  Winkel  einer  Geraden  mit  drei 
rechtwinkligen  Axen  sind,  weiche  bekanntlich  diese  gegenseitige  Relation 
unter  einander  haben,  dass  C05a*+ co»/S*  +  co»y*=l  ist,  äo  wird: 

öder  nach  der  obigen  Bedeutung  der  veHBchiedcneh  dureh  Projection  eofr- 
standenen  7: 

d  '  . 

Wenn    man     andrerseits    -^  das  vom  Anfangspunkt  der  Coordina- 

ten  auf  die  Ebene  des  Dreiecks  -^-f-fefällte  Perpendikel  nennt,  so  ist, 
natürlich  von  dem  Vorzeichen  abstrahirt,  da, es  sich  hier  nur  um  den  ab- 
soluten Werth  handeln  kann,  nach  S.  131 

■  I  : } '  ' 

d  D 


Durch  Yergleicbung  dieser  beijleh  Resultate  ergiebl  sich  natärlich: 

Nennt  man  aber  P  den  kufbindieh  Inhalt  einer  Pyramide ,  dessen  Grund- 
fläche das  DreiälA  -|-r  und  ddssen  H6he  -^4  ist,  so  dabs  die  Spitze  der- 
selben im  Anfhngspnnkt  der Goordinaten  liegt,  sowirdnatfirtich  ^=^d.r, 
mitbin  ergiebt  sieh : 


Es  ist  also  die  vierte  Constante  in  unsrer  Gleidiung  der  Ebene, 
welche  darch  drei  gegebene  Punkte  geht,  gleich  dem  sechsrachen  Kubik- 
inhalt einer  Pyramide ,  deren  Grundfläche  das  durch  die  drei  gegebenen 
Punkte  bestimmte  Dreieck  ist  und  deren  Scheitel  im  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  liegt;  oder  aueh  gleich  dem  Inhalt  eines  Parallelepipedums, 
weldies  zwischen  den  drei  gegebenen  Punkten  und  dem  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  gebildet  werden  kann. 

Wenn  man  die  auf  diese  Weise  gefundenen  Werthe  von  Äy  B,  C,  D 
in  die  obige  Gleichung  Ax  +  Bg+Cz  +  D^Q  einsetity  so  geht  dieselbe 
in  folgende  über: 

iflj.r,  +  -J-y.Ty  +  ^z.T,  =  P. 

Da  nun  aber  7^,  Ty,  Ts  die  senkrechten  Projectionen  des  Dreiecks 
f  auf  die  drei  Coordinaten •  Ebenen  bedeuten,  wy»  aber  die  Coordinaten 
irgend  eines  Punkts  in  der  Ebene  des  Dreiecks  T  sind,  und  da  femer  der 
dritte  Theil  des  Produkts  aus  Grundfläche  und  Höhe  den  kabischen  In- 
Ul  einer  Pyramide  bedeutet,  so  druckt  obige  Gleichung  folgenden  merk- 
wArdigen  Satz  ans: 

Wenn  die  Fläche  T  eines  Dreiecks  auf  die  drei  recht- 
winkligen Coordinaten-Ebenen  projectirt  wird,  so  ist  die 
Summe  der  körperlichen  Inhalte  derjenigen  drei  Pyrami- 
den, deren  gemeinsamer  Scheitel  ein  willkQhrlicher 
Punkt  Xy  y,  %  in  der  Ebene  des  Dreiecks  T  ist  und  deren 
Basis  jene  drei  projecirten  Dreiecke  s  nd,  gleich  dem  kör- 
perlichen Inhalt  der  Pyramide,  deren  Scheitel  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  liegt  und  deren  Basis  das  Dreieck 
r  ist. 

Femer  hatten  wir  nun  vorhin  (S.  142) 

Nehmen  wir  hierzu  ein  zweites  Dreieck  P,  welches  in  einerlei  Ebene  mit 
dem  Dreieck  J  liegt ,  so .  haben  wir  natürlich  bei  der  analogen  Bezeidi- 
nang  der  projecirten  Dreiecke 

Es  war  aber  oben:  7:c  =  reosa,  T^=Tco8ßy  Tt^Tcosyy 
ebenso  wird  hier:Xps:2YMsa,  T^±=iTco$ß,  Pi^Ttoty, 
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also         li-^       li-Hl       Il-Tl 

Wenn  man  nim  die  Gletchung:  r>a  V+T^'  +  J«^  durch  T  iini 
wMJureh  äe  wird: 

Z£     T   \l.   Zl     T    J-_     T 

und  hierin  die  eben  gefundenen  Beziehungen  benutzt,  so  erhält  man 

TV  TV  TV 

oder   r.r=r,.r',+ry.ry+r,.n. 

Wenn  man  diese  Gleichung  mit  2  multiplicirt  und  dann  die  bei< 
frühern : 

und  r^—r^'+r^'+r,» 

UiAzuaddirty  so  folgt: 

Nimmt  man  hienu  nodk  ein  drittes,  viertes  u.  s.  w.  Dreieck,  so  ki 
man  sich  daraus  ein  Viereck,  Fünfeck  u.  s.  w.,  überhaupt  ein  geradli 
ges  Polygon  zusammengesetzt  denken,  in  Bezug  auf  welches  dann  der  ai 
loga  Satz  gilt.  Und  wenn  man  sich  auch  noch  irgend  eine  krummlin 
Figur  aus  unendlich  kleinen  Dreiecken  zusammengesetzt  denkt,  so  erl 
man  ganz  allgemein  diesen  Satz: 

Das  Quadrat  des  Flächeninhalts  jeder  ebenen  Fig 
ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  ihrer  Projectionen 
drei  senkrecht  aufein  and  erstehenden  Coordinaten-Eben< 

§•8.  Wir  haben  im  vorigen  §.  gefunden,  dass  T^sj^s^  Ty^+l 

oder  =i*  +  B*  +  C*  ist,  ferner  co8a=  -^,  co5/?=-^,  c05/=:  -^ 

es  waren  aber  a,  ß,  y  die  Neigungswinkel  dier  Ebene  des  Dreiedu,  a 
wird  man  bei  der  schon  flrüher  gebrauchten  Bezeichnung  erhalten: 

A 


cos(/.ys)=a  stfi(/.a;) 
eoi  (/.x«)  SB  sin  (/•$) 


B 

c 
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Es  war  aber  das  Perpendikel  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
auf  die  Ebene  =  .  .     Bezeichnet  man    dieses   Perpendikel 

darch  it,  so  geben  die  vorigen  Gleichungen 

B=  •=-.cos(/.a?»)  =  -5-.Äm(/.y) 

{?  =  —  .cos(/.ajy)  =«-^.iin(/.Ä). 

Setzt  man  diese  Werthe  für  il,  £,  C  in  die  Gleichung  der  Ebene,  so  er- 
hält man  zwei  neue  Formen  für  diese  Gleichung,  nämlich: 
x.8in{I.x)  +y.5m(/,y)  +».»m(/.«)  =R  ....g 

oder    x.eo$(L}fz)  +  y.cos(I.xz)^+z.cos{I.xtf)=R....^ 

Hieraus  folgt  dann  femer  eine  Form  für  die  Gleidiung  der  Ebmt, 
welche  der  auf  S.  11  für  die  gerade  Linie  gefundenen  analog  ist.  Nennt 
wm  nämlich  a,  b^  e  die  Stficke ,  welche  die  Ebene  von  den  drei  Coordi- 
iiilta-Axen  abschneidet,  so  ist 

»in (7.0?)=  — ,  »in(/.y)=  y,  »m(/.Ä)=:  — 

Setzt  man  dieses  in  die  erste  der  beiden  vorhin  gefundenen  Gleichungen 
(S)y  do  erhält  man: 

T  +  T  +  T      * 
a       Q       c 

oder    hcx  +  acy'jrabx=:abc. 

§.  9.  Wenn  man  die  zweite*der  im  vorigen  §.  genannten  Gleichun- 
gen  (cT)   mit  -j-F  mulliplicirt,   wo  F  die  Fläche  irgend  einer  ebenen 

Figur  in  der  durch  diese  Gleichung  (jcT)  ausgedrückten  Ebene  bedeutet, 
80  erhält  man  unmittelbar  den  im  vorletzten  §.  bewiesenen  Satz  von  der 
Pyramide ,  nur  hier  unmittelbar  ausgedehnt  auf  jede  beliebig  vielseitige 
Pyramide  oder  auch  auf  jeden  kegelförmigen  Körper. 

Einen  diesem  erwähnten  ganz  ähnlichen  Satz  erhält  man  aus  der 

Gleichung  S  des  vor.  §.  Fällt  man  nämlich  von  irgend  eiiem  Punkt  A 
der  gegebenen  Ebene  ein  P^^ndi|bel  >U  auf  die  X IT- Ebene,  von  B 

iO 
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wieder  ein  Perpendikel  BC  auf  die  gegebene  Ebene«  fo  ist  in  dem  bei  C 
rechtwinkligen  Dreieckig  SC  die  Hypothenuse  ÄB^=^%  und  <^ABCssc{I.z), 
mithin  das  von  B,  der  Projection  des  Punkts  A  in  der  XF-^  Ebene ,  auf 
die  gegebene  Ebene  zurückgefallte  Perpendikel  BC^x.$in{L%).  In  der- 
selben Weise  werden  y.«n(/.y)  und  x.sin(I.x)  die  von  den  Projectio- 
nen  des  Punktes  Ä  respective  in  den  XZ  und  FZ- Ebenen  auf  die  gege- 
bene Ebene  zurückgeeilten  Perpendikel.  Die  genannte  Gleichung  S  spricht 
also  diesen  Satz  aus: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkt  einer  als  gegeben 
angenommenen  Ebene  Perpendikel  auf  drei  rechtwinklige 
Coordinaten-Ebenen  fällt  und  von  den  auf  diese  Weise  er- 
haltenen Projectionspunkten  wieder  Perpendikel  auf  die 
gegebene  Ebene  zjurückfällt,  so  ist  die  Summe  dieser  drei 
letztgenannten  Perpendikel  gleich  dem,  welches  man  vom 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  die  gegebene  Ebene 
f&llen  kann. 

Aus  diesem  Satz  lässt  sich  aber  unmittelbar  Folgendes  sdiliessen: 

Wenn  man  in  der  gegebenen  Ebene  irgend  eine  belle- 
bigePigur  annimmt  und  darüber  4pyramidische  oder  kegel- 
förmige Körper  beschreibt,  deren  Spitzen,  bei  einem  der 
Anfangspunkte  der  Coordinaten,  bei  drei  andern  die 
Projectionen  irgend  eines  Punkts  der  gegebenenEbene  in 
den  drei  andernCoordinaten-Ebenen  sind,  so  ist  der  erste 
Körper  gleich  der  Summe  der  drei  letztern. 

Es  lässt  sich  aber  die  im  vorletzten  Satz  ausgesprochene  Idee,  dass 
man  einen  Punkt  einer  Ebene  zuerst  auf  die  [drei  Coordinaten -Ebenen 
projecirt  und  dann  diese  Projections- Punkte  wieder  zurück  auf  die  gege- 
bene Ebene  projecirt,  auch  auf  Flächen  ausdehnen. 

Man  bezeichne  in  einer  gegebenen  Ebene  eine  irgend  wie  begrenzte 
Fläche  durch  T,  ihre  Projectionen  in  den  FZ,  XZ,  XF-Ebenen  mögen 
respective  r« ,  Jy ,  r«  heissen ,  so  hat  man  natürlich  (S.  40.  Anmerk.) 

Tis=T.co8(I.yz),  Ty:=T.co${I.xz),  r,=  T.co«(/.a?y), 
Wenn  man  diese  drei   Gleichungen  quadrirt  und  addurt,  so  wurd,  weil 
coi*  (J.y  *)+ eos*(/  .x%)  +  co%^(I.ay)  =  1  ist: 
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wie  sehon  flrflher  gefiinden  wurde«  —  Projedrt  man  jeUt  aber  jede  die- 
ser Fliehen  r«,  Ty,  Tg  wieder  zurück  auf  die  ursprüngliche  Ebene  und 
nennt  diese  Projeetionen  tx,  ty^  t,,  so  wird: 

tx=Tseo8{I.yz),  ty^TyCO${I.xz),  r,  =  r,cos(/.»y) 
oder,  indem  man  für  Txy  T^,  7^  die  vorigen  Werthe  einsetzt: 

r,=;rco»*(/.y«),  ty^TcoB^(I.x%),  t^^Icot^il.xy) 
also  wenn  man  addirt: 

t»  +  ty  +  tn^T 

L  h.  die  Summe  der  drei  Projectionen  der  zweiten  Ordnung  ist  gleich 
der  ursprünglichen  Fläche  7. 

Wenn  man  von  neuem  diese  drei  Flächen  tx,tpt§  wieder  auf  die  drei 
Coordinaten- Ebenen  projecirt,  so  erhält  man  folgende  9  Projectionen  der 
dritten  Ordnung: 

für  tx:      tsCO${I.yx),  txcosil.xz)^  txCOs{I.xy) 

-  ty:      tyCO$(J,y%),  tyC08{I.xz),  tyCOs{I.xy) 

-  tti      txC08(I,y%),  ttC08{Lxz)j  ttCO$(I.xy) 

ud  wenn  man  alle  diese  wieder  zurück  auf  die  ursprüngliche  Ebene  pro- 
jedrt,  50  erhält  man  diese  9  Projectionen  der  vierten  Ordnung: 

rxCO«*(/.y«),  txC08^(I*XZ),  txC08^(I-xy) 
tycos^il.yz),  tyeo8^{I,xz)t  tycos^il.xy) 
tsC08^{I.yz),  t%co$^{I.xz),  ttcos^il'xy). 
Wenn  man  diese  addirt,  erhält  man  tx  +  ty+tg  oder  wieder  =7. 

Setzt  man  dieses  Projeciren  fort,  so  findet  man  allgemein  diesen  Satz: 
Die  Summe  der  3  Projectionen  der  zweiten  Ordnung, 
oder  die  Summe  der  9  Projectionen  der  vierten  Ordnung, 
oder  die  Summe  der  27  Projectionen  der  sechsten  Ord- 
nung» oder  allgemein  die  Summe  der  3"  Projectionen  der 
2ii-ten  Ordnung  ist  immer  gleich  der  ursprünglichen 
Fläche  7. 

§.  10.  Wenn  man  zwei  Ebenen  hat  und  in  der  ersten  eine  be- 
grenzte Figur  A  und  man  sucht  die  Relation  dieser  zu  ihrer  Projection 
B  in  der  zweiten  Ebene,  so  seien  a,  h,  c  die  Neigungswinkel  der  ersten 
Ebene  respeeüve  gegen  die  Coordinaten  -  Ebenen  der  YZ^  XZ^  X7-  und 
et,  ß,  y  die  Neigungswinkel  der  zweiten  Ebene  in  derselben  Reihenfolge 
gegen  dieselben  Coordinaten  »Ebenen. 
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Der  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen  sei  e=  t«  dann  b«l  mi 
(S.  135) 

eo8  i  =co8a*cqia  +  eo8h.  cos  ß+coic»  coi  y 
oder  nach  Mulüplication  mit  A: 

Aco8i  =  Aco$a,co$a  +Aeo8b.eo8ß  +  Acosc»eoiy. 

Nun  bedeuten  aber  (s.  S.  40.  Anmerk.)  Acosi  und  Acota^  Aeos 
Acosc  respective  die  Projecüonen  von  A  auf  die  zweite  Ebene  und  d 
Projection  von  A  auf  die  Coordinaten  -  Ebenen  der  FZ,  XZ,  XY;  b< 
teichnet  man  daher  diese  vier  Projectionen  der  Reihe  nach  durch  B  xa 
i«,  ily,  Am,  so  wird  die  vorige  Gleichung: 

B  =^As*co8  a  +  Ay.C05ß  +  At'C0$Y* 
Dieses  heisst  in  Worten «  ganz  allgemein  ausgesprochen,  Folgendes: 

Die  Projection  (JB)  irgend  einer  ebenen  Figur  (A)  ai 
irgend  eine  beliebige  Ebene  ist  gleich  der  Summte  derProjei 
tionen  derselben  Figur  (il)'auf  drei  r.echtwinklige  Cooi 
dinaten^Ebenen,  bezüglich  multiplicirt  mit  den  Cosinui 
sen  der  Neigungswinkel  der  Projections-Ebene  (B)  gegc 
dieselben  drei  rechtwinkligen  Coordinaten-Ebenen. 

Denkt  man  sich  nun  mehre  solcher  ebenen  Figuren  i,  die  in  beliet 
gen  Ebenen  liegen  mögen ,  einerseits  alle  projedrt  auf  eine  einzige  Ehe 
(die  vorbin  B  genannt  wurde),  welche  mit  den  drei  festen  rechtwinklig 
Coordinaten-Ebenen  wieder  die  Winkel  a,  ß,  y  I>ilden  möge,  und  an 
rerseits  alle  auch  projecirt  auf  die  Coordinaten-Ebenen,  so  möge  c 
Summe  alier  Projectionen  in  der  einen  Ebene  (B)  durch  S^  und  < 
Summe  aüeir  Projectionen  in  den  einzelnen  Coordinaten-Ebenen  respc 
tive  durch  T«,  T,,  Tg  bezeichnet  werden;  alsdann  hat  man  nadi  d( 
vorhergehenden  Satz  offenbar 

Sf=rjfC05a  +  r,co5/?+r,co5y. 

Nehmen  wir  ebenso  eine  zweite  und  eine  dritte  Ebene,  welche  1 
den  Coordinaten-Ebenen  die  Winkel  a* ,  ß\  y'  und  a'S  ß'\  y"  bUd 
und  nennen  die  Summen  der  auf  ihnen  gebildeten  Projectionen  derselb 
Fläche  i|  analog  mit  dem  vorhergehenden  5^  und  5^,  lo  erhalten  w 

ähnlich  der  vorigen,  noch  folgende  beide  Qeiohungen: 


—  149  — 

5^  t=  r, .  CM  a'  +  Ty .  cos  /y  +  Tf .  cos  / 
und    S^^Ts^eoMa"  +T^.eo$ft^*  +Tg.co8Y". 

Machen  wir  nun  die  spedeUc  Annahme^  dass  die  drei  neuen  Ebe- 
Ma,  in  welchen   die  Projectionen  5^,  S^j  Sf  liegen»   unter   einander 

redite  Winkel  bilden,  also  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinaten^ System 
keTem,  lo  eilialten  wir  (nach  S.  131  und  S.  186)  zwischen  den  0  hier 
Torkommenden  Winkeln  folgende  sechs  Bedingungsgleidinngen: 

eo8  a*  +  cos  a'*  +  eos  «"*  =  1 

cos/?»  +  COtß'^  +  €08  ß"^  =  1 

eo8y^+  cosy'^  +  cosy"*=  1 
€08a.eo8ß+  cosa'  .t08ß*'^eo8a'\eo8ß^'x9 
coiß.eosy  +  cosß'.eos/  +  cos /^ ' .  cos  y'' =■  0 
cosy  .cosa  +  cosy*  »0080'  +  eosy'^  .€0$a"  sBsO. 

I  Ausser  diesen  gelten  natürlich  auch  noch  die  Gleichungen 

€08  O*  +  C08ß^+ 108  y»  Ä 1 

eo8a'^+co8ß**+co8g*^t^l 
€08  a"*  +  cos/»"* + cos  y''»  =  1 

wdshe  aber  keine  neue  Relation  zwischen  den  Winkeln  hinzufflgen.  | 

Hit  Hiire  dieser  Bedingungen  erhält  man  aus  den  obigen  Werthen 
Ton  Sff  S„,  5^»  wenn  man  sie  der  Reihe  nach  erstens  mit  cosa,  co8a', 

toia",  zweitens  mit  cosß^   cosß\  cosß"  und  drittens  mit  cosy^  cosy*^ 
coty"  mulliplicirt  und  zusammenaddirt: 

Ts  =  Sf.eo8a  +  S^.eo8a*  +  S(.co8a** 

Ty  =  Si.eo8ß  +  S^.co8ß'^S(.co8ß'' 

Ti^Sf.co8y  +S^.co8y'  +5f  .cosy" 

voraas  eich  auch  noch  mit  Leichtigkeit  ergiebt: 
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Fflnfte  Torlesans« 

Oberfllpheii  der  iwelten  Ordnang. 

§.  !•  In  der  vorigen  Vorlesung  haben  wir  nur  von  der  gera 
Linie  und  von  der  Ebene  ^  d.  h.  von  solchen  Gebilden  im  Raum  gesp 
eben,  deren  analytische  Bedeutung  durch  Gleichungen  des  ersten  Gn 
ausgedrückt  üiurde. 

Wir  gehen  nun  hier  in  derselben  Weise  weiter,  wie  wir  es  in 
Ebene  gelhan  haben;  wir  untersudien,  welche  geometrische  Gebilde  du 
eine  Gleichung  dargestellt  werden,   in  welcher  die  drei  Coordinaten 
zur  zweiten  Polens  erhoben  vorkommen.     Wir  nehmen  hier  wieder 
allgemeinste  Gleichung  des  zweiten  Grades  und  wenden,  zur  Specialisir 
der  einzelnen  darin  enthaltenen  Gebilde  das  analoge  Mittel  an  wie  in 
Ebene,  nämlich  die 

Man  kann  hier  im  Raum  ebenso  wi6  in  der  Ebene  eine  zweifa 
Aenderung  mit  den  Coordinaten  vornehmen.  Entweder  denkt  man  i 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  verlegt  oder  ihre  Richtung  geänd 
oder  auch  beides.  Wenn  man  nur  den  Anfangspunkt  verlegen  will,  w 
rend  die  Richtung  der  Coordinaten  dieselbe  bleibt,  so  hat  man  ganz  i 
fach  nur  x+a  für  Xj  y+b  für  6,  »+c  für  z  zu  schreiben,  wobei  o,  i 
die  Coordinaten  des  neuen  Anfangspunkts  bezüglich  auf  das  alte  Cooi 
natensystem  bedeuten.  Will  man  dagegen  die  Richtung  der  Axen  änd« 
während  der  Anfangspunkt  ungeändert  bleibt,  so  macht  dieses  hier 
deutend  mehr  Schwierigkeit. 

Um  an  der  vollständigen  Allgemeinheit  hier  Nichts  fehlen  zu  lass 
so  mögen  für  irgend  einen  Punkt  P  die  Coordinaten  in  dem  einen 
Stern  X,  y,  z  und  in  dem  andern  ^,  ij,  ^  heissen.  Beide  Systeme  so 
den  gemeinschafUichen  Anfangspunkt  0  haben,  die  Winkel  dagegen  t 
sehen  den  einzelnen  Axen  sollen  irgend  welche  beliebige  sein,  die  ^ 
wie  bisher,  immer  durch  einfache  nur  durch  einen  Punkt  getrennte  Neb 
einanderstellung  der  bezüglichen  Buchstaben  bezeichnen,  so  dass  z. 
{x.t])  den  Winkel  zwischen  der  a7-Axe  und  der  9;-Axe,  ebenso  (x.ijl^  ( 
Winkel  swischen  der  (o*Axe  und  der  17^- Ebene  bedeutet  u«8.w. 
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Denken  wir  nun  den  Pankt  P  mit  dem  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  0  durch  eine  gerade  Linie  verbunden  und  auch  in  letzterm  Punkte 
0  ein  unbestimmt  langes  Perpendikel  ON  auf  der  y «-Ebene  errichtet. 
Denken  wir  uns  ferner  durch  den  Punkt  P  eine  Ebene  parallel  mit  der 
ys-Ebene  gelegt,  welche  das  Perpendikel  ON  in  dem  Punkte  p  und  die 
9-Axe  in  dem  Punkte  q  treffen  mag;  dann  wird  Og  die  x-Coordinate 
des  Punktes  P  sein,  Of^Oq.coiqOf^^x.sinix.yz).  Nun  ist  aber 
diese  Linie  Of  die  senkrechte  Projection  der  Linie  OP  auf  die  Linie  OiV, 
welche  Projection  sich  noch  auf  andre  Weise  ausdrücken  lässt. 

Es  ist  nämlich  OP  die  Diagonale  eines  (im  Allgemeinen  nicht  recht- 
winkligen) Parallelepipcdums,  dessen  drei  verschiedene  Kanten  f,  t?»  ? 
sind  und  deshalb  muss  die  Projection  von  OP  auf  die  Linie  ON  gleich 
sein  der  Summe  der  Projectioncn  der  drei  Kanten  auf  dieselbe  Linie  *), 
wodurch  man  erhält: 

x.sin{x.y%):ss^.$%n{^.y%)^  f].sin(r].y%)  +  ^.siniK.yz). 
Ganz  auf  dieselbe  Weise  erhalten  wir,  wenn  auf  den  x%  und  a;y-Ebe- 
seo  Senkrechte  errichtet  werden : 

y.8tn(y.xx)  =  ^,8in{S.xz)+r].  st  n  (f].xx)  +  ^.8in(^.x») 

».nn{x  .X  y):=  S^BtniS  .xy)  + 1]  .8in(r]  .xy)  +  ^.$in(^.xy) 
welches  die  allgemeinsten  Transformationsformeln  sind,  zur 
Verwandlung  der  Coordinaten  x,  y,  z  in  §,  rj,  ^. 

In  vollkommen  analoger  Art  ergeben  sich  die  Formehi  für  die  Trans- 
formation von  ^,  r]f  ^  \n  x,  y,  z,  nämlich: 


*)  Wenn  man  die  senkrecht«  Projection  in  dem  Sinne  nimmt,  wie  es  S.  40  in  der 
iBBerknng  gesagt  ist,  so  iasst  sich  mit  Leichtigkeit  übersehn,  dass  in  jeder  geschlotta* 
lea  Figur  die  Projection  jeder  Seite  auf  eine  beliebige  gerade  Linie  gleich  sein  muss  der 
Semme  der  Projectionen  aller  ttbrigen  Seiten,  wenn  man  natQrlich  gehörig  auf  das  Posi- 
Uts  und  Negative  achtet,  welches  sich  Ton  selbst  gestaltet,  wenn  man,  wie  es  dort  ge- 
Mhebn,  die  Projectionen  mit  Hilfe  der  Neigungswinkel  ausdrQckt.  Wenn  man  i.  B. 
Fig.  XUXl.  die  Seiten  des  Sechsecks  ABCDEF  auf  die  Linie  ÜV  projecirt  and  die  Pro- 
jectionen durch  die  entsprechenden  kleinen  Buchstaben  bezeichnet,  so  ist  offenbar: 

a6=a/'-f-/'e4-^d — de — cb, 
Hierbai  ist  aoch  in  sehr  wesentliche  Umstand  zu  beachten,  dass  es  TollkomuMO  gloich- 
gftltig  ist,  ob  die  Seiten  der  Figur  alle  in  einerlei  Ebene  liegen  oder  in  Tenchiedenen.  — 
h  dem  oben  im  Text  Torkommenden  Fall  bildet  die  Diagonale  eines  Parillelepipedoms 
Bit  drti  aafalna»dMÄIsiBden  Kanten  .4es»elben  f in  nickl  d>eiMi  Ylercck« 


1^ 
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^.9in(^.^fj)  =  x.$in(x.Sf])+ff.$in(y.§fl)+x.tin(%.^fl). 
Zwilchen  den  liier  Torkommenden  Winkeln  giebt  ee  noch  drei  I 
dingungsgleichuDgen ,  da  ja  drei  von  ihnen  die  Winkel  sind,  welche  c 
gerade  Linie  mit  drei  ihrer  Riditung  noch  gegebenen  Axen  bildet.  IK 
Bedingungen  aber  hier  anzufahren  därfte  zu  weitläufig  und  Tor  ai 
Dingen  ganz  überflüssig  sein. 

Diese  so  ganz  allgemein  gehaltenen  Transformationen  wendet  i 
wohl  nicht  leicht  an.  Am  häufigsten  und  deshalb  auch  am  nützliclu 
sind  die,  wenn  beide  Coordinatensysteme  rechtwinklig  sind.  Nehmen 
dieses  an,  so  schreibt  sich  das  obige  erste  System  von  Gleichungen  i 
facher,  wie  folgt,  wenn  man  dabei  beachtet,  dass  unter  der  gemad 
Voraussetzung:  sin  (x  .y  z)  ^1,  8in(y  .  x%)  ==  1 ,  sin  (% .  xy)  s= 
s«w(f,y«)=cos(f.a?),  sin(f  .a?«)=co5(f.y)  u.  s.  w.  wird: 

a?  =  ?.  cos  (f.  x)  +  r].  cos  (rj.x)  +  ^,cos  (t^.x) 
a=  S '  cos(S.y)  +  T]  .cos  (rj  .y)  +  ^.cos(^^.y) 
«  =  |. cos(S.x)  -i-rj.cos (rj.z)  +  ^. cos (^. »). 

Bier  giebt  es  zwischen  den  9  Winkeln  noch  6  Bedingungsgleidi 
gen,   so  dass  man  bei  der  Aenderung  der  Richtung  der  Coordinaten 
über  drei  Winkel  willkührlich  zu  verfugen  haL 

Diese  Bedingungsgleichungen  ergeben  sich  auf  folgende  Weise. 

Da  die  ^-,  die  17-  und  die  ^-Axen  gerade  Linien  sind,  welche 
den  rechtwinkligen  Axen  der  a;,  y  und  »  gewisse  Winkel  bilden 
haben  wir  (nach  S.  126)  zunächst  diese  Relationen: 

cos*<$.a?)+cos'(|.y)+cof*(|.«)  =  l 

CO«*  (^ .  0?) + CO«*  (17 .  y)  +  CO«*  (lj .  ä)  aa  1 

co«*(e.»)+aw*(^y)  +  co«*(C.«)«l 
und  weil  zweitens  die  respectiven  Ebenen  oder  auch  die  entspreche!) 
Aieo  auf  einander  senkrecht  stehn  sollen»  so  ergeben  sich  noch  (i 
S.  126)  4tes6  Relationen: 

€O9(S*m)tos(fi.x)^€0s(S.y)cos(fj.9)  +  eos(^.M)co$(fi.M)^O 
eos{ij.x)  cos(S-x)  +  cos  (^.y)  co«(?.y)  +  cos(f].x)  co«(?.«)äO 
cai  {i*ai)m(S.w)  +  cM<iy)cof  (£.f )  +  <9s((.a;)cQi(|««)«i«. 
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Es  bleiben  nun ,  wie  schon  oben  bemerkt,  von  den  9  in  den  allge« 
meinen  Transformations  -  Formeln  vorhandenen  Winkeln,  wegen  dieser  6 
Bedingungsgleichungen  nur  noch  drei  zur  willkörlichen  Verfügung.  Da 
man  nun  aber  nach  dieser  vollkommen  allgemeinen  Betrachtung  zu  dem 
Resultat  gekommen  ist,  dass  man  hei  der  Aenderung  der  Richtung  der 
Coardkiaien  ober  drei  Grössen  nach  der  am  Zweckmässigsten  erscheinen- 
den Manier  verfügen  könne,  so  wird  es  rathsamcr,  sowohl  des  Vortheils 
als  der  Einfachheit  wegen  sein,  die  obigen  neun  sehr  untraktabeln  For« 
mein  nicht  in  Anwendung  zu  bringen,  sondern  die  erstrebte  Transfer- 
mation  durch  Einführung  von  drei  anderweitig  passend  ausgewählten  will- 
kürlichen Grössen  (oder  Winkeln )  leichter  und  eleganter  zu  bewerk- 
stelligen. 

Diese  Transformation ,  welche  für  den  Gebrauch  auf  jeden  Fall  be- 
quemer ist,  dürfte  sich  am  Anschanlichsten  und  am  Leichtesten  durch 
verschiedene  aufeinanderfolgende  Aenderungen  darstellen  lassen« 

Wenn  wir  uns  zuerst  das  ganze  Coordinatensystem  um  die  x-Axe 
gedreht  denken,  so  sei  (Fig.  XXXXIL)  XOjf  das  ursprüngliche  undXOF 
das  neue  System;  der  Winkel  zwischen  den  beiden  X-Axen  sei  tp.  Ist 
nun  p  der  Fusspunkt  des ,  von  irgend  einem  Punkt  P  mi  Raum ,  auf  die 
£jf- Ebene  gefiilllen  Perpendikels,  so  wird  Oq=^x^  l>?=y»  Or^^X^ 
fr=zY  und  man  hat  zwischen  diesen  vier  Grössen  augenscheinlich  fol- 
gende Relationen: 

X SS  Y.sinxp+X.cosxp  und  \^=^x,cosxp  —  y.sxntp 
y  =  F.CO«  xp  —  X.sinxfj  F=  x.sinxp  +  y.cosxp 

Denkt  man  sich  nun  weiter  dieses  neue  X  FZ- System  um  die  X-Axe 
gedreht,  so  sei  (Fig.  XXXXIII.)  Y'OZ'  das  dadurch  erhaltene  System; 
der  Winkel  ZOZ'  sei  ^.  Ist  nun  u  die  Projection  des  Punktes  P  auf 
die  FZ-Ebene,  so  wird  Oio=Z,  mco  =  F,  Ov  =  Z,  hv^Y'  und  es 
ergeben  sich  wieder  auf  höclist  einfachem  Wege : 
X  =  X'  und  X'  =  X 

Y:=^V.sin»+X\cos»  T—Y.cos»—Z.mn» 

Z=zZ'.cos»—Y'.sin»  Z'=  F.sm* +  Z.eof*. 

Denkt  man   sich  endlich   dieses   neue   X' FZ' -System  wieder   um   die 

20"^ 
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V  gedreht  und  nennt  die  neuen  Coordinaten  i',  ?/,  C,  so  sei  X'OS=g>. 

Dann  findet  man  diese  Relationen: 

X'=|.co«y  — ?^.5iny  und  ^^Y'.8mq> +  X' .cosfp 
Y'=iS.8inq)  +  r].cos(p  t^xi^Y*  ,ros(f  —  \!  .iinq 

Substituirt  man  diese  Werthe  rückwärts  in  einander  bis  in  die  er- 
sten, so  ergeben  sich  folgende  allgemeine  Traasformationsformein : 

X  =i  ^  Acosiy  .9in\p ,  sin  y  +  co«  i// .  cos  y  | 

+  7; .  I  CO«  ^.  sin  xfj  •  cosly  —  co$  ip .  sin  q>  \ 

+  ^.sind^.sinxp 
y  =  ^Acos&.  cos  \p.sin(f>  —  sin  \p,cos(p\ 

+  ?;  . I cos&.cos\p.cosq)  +  sin if) . sinq> \ 

+  ^.sind-,  cosxj) 
s  =  —  ^.sind-.  sin  y  —  >/ .  sin  fh*cosg)  +  K.  cos  3" 
und  umgekehrt: 

$= a? .  I  co«^ .  «tni// .  «IM  q>  +  cos  xp.lcos  q>  \ 

+  yAcos&.  cos  \ff  :sin  cp  —  sin  1/; .  co«  y  | 

—  z.sind-.sinif'         * 
jy  =  a? .  I  CO«  .9- .  sin  \p  ,cos(p  —  f  o.<i^I.  sin  q>  | 

+y .  J  cos  ^ .  CO«  i// .  cos  (f  +  sin  xp .  sin[q)  | 

— «.sind^.cos^ 
■C=zx.sind',$in'kfJ  +  y.  sin 0  .cosxp  +  z. cos &. 
§•  2.     iNolimen  wir  nun  die  allgemeinste  Gleichung  des  zweiten  Gra- 
des zwischen  zwei   Vnriaheln  an,   so  wird  diese  nothwendig  die  folgende 
Form  haben: 
Ax^  +  Bs^+Cz^+Dyz  +  Exz  +  Fxy'i-Gx  +  Hy'\'I%+K^O. 
Wenn  wir  hier  rechtwinklige  Coordinaten  voraussetzen  und  auch  bei 
der  Trtosrormatiou  wieder  oin  rechtwinkliges  System   annehmen,  su  füh- 
ren doch  die  im  vorigen  %.  ffir  diesen  Fall  angegebenen  Formeln  zu  un- 
bequemen Weitläufigkeiten,    die  mau  durch  allmälige   specielle   Voraus- 
setzungen vermeiden  kann.    Nehmen  wir  deshalb  augenblicklich  an,  dass 
9>ss0  sei,  ^  haben  wir  folgende  Substitutionen  zu  machen: 

i 
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x^ri^.costfß+rj.cosd-.sintp+L.smO^sintlJ 

«=  —  t] .  »md.+  ^.C08&. 

Wenn  man  diese  Wertlie  in  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten 
Grades  eingcfuiirl  hat,  so  fragt  es  sich  zunächst,  ob  die  Winkel  d-  und 
ifß  80  bestimmt  werden  können,  dass  die  Coefficienlen  von  dem  Produkte 
^.^  und  f].^  verschwinden,  d.  h.  ob  man  reelle  Werihe  für  diese  Win- 
kel linden  kann,  welche  den  genannten  Bedingimgen  genügen.  Es  sind 
aber  diese  Bedingungsgleichungen  folgende: 
2{Ä  —  B)  sin  &  sin  ip  cos  xfj  —  cosO^  (Dsinxp  —  Ecosxp) 

+  Fsin  »{cos  tp^—sin  ijj^)  =:  0 
2  «IM  »  cos  »  ( A  sin  ip"^  +  Bcotip^  —  C  +  Fsin  \p  cos  ip) 

+  (cos  »^  —  sin  »')  (D  cos  ip + Btin  tp)  =  0. 

Die  erste  Gleichung  giebl: 

,^,,.  ß,  ^ Dnurtp  —  Ecos  xp 

^         2  ( A  —  B)  sin  ipcos\p+ Flcos  ip^  —  »in  xp^) 

oder  wenn  man  tangxp=zH  setzt: 

.       a_  Du-E  1 

f<'^9^''p^2(A-B}u-Fu^  •  Vr-M? 

H'enii  man  aber  die  zweite  Gleichung  durch  cos^xh.cos'^tp  dividirt  und  die 
oben  gefundenen  Werthe  von  tangip  und  tang »  einsetzt,  so  wird  sie, 
vrenn  man  noch  durch  1  +  u^  dividirt  hat : 

\E{F^—D^)--2DF(A^C)\h^ 
+  j2i?Fi2Ä— 4  — C)+4  0U— CKA  —  Ä)  +Ö(2Ä*— Ö*-F«)|.w» 
+  |2ÖFv24  — Ä  — C)+4jB(B  — C)(Ä  — 4)  +  «^20^  — £*  — P);.tt 
+  Ä(F^— Ä>)— 2ÄÄ(B— C;  =  0. 

Da  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  u  vom  dritten  Grade  ist,  so  muss 
sie  wenigstens  eine  reelle  Wurzel  haben.  Da  aber  u^^taKgtp  ist,  so 
wird  es  hiernach  immer  möglich ,  für  \p  einen  reellen  Werth  zu  finden, 
welcher  den  oben  angegebenen  Bedingungen  genügt;  daraus  ergiebt  sich 
dann  aber  aocb  unmittelbar  weiter,  nach  der  oben  angegebenen  Abhän- 
gigkeit des  Winkels  xi^  von  dem  Winkel  ip,  dass  es  auch  einen  reellen 
Werth  lur  diesen  Winkel  »  giebt,  der  dcneelben  genannten  Bedinguagen 


ü 
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genügt«  DemDack  mvd  es  durch  eine  passende  Annahme  der  Winkel  t^ 
und  ^  slcts  möglich  sein,  die  Transrormaüon  der  Coordinaten  so 
einzurichten,  dass  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades  die 
Glieder  mit  den  beiden  Produkten  S'C  und  tjL  fehlen.  Wir  dOrfen  daher 
vorläufig  als  vollständig  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  folgende 
aufstellen : 

Wenn  man  aber  noch  die  Richtung  der  ^'-Axc  ändert,  so  lässt  sich 
auch  der  Tcrm  mit  dem  dritten  Produkt  der  beiden  Coordinaten  aus  der 
Rechnung 'schaffen,  indem  man  setzt: 

^*  =  y .  sin  (p  +  x.cos(p 

7]  =  y.cos(p  —  a? .  51/4  g) 

Es  wird  nämlich  nach  dieser  Substitution  der  Coeflicient  von  xy: 
2  (A'  —  B')  sin  g)cosq)  +  F  {cos  (f^  —  sin  (p^) 
und  setzt  man  diesen  =0,  so  wird 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  man   stets  für  den  Winkel  (p  einen  solchen 
reellen  Werth  finden  kann,  dass  der  genannte  Term  verschwindet. 

Sonach  erhält  man  als  durchgängig  gültige  und  durchaus  keinen 
Bedingungen  oder  Ausnahmen  unterworfene  Form  für  alle  Gleichungen 
zwischen  drei  rechtwinkligen  Coordinaten,  die  nicht  über  den  zweiten  Grad 
hinausgehn,  diese: 

aa;*  +  6y*+CÄ*+2jfa;  +  2Ay+2iÄ  +  ft=rO. 

Es  bleibt  uns  jetzt,  nach  dreifacher  Aendcrung  der  Richtung  der 
Coordinaten,  noch  ein  Mittel  übrig,  um  vielleicht  die  Gestalt  der  Glei- 
chung noch  mehr  zu  vereinfachen,  und  dieses  besteht  darin,  dass  wir  .den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  verlegen,  ohne  ihre  Richtung  zu  ändern. 
Setzen  wir  zu  dem  Ende  rr-f  er,  y  +/?>  s  +  ;^  füi*  o;,  y,  «  in  die  zuletzt 
erhaltene  Gleichung,  so  geht  diese  in  folgende  über: 

fl»*+6y*+CÄ'  +  2(aa  +  j)a?+2(6/?  +  A)y  +  2(cy  +  t;« 
+  aa*  +  6/J»  +  cy^  +  2sa+2A/?+2t>  +  it=0. 

Wenn  man  hier  versuchen  wollte,  die  Coefficienten  von  x,  von  y 
und  von  %  verschwinden  zu  machen,  so  müsste  man  für  die  Coordinaien 
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a^  ß^y  des  neuen  Anfangspunkts  der  Coordiuateu  folgende  Werüie  an- 
nehmen dürfen: 

g     f,  h  i 

Dieses  wird  aber  offenbar  nui'dann  aagäuglich  sein,  wenn  keine  der  drei 
Grössen  a,  6,  c  der  Null  gleich  wird,  weil  sonst  der  neue  Anfangspunkt 
in  die  Unendlichkeit  fallen  würde. 

Hierdurch  sind  wir  gezwungen,  zwei  wesentlich  von  einander  ver- 
schiedene Formen  der  Gleichung  oder  zwei  wesentlich  gesonderte  Klassen 
Ton  durch  dieselbe  dargestellten  Oberflächen  hervorzuheben. 

Erste  Klasse. 

Wenn  keine  der  drei  Grössen  a,  b,  c  der  Null  gleich  wird,  so  darf 
man  den  drei  Coordinalen  des  neuen  Anfangspunkts  der  Coordinaten  die 
oben  angedeuteten  Werlhe  beilegen,  so  dass  alle  drei  Glieder  mit  den  er- 
sten Potenzen  der  Variabein  aus  der  Rechnung  gehen  und  die  Gleichung 
üe  Form  erhält : 

Zweite  Klasse. 

Wenn  einer  oder  zwei  von  den  Coefiicienten  a,  b,  e  der  Null  gleich 
werden,  so  darf  man  nicht  allen  drei  Grossen  a,  ß,  y  i\^  obengenann- 
ten Werthe  geben. 

1)  Wenn  allein  a  =  0,  dagegen  b  und  c  nicht  =:0  werden,  so  kann 
man  den  Coeflicienten  von  x  nicht  durch  eine  bestimmte  Annahme  für 
den  Wertli  von  a  verschwinden  lassen  und  man  darf  nur  folgende  hc- 
dingungsgleichungen  annehmen: 

hß  +  h=:0,  cy  +  i  =  0,  aa^  +  bß^  +  cy^  +  2ga  +  2hß  +  2iy  +  k=^0, 

noraus  sich  die  drei  Coordinaten  a,  ß,  y  des  neuen  Anfangspunkts  der 
Coordinaten  bestimmen  lassen.    Die  Gleichung  erhält  dann  diese  Gestalt: 

2)  Wenn  a^O  und  auch  ft=:0,  dagegen  c nicht  =0  wird,  so  kann 
man  nur  zweien  Bedingungsgieichungen  genügen,  nSmUch: 

cy  +  i  =  0,  aa^+bß^  +  cy^  -\'2ga +  2hß +  2iy  +  kx=^0, 
wodurch  xwei  der  Gi'össen  a^  ß^  y  nicht  anders  als  durch  die  dj^itla  be- 
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Stimmt  werden  können,   während  diese  willkührlich  bleibt.  —   Die  Glei- 
chung nimmt  dann  Tolgende  Gestalt  au: 

§.  3.  Ersle  Klasse  der  Obeirfiäche  zweiten  Grades. 
Die  Gleichungen  des  zweiten  Grades  zwischen  drei  Coordinaten ,  welche 
die  sogenannte  erste  Klasse  von  Oberflächen  darstellen,  haben  dieses  spc- 
cielle  Merkmal ,  dass  kein  Term  mit  der  ersten  Potenz  irgend  einer  Varia- 
bein in  ihnen  enthalten  ist,  so  dass  sie  also,  um  es  gleich  von  vorn  her- 
ein anzumerken,  unverändert  bleiben,  möge  man  die  Coordinaten  posi- 
tiv oder  negativ  annehmen. 

Man  muss  jedoch  auch  bei  diesen  zu  einerlei  Klasse  gehörigen  Glei- 
chungen sUir  wesentliche  Unterscheidungen  machen ,  je  nach  den  Vorzei- 
chen der  in  ihnen  enthaltenen  Conslanten. 

Wir  sondern  zunächst  den  nichts  Besonderes  bedeutenden  Fall  ab,  dass 
in  der  Gleichung  Af»*  + 3/' y'  + iV"x*  + 1  =  0  sämmtliche  Coeißcienten 
positive  Grössen  sind.  Denn  unter  dieser  Voraussetzung  kann  die  Glei- 
chung nur  bei  der  ganz  specielien  Annahme  £  =  0  durch  die  Werlbe 
a;=0,  ^  =  0,  2  =  0  erfüllt  werden  und  dann  bedeutet  sie  nichts  Anderes 
als  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten. 

Von  diesem  aber  abgesebn,  müssen  wir  drei  verschiedene  Fälle  un- 
terscheiden. 

A)  Wenn  die  drei  Coefiicienten  3/,  .V,  W*  positiv  sind  und  nur 
das  vou  den  V^riabeln  ganz  unabhängige  Glied  negativ  ist,  so  erhält  man 
diese  Form  der  Gleichung: 

und  da,  der  Voraussetzung  gemäss,  alle  hier  vorkommende  Zahlen  positiv 
sind,  so  ist  man  berechtigt,  folgende  Suppositionen  zu  machen: 

wodurch  diese  Gleichung  entsteht: 

oder        aH*Ä*+a*c*y«  +  6*c2a?*=a*6»c^ 
Aus  dieser  Form  der  Gleichung  erkennt  man   zunächst,    dass  die 
durch  sie  dargestellte  OberUcbe  nach  allen  Seiten  hin,  oder,  was  das- 
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selbe  ist,  im  Sinne  jeder  der  drei  Axen  eine  begrenzte  sein  muss.  Denn 
man  darf  offenbar  keine  der  drei  Coordinaten  z  oder  y  oder  x  grösser 
als  den  bezüglichen  Nenner  annehmen ,  da  man  sonst  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichungen  einen  unechten  Bruch  erhalten,  der  im  Verein  mit  den 
wesentlich  positiven  beiden  andern  Brüchen  eine  Summe  erzeugen  wurde, 
die  grösser  als  die  Einheit,  al.so  grö^!i£;er  als  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
werden  wurde. 

Um  die  weitere  Natur  einer  solchen  Oberfläche  kennen  zu  lernen, 
schneidet  man  dieselbe  durch  verschiedene  Ebenen  und  uutei'suclit  die 
dadurch  entstehenden  Schnitt -Curven. 

Beachtet  man  zunächst  die  sogenannten  llauptschnitte,  d.  h.  die 
Carven,  in  welchen  die  Coordinaten-Ehen^^n  von  der  Oberfläche  geschnit- 
ten werden,  so  muss  man,  um  diese  zu  erhalten,  der  Reihe  nach  a;=0, 
jf=0,  ft=:0  setzen.    Dadurch  erhält  man  den  Schnitt  der  Oberflädie 

mit  der  ^s- Ebene:      ~2  +  ri  =  1 

Wenn  man  ebenso  die  Schnitte  untersucht,  welche  parallel  mit  den 
einzelnen  Coordinaten-Ebenen  gelegt  sind,  wobei  man  für  die  respectiven 
Coordinaten  constante  Werthe  anzunehmen  hat,  also  etwa  a?=a,  y  =  ßp 
?=/,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  Schnittcurve  der  Oberfläche  mit 
einer  Ebene,  die  in  der  Entfernung 


.2         «3 

'     +*    =1 

c»  ^  6*      * 

.1        a-^ 

—  4--  =  1  — 

r»  ^  a^       * 

6» 

6»  ^  0»       * 

/9     -      -     xc       - 

y     ^     -     xy       - 

I     Nimmt  man  ferner  eine  schneidende  Ebene,  die  durch  die  «-Axe  gebt 
und  deren  Knotenlinie  in  der  xy-Eben^  mit  der  a;-Axe  den  Winkel  to 
f    biUct,  so  wird  deren  Gleichung  natürlich 
^  y=zx.  tangu), 

[    Indem  man  diese  mit  der  Gleichung  unsrer  Oberfläche  als  ziis«mmeng6« 
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hörig  betrachtet,  so  gehören  offenbar  diejenigen  Werthe  der  drei  Coordi- 
naten,  welche  beiden  Gleichungen  zu  gleicher  Zeit  genügen ,  zu  denjeni- 
gen Punkten ,  die  sowohl  der  Ebene  als  auch  der  Oberfläche,  d.  h.  deren 
Durchschnittscurve  angehören.  Und  eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Glei* 
chungen  irgend  eine  der  drei  Coordinaten  (z.  B.  y),  so  erhält  man  da- 
durch eine  Gleichung  zwischen  zwei  Variabein  (x  und  s),  welche  die 
senkrechte  Projection  der  Schnittcurve  auf  die  bezügliche  Coordinaten - 
Ebene  (hier  die  o;«- Ebene)  bedeutet.  Man  erhält  unter  dieser  Voraus- 
setzung als  solche  Gleichung: 

Alle  diese  Schnitte  geben  Ellipsen»  deshalb  wird  die  durch  obige 
Gleichung  dargestellte  Oberfläche  Ellipsoid  genannt« 

In  den  drei  Hauptscbnitten  bilden  die  drei  Grössen  a,  (,  c  die 
Halbaxen  der  bezüglichen  Ellipsen  und  werden  deshalb  die  Ilalbaxen 
des  Ellipsoids  genannt.  Wenn  man  über  dieselben  besondre  Bestim- 
mungen macht,  so  erhält  man  speciellc  Formen  der  durch  die  allgemeine 
Gleichung  ausgedrückten  Oberfläche. 

Wenn  man  zwei  der  drei  Grössen  a,  b,  c  einander  gleichsetzt,  z.  B. 
a  =  6,  so  erhält  die  allgemeine  Gleichung  diese  Form: 

fl*  c* 

2 


oder    a?'  +  V*  =  a^ ■  ^' 

^  c 


A     «       • 


Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  sowohl  der  Hauptschniti  in  der  Ofg  -  Ebene, 
welcher 

wird,  als  aucli  jeder  Schnitt,  der   in  einer  beliebigen  Entfernung  s:=zy 
parallel  mit  der  o;^- Ebene  geführt  ist,  und  dessen  Gleichung  natürlich 

wird,  einen  Kreis  darstellt.     Es  wird  daher  die  auf  diese  Weise  gebildete 
Oberfläche    durch    die    Umdrehung    einer   Ellipse    (mit  der  Gleichung 

y'^s=d^ ^x*  oder  x^^a} ^x*  1  um  die  x-Axe  entstanden  sein. 

C  Cr 

Man  nennt  die  Oberfläche  alsdann  ein  Rotations-Ellipsoid. 
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Wann  alle  drei  Axen  einander  gleidi  werden,  so  erlialt  man 

welches  die  Gleichung  einer  Kngel  ist,  deren  Radius  =a. 

Wenn  euie  der  drei  Axen,    z.  B.  2c,   beständig   wachsend  gedacht 

wird«  so  wird  zuletzt,   wenn  sie  unendlich  gross  ist,   —  =  0;  dann  wird 

c 


X*    .    0?* 


die  Gleichung 

-  +  -  =  1 

Diesem  ist  ein  Cy  lind  er,  dessen  Axe  die  z-Axe  und  dessen  Basis 
eine  Ellipse  ist,  welche  parallel  mit  der  xy- Ebene  geht  und  zur  Glei- 

chuDg  die  genannte  — ^  +  ^  =■=  1  hat. 

Werden  zwei  der  Axen  des  Eliipsoids  unendlich,  also  —  ^  0  und 
T=0,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  auf 

—==1  oder  ($+ a)(»— a)  =  0. 

Dieses  ist  das  System  zweier  Ebenen ,  welche  aur  beiden  Seiten  der 
^y- Ebene  in  der  Entfernung  a  parallel  mit  ihr  gehn. 

B)  Wenn  zweitens  ausser  dem  ganz  conslanten  Gliede  L  noch  einer 
der  Coefficienten  der  Quadrate  der  drei  Coordinalen  negativ  wird,  so  er- 
hält man  die  Form 

—  Af*»  +  ;if'y*  +  Af"aj2  — 1  =  0 
oder  was  auf  dasselbe  herauskommt: 

Äf«»— ilfV— Af"a?Hi  =  0. 
Da  hierin  die  Coefficienten  M,  M\  M'*,  L  an  und  für  sich  positive 

firössen  bedeuten ,  so  darf  man  setzen :  rf^^^>  jft^^^»  W*  ^  ^^^  ^^" 
durdi  die  Gleichung  folgende  Form  annimmt: 

Um  die  Natur  der  durch  diese  Gleichung  dargstellten  OberOädie  n&- 
faer  kennen  ta  lernen,  untersuchen  wir  zuniiAst  wieder  die  Ilauptschnitte 

21 
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m  den  drei  Coordinalen -Ebenen.     Diese  werden,  wenn  man  der  Reihe 
nach  fl;=0,  y  =  0  und  «  =  0  setzt: 

in  der  y 2- Ebene:  -^  =  |5  —  1 

-  -    0?«       -        -1= -5  —  1 

-  -     ^»       ■         65 +  „-2  =  1- 

Ebenso  werden  die  Sclinitle,  welche  man  parallel  mit  den  einzelnen  Coor- 
dinaten  -  Ebenen  legt,  respective  in  den  Entfernungen  a;=a,  y  =  /?>  z^y: 

parallel  mit  der  y »-Ebene:  -^  =  p  —  11 j  | 

y-Ebene:  ^  +  -,=1+  ^. 


-     0? 


Hieraus  erkennt  man,  dass  der  mit  der  ory-Elbene  in  einer  beliebi- 
gen Entfernung  y  parallel  gerührte  Schnitt  eine  Ellipse  ist,  deren  Halbaxen 

—  VcM-y^  und  —  ^c*  +  y'  sind ;   in  den  Uauptschnilten  reduciren  sich 

diese  Halbaxen  auf  a  und  6.  Ferner  sieht  man,  dass  jeder  Schnitt,  der 
parallel  mit  der  x%  oder  mit  der  yx- Ebene  gelegt  wird,  eine  Hyperbel 
ist,  welche  sich  aber  noch  näher  charakterisiren  lässt.  Erstens  nämlich 
ist  der  Hauptschnitt  in  der  rcy- Ebene  selbst  eine  Hyperbel,  deren  halbe 
erste  Axe  =a  in  der  a;-Axe  und  halbe  zweite  Axe  =c  in  der  s-Axe 
liegt.  Legt  man  nun  einen  Schnitt  parallel  mit  der  o; 2; -Ebene,  aber  in 
einer  Entfernung  ß,  welche  noch  kleiner  als  6  ist,  dann  wird  die  Glei- 
chung des  Schnitts: 

c»      a«       V      6'/ 
abo  eine  Hjfperbel,  deren  bdbe  erste  Axe  =*-r^b* — ß*  parallel  mit  der 
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Ä-Axe  und  die  halbe  «weite  Axe  :=:j^Jb^—ß^ji?iTMel  der«.Axe  liegt; 

nimmt  man  die  Entfernung  =  ( ,  so  wird  die  Gleichung  des  Schnitts : 

?!  —  — 
c^  ""  o» 

ü.  h.  das  System  zweier  geraden  Linien,  die  mit  der  a?s;- Ebene  parallel 

gehn;  wird  endlich  die  Entfernung  grösser  als  6,  so  muss  man  als  Glei* 

,   chung  des  Schnitts  annehmen: 

J.  h.  eine  Hyperbel ,  deren  halbe  erste  Axe  =  y  ^ß^ —  6*    parallel    mit 

der  2 -Axe  und  halbe  zweite  Axe  -jyjß^ — 6*  parallel  mit  der ds-Axe liegt« 

Ebenso  geht  es  mit  den  Schnitten,  die  parallel  mit  der  y^s- Ebene 
geführt  werden.  Für  a=0  wird  der  Schnitt,  welcher  in  der  y«-Ebene 
ufint  liegt: 

c*  ""  6»      ^ 
d.  b.  eine  Hyperbel,  deren  halbe  erste  Axe  =6  in  der  y-Axe  und  halbe 
zweite  Axe  =  c  in  der  «-Axe  liegt.  —  Wird  die  Entfernung  ^0  aber 
noch  ^  a,  so  ist  der  Schnitt: 


eine  Hyperbel,  deren  halbe  erste  Axe  ^^  —  yja^'-a^     parallel     mit    der 

c    I 
y-Axc  und  halbe  zweite  Axe»  —yla^ — a*  parallel  mit  der  «-Axe  Hegt. — 

Wird  die  Entfernung  =  a,  so  ist  die  Gleichung  des  Schnitts: 

d.  h.  das  System  zweier  geraden  Linien,  die  parallel  mit  der  ^«-Ebeae 
gehn.  —  Wird  endlich  die  Entfernung  a^a,  so  muss  man  die  Gleichung 
des  Schnitts  so  sclireiben: 

y 


•  » 
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d.  h.  eine  Hyperbel ,  deren  baihe  erste  Axe  =  — V^^  —  a' parallel  mit  der 

£-Axe  und  deren  halbe  zweite  Axe  =  — ^a* — a*  parallel  mit  der  y-Axe 

liegt. 

Diese  Oberfläclie,  bei  welcber  die  Schnitte,  die  senkrecht  aur -einer 
Axe  stehn ,  Ellipsen ,  die  Schnitte  aber,  die  senkrecht  auf  den  beiden  an- 
dern Axen  stehn,  Hyperbeln  sind,   wird   ein  elliptisches  Hyperbo- 
oid  oder  Hyperboloid  mit  Einem  Fach  {hyperboloide  ä  une  nappe) 
'genannt. 

Man  erhält  am  Leichtesten  eine  sinnliche  Vorstellung  voa  dieser 
Oberfläche,  wenn  man  specielle  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  ih- 
rer Gleiehung  annimmt. 

1)  Nimmt  man  zuerst  0  =  6,  so  wird  der  Hauptschnitt  in  der 
a;y- Ebene: 

d«  h.  ein  Kreis  mit  dem  Radius  a  und  jeder  Schnitt  parallel  mit  der 
xy  -  Ebene : 

c 

also  wieder  ein  Kreis,  dessen  Radius  aber  —^e^  +  y*  mit  der  Entfernung/ 

c 

wächst.  Die  Schnitte,  welche  man  in  gleichen  Entfernungen  von  der  x% 
und  von  der  y  2; -Ebene  legt,  werden  stets  congruente  Hyperbeln.  —  Legt 
man  aber  eine  schneidende  Ebene  durch  die  »-Axe,  welche  mit  der 
o;«^- Ebene  den  Neigungswinkel  v  macht,  so  wird  deren  Gleichung 

y  =  X*  taug  v 
und  setzt  man  diesen  Werth  von  y  in  die  allgemeine  Gleicbuog  nDaerer 
vorliegenden  Oberfläche,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Projection  des 
Schnitts  auf  die  a;s> Ebene,  nämlicli: 


Wenn  man  aber  die  Gleichung  dieses  Schnitts  als  einer  ebenen 
Curve  in  der  schneidenden  Ebene  haben  will  und  dabei  die  Durclischnitts- 
linie  dieser  Ebene  mit  der  0y- Ebene  zur  neuen  f-Axe  annimmt,  wäfa- 
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rend  die  s- Axe  dieselbe  bleibt,  so  hat  men  oflenbar  x  =s  §co8p  zu  sez- 
zeDy  wodurch  man  die  Gleichung  des  Schnitts  erhall: 

oder  für  den  specielleii  vorliegenden  Fall ,  wo  wir  6  =  a  angenommen 
hatten : 

%  —  -.+  1  =  0,  oder  ~.  =  ~o— 1 

d.  h.  eine  Hyberbel ,  deren  halbe  erste  Axe  =  a  senkrecht  aur  der  z-X\e 
steht  und  deren  halbe  zweite  Axe  =  c  in  der  2^ -Axe  selbst  liegL  Alle 
diese  Hyperbeln  werden  einander  congruent,  da  sie  unabhängig  von  r, 
dem  Neigungswinkel  der  Schnitlebene  gegen  die  a?s- Ebene,  sind;  daher 
wird  die  unter  der  speciellen  Bedingung  6s  a  durch  die  Gleiclmng 

?;_»'+?! +1=0 

c*  o^ 

Ä*         fZ 

dargestellte  Oberfläche  durch  die  Umdrehung  der  Hyperbel  ^  = -2 — 1 
Qfli  ihre  zweite  Axe,  die  in  der  s-Axe  liegt,  entstanden  sein. 

2)  Wenn  man  zweitens  in  der  hier  behandelten  Oberfläche 
M%^  —  M'y^  —  ilf"ic^  +  Z=0  die  spcciclle  Annahme  macht,  dassdas  ganz 
constante  Glied  £=sO  werde,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  Oberfläche: 

oder  da  wir,  gemäss  der  getrofTenen  Einlheilungsweise ,  die  Coellicienten 
Ut  M' »  M"  als  an  sich  nothwendig  positiv  annehmen  müssen: 

c*       b^       a^" 

Untersucht  nian  bei  dieser  Oberfläche  zunächst  die  ilauptschnitte, 
indem  mau  der  Reihe  nach  a;  =  0,  y  =  0,  z  =  0  setzt,  so  erhält  man 
ßr  die  Schnitte 

mder,.-Ebene:5;-f;=0odcr(l  +  |.)(|-f)  =  0 


-       -        »« 


i;_?*=0  oder  (.*-  +  £  W^-^)=0 


c 


-  -  »y    -     15  +  ^=0- 
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Da  der  letzten  Gleichung  nur  durch  (9=0  und  y  =  0  genögt  wer- 
den kann,  während  ausserdem  auch  noch  «  =  0  war,  so  bedeutet  dieses, 
dass  der  Anfangspunkt  der  Coordinalen  ein  Punkt  der  vorliegenden  Ober- 
fläche ist. 

Die  Schnitte  in  den  beiden  andern  Coordinaten  -  Ebenen ,  in  denen 
der  yz  und  der  xz^  sind  je  zwei  gerade  Linien,  die  durch  den  An« 
fangspunkt  der  Coordinaten  gehn. 

Untersucht  man  ferner  die  Schnitte,  welche  mit  den  Coordinaten - 
Ebenen  der  y»,  der  xz^  der  xy  in  den  respectiven  Entfernungen  a;  =  or, 
y=r/?,  1=:^  parallel  gelegt  sind,  so  werden  dieselben 

parallel  mit  der  5/Ä-Ebene:^«=^ 5 


6^      c*^      a 

-      -     0?» 


^_Ä^_^ 


t/*      x^      y* 
*  6»  ^  o»      c» 

d.   b.   die  beiden   ersten    Scbnitle  sind  Hyperbeln,    deren   erste   Axen 

—  und -^  in  der  js-Axe  liegen,  und  der  mit  der  a?y- Ebene  parallele 

A  y         6  y 
Schnitt  ist  eine  Ellipse  mit  den  beiden  Halbaxen  -^  und  -^. 


Es  stellt  daher  diese  Oberfläche  einen  doppelten  Kegel  oder  zwei 
an  ihren  Spitzen  zusammengefugte  Trichter  vor,  deren  knunme  Ober- 
fläcLen  hyperbolisch  gekrümmt  sind,  deren  Axe  die  ;;-Axe  ist  und  bei 
denen  jeder  auf  der  ^-Axe  senkrecht  stehende  Schnitt  eine  Ellipse  ist. 

Dieser  so  erhaltene  doppelle  Kegel  Mz'^ — M*y^ — Af"a;*  =  0  ist 
ein  Asymptolcn-Kegel,  d.  h.  er  ist  die  asymptotische  Fläche  für  die 
in  der  Ilauptmunmer  B  durcli  die  Gleichung  Mz^ — M*y^ — Af"a?*+ierO 
dargestellte  Oberfläche,  d.  h.  fCir  das  einfächrige  Hyperboloid.  Denn 
diese  beiden  Oberflächen  nähern  sicK  immer  mehr^  je  weiter  man  sich 
vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  entfernt.  Bezeichnet  man  nämUch  die  zu 
denselben  Werthon  von  x  und  ij  gehörigen  ;;  -  (Koordinaten  für  den  Kegel 
durch  X  und  für  das  Hyperboloid  durch  x',  so  wird 
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X 

mithiii  deren  Differenz 


-,'=/l.VAfV  +  *"-»-ji-(i-S;^-.)'^) 


II    I,  L  ^     1  I» 

+ 


+  ... 


2.4,6  •  V(^'y*+.«^"a?V       '"  f 


welche  oflenbar  immer  kleiner  wird,  je  grösser  x  und  y  werden. 

Anmerk.       Man     schneide     die     hier     vorliegende     Oberfläche 

*'      «*      x^ 

-|  —  vj 2==  ®  "^'^  *'°®^  durch  die  «-Aie  gelegten  Ebene  und  es  sei 

diese  unter  dem  Winkel  v  gegen  die  x^s- Ebene  geneigt;  dann  wird  die 
Uochung  derselben  y  ebenso  wie  in  der  vorigen  Nr.  1, 

y  =  xjangvy 
mithin  die  Gleichung  ihres  Durchschnitts  mit  der  Oberfläche ,  projecirt 
auf  die  x 2; -Ebene: 


._;_,.( !2^+j,).,. 


Will  mau  auch  hier  die  Gleichung  dieses  Schnitts  als  einer  ebenen 
Cunre  in  der  schneidenden  Ebene  haben ,  indem  man  die  Diurchscbnitts- 
lioie  dieser  Ebene  mit  der  o;^- Ebene  zur  neuen  $-Axe  annimmt,  wäh- 
rend die  «-Axe  dieselbe  bleibt,  so  hat  man  wieder  a;s=  $.  cos  i'  zusetzen, 
wodurch  die  Gleichung  dieser  Curve  wird: 


2     1  I      «r  «fl'M  «f *  ^A*«i« 


Da  diese   Gleichung  aber  das  System  zweier  geraden  Linien  aus- 


Sf*       a?* 


ÄfQckt,  so  erkennt  man,  dass  die  Gleichung  -j —  -^ 1  =^  ®    einen 

Kegel  in  dem  gewöhnlichen  Sinne  insofern  bedeutet,   als  man  von  der 


—  MS  — 

Spitze  desselben  nach  jedem  Punkt  der  Peripherie  der  Grundfläche  eine 
gerade  Linie  ziehen  kann,  welclie  ganz  in  der  Oberfläche  liegt.  Die 
Grundfläche  ist  hier  eine  Elhpse,  welche  in  der  Entfernung  y  vom  Schei- 

tel  die  schon  obengenannte  Form  hal:  ^   +    — ^   =   -^  oder 


h   ^  /a^  y^_    .      .,    .^    ,_  i!  _  y 


'       a?' 


^=?=+  —  y  -^1 a;2.  Es  ist  also  ^~^—  -jj^  :=0  die  Glei- 
chung eines  geraden  Kegels  mit  elliptischer  Basis. 

Macht  man  nodi  die  besondere  Supposiüon,  dass  6=a  sfi,  so  geht 
die  elliptische  Basis  in  einen  Kreis  aber  und  man  erhält 

c'         a* 
als  die  Gleichung  eines  gewöhnlichen  geraden  Kegels  mit  kreisför- 
miger Basis.    Derselbe  kann,  als  durch  Umdrehung  der  geraden  Linie 

gl,    •  m 

Ä  =  +  — a?  oder  = x  um  die  s-Axe  entstanden,  gedacht  werden. 

C)  Als  dritter  und  letzter  Fall  bei  den  (vieichungen  für  die  Ober- 
flächen  des  zweiten  Grades ,  die  zur  ersten  Klasse  gehören ,  bleibt  jetzt 
nur  noch  dieser  übrig ,  dass  in  der  rein  quadratischen  Gleichung  nur  ein 
einzigies  quadratisches  Glied  positiv  ist,  so  dass  diese  Form  erhalten  wird: 

Jfa'-Af'y*  — Af"a;*  — 1=0. 

Da  hierin  natürlich  die  Coemcienten  M,  M\  JU^\  L  als  an  sich  po- 
sitive    Grössen    angeselm     werden     müssen ,     so     darf     man    wieder 

---ss3c\  jf-^zmb\  •jjp^a^  setzen,  wodurch  knan  die  Gleichung  eriiäit: 

Um  die  Natur  dieser  Oberfläche  näher  kennen  zu  lernen,  unter- 
suchen wir  wieder  die  I)urcI|schnittsQirven  mit  verschiedenen  Ebenen.  — 
Es  werden  zunächst  wieder  die  HaupUschnitte ,  indem  wir  der  Reihe  nach 
a;=;0|  ^^0,  «=0  setzen, 

in  der  t/«- Ebene:  45=  -r  —  1 
•*  0*         c* 

x^        %^      , 
a^        c* 

-    -    xy       -       1-, +  ^,  +  1  =  0. 


•  -  V 


ß 


t 


ie9 
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Die  beiden  ersten  Schnitte  sind  Hyperbeln,  deren  halbe  erste  Axe 
in  beiden  Fällen  xsc  in  der  s-Axe  hegt,  während  die  halbe  zweite  Axe 
das  eine  Mal  asfr  in  der  y-Axc  und  das  andere  Mal  ^^  a  in  der  a?-Axe 
ist.  Der  dritte  Schnitt  ist  unter  allen  Umständen  ima^rinär,  d.  h.  die 
Oberfläche  trifft  die  a;y- Ebene  niemals. 

Nehmen  wir  zweitens  die  Schnitte,  welche  in  den  respectiren  Ent- 
fernungen x^a,  y^^ßj  ftBB/  parallel  mit  den  Coordinaten  -  Ebenen  ge- 
legt werden,  so  werden  diese  Schnitte 

parallel  mit  der  ^s-Ebene:  ^  =  -^ — I  1  +"-|  ) 

Hieraus  sieht  man,  dass  jede  mit  dcrys  und  mit  der  a;is- Ebene  pa- 
rallel gelegte  Ebene  die  Oberflücfio  in  einer  Hyperbel  schneidet,  deren  erste 

> 

Hdbaxe  stets  in  der  «-Axe  liegt  und  respective  =  —  >/«*  +  «'    "»d 

■7-  V6*+^*  ist.  Die  mit  der  ojy- Ebene  parallelen  Schnitte  sind  Ellip- 
sen, welche  aber  erst  dann  reell  ^verdeu  und  von  da  ah  es  beständig 
bleiben,   wenn  y  gleich   oder  grosser  als  c  wird.     Die  beiden  Halbaxen 

dieser  Ellipsen  werden:  —  V/' — c*  und  —  Vy* — c*,   die    sich  natürlich 

c  c 

ßr  ;^=?c  aur  Null  reduciren,  wodurch  die  Ellipse  in  einen  Punkt  über- 
geht. 

Schneidet  man  drittens  die  Oberfläche  mit  irgend  einer  durch  die 
x-Axe  gelegten  Ebene,  welche  wieder,  wie  bei  den  vorigen  Unter- 
suchungen, mit  der  o;« -Ebene  den  Neigungswinkel  v  bilden  möge,  so 
diM  ihre  Gleichung: 

y^=  X  lang  v 
werde,   so   wird  die   Gleichung  der  Projection    dieses   Schnitts    in   der 
2« -Ebene: 


»'i'^'n^f'S-' 
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und  wenn  man  hierin  noch  mas|.coa9  setzt,   so  wird  die  Gleichung 
des  Schnitts  als  ebene  Curve  in  der  Schnittebene  selbst: 

c*  I  a}  Bin  v^  +  6'  cot  v^  J 
welche  eine  Hyperbel  bedeutet,   deren  erste  Halbaxe  ffir  jeden  beliebigen 
Werth  von  v  die  constante  Grösse  e  in  der  s-Axe  ist. 

Man  nennt  diese  Oberfläche  hyperbolisches  Hyperboloid 
oder  hyperbolisches  Conoid  oder  Hyperboloid  mit  zwei  Fä- 
chern {hyperboloide  d  denx  nappes). 

Man  wird  auch  hier  wieder,  wie  bei  der  vorigen,  am  leichtesten 
eine  Vorstellung  von  der  Gestalt  dieser  Oberfläche  erhalten ,  wenn  man 
besondre  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  der  Gleichung  annimmt. 

1)  Wenn  man  a=6  setzt,  so  wird  jeder  Schnitt,  der  in  einer  Ent- 
fernung grösser  als  c  parallel  mit  der  o;^- Ebene  gelegt  wird,   ein  Kreis 

mit  dem  Radius— V}'^ — c^-    Legt  man  dann  ferner  hier  wieder  durch  die 

c 

i-Axe  eine  die  Oberfläche  schneidende  Ebene,  welche  mit  der  a;i- Ebene 
einen  Winkel  v  bildet,  so  wird  die  Gleichung  der  Schuittcurve ,  wenn 
man  wieder  die  schneidende  Ebene  zur  neuen  Coordinaten  -  Ebene  an- 
nimmt: 

i.  h.  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  deren  halbe  erste  Axe  =  c  üi  der 
«-Axe  liegt. 

Die  hier  in  Rede  stehende  Oberfläche,  deren  Gleichung  also  bei  der 
Gleichsetzung  von  b  mit  a  diese  ist: 

bedeutet  daher  eine  Fläche ,   welche  durch  die  Umdrehung  der  Hyperbel 

x^      »» 

-a  =  -j —  1  um  ihre  erste  Axe,  die  in  der  «-Axe  liegt,  entstanden  ist. 
ü        c 

2)  Wenn  man  in  der  allgemeinen,  hierhergehörigen  Gleichung 

Mz^  —  M'y^  —  M''x^  —  L^O 
den  letzten  Coeflicienten  £  =  0  setzt,  also  die  Gleichung 


oder 
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c^      6»      a' 

untersachen  will,  so  erhält  man  dasselbe,  was  auf  den  SS.  16S  u.  ff. 
sab  LilU  A,  No.  2  u.  Anm.  durchgeführt  ist. 

Es  ergiebt  sich  natürlich  hier>  wie  dort,  ein  Kegel,  respecUve  mit 
elliptischer  oder  kreisförmiger  Basis,  der  auch  für  die  gegenwärtige  Ober- 
fläche, ebenso  wie  bei  der  frühem,  ein  Asymptoten  -  Kegel  ist.  Der  Be- 
weis dafür  ist  derselbe.  Indess  möge  ,  da  die  Mannigfaltigkeit  der  Metho- 
den überall  von  der  grössten  Instructivität  ist,  ein  anderer  Beweis,  weim 
er  aach  durchaus  nicht  unumgänglich  erforderlich  ist,  hier  mit  angeführt 
werden. 

Es  bedeute  z  die  Ordinate  des  Kegels  und  z'  die  zu  denselben  Ab- 
scissen  x  und  y  gehörige  Ordinate  der  Oberilächc,  so  hat  man  natürlich 


M 


und 
woraus  sich  ergiebt: 


oder  »'  —  z 


(ä'  +  «)  M' 

Dieser  Unterschied  der  Ordinalen,  d.  h.  die  Entl'ernung  der 
OberOäche  von  dem  Kegel  im  Sinne  der  j-Axe,  wird  immer  geringer,  je 
grösser  z  und  z'  werden,  d.  h.  je  weiter  man  sich  im  Sinne  der  i-A\e 
von  der  a;y>  Ebene  entfernt.  Es  nähern  sich  also  die  beiden  Oberflächen 
immer  mehr,  je  weiter  sie  fortgesetzt  werden. 

3)   Wenn  mau  in   der  Gleichung  der  hier  vorliegenden  Oberfläche 

c^      61      «2      ^-" 

eine  der  beiden  Axen  a  oder  6,  z.  B.  a  bis  ins  Unendliche  wachsen  lässt, 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,   wenn   man   in   der  allgemeinsten 

Form 

Af«*  — itf'y*— *"fl5*— 1  =  0 

den  Coefßcienten  iVsO  setzt,  so  erhält  man 

ifÄ*— Ä'y*— 1  =  0 
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Dieses  ist  eine  Oberflache,  bei  welcher  jeder  Schiüti,  der  in  beliebigar 
Entfernung  von  der  ^s- Ebene,  d.  h.  für  jeden  beliebigen  Werlh  des  x, 
eine  Hyperbel  giebt,  deren  halbe  erste  Axe  src  in  der  ;K-Aze  und  deren 
halbe  zweite  Axe  =A  in  der  g-kxe  liegt  —  Jeder  Schnitt,  der  in  der 
Entfernung  z=ry  parallel  mit  der  a;y- Ebene  geht,  giebt 

C      ' 

d«  h.  da»  System  zu-cicr  mit  der  a;-Axe  geraden  Linien,  die  aber  erst  in 
der  Entfernung  c  von  der  ayy- Ebene  anfangen  reell  zu  werden.  —  Je- 
der Schnitt,  der  in  der  Entfernung  y^ß  parallel  mit  der  a;y-Ebene  ge- 
legt wird,  giebt 


y=  ±  T Vy* •" ^' 


d.  h.  beständig  das  System  zweier  mit  der  x  -  Axe  paralleler  geraden 
Linien. 

Die  erhaltene  Oberfläche  ist  ein  auf  der  ys-Ebehe  senkrecht  ste* 
hender   Cylinder,    dessen   Basis    eine   Hyperbel    von     der     Gleichung 

I1=*T  — 1  'St. 

4)  Nimmt  man  in  der  allgemeinen  Gleichung  Mz^^^M'y^ — JWa?*— £'=0 
ausser  M'*=0  auch  noch  £==0,  so  wird  die  Gleichung  der  Oberfläche: 

jif«»— wy=o. 

Jeder  ebene  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  072; -und  mit  der  xy- Ebene 
giebt,  da  die  o; - Coordinate  vollkommen  unbestimmt  bleibt,  das  System 
zweier  gerader  Linien;  mithin  wird  die  genannte  Gleichung  das  System 
zweier  parallelen  Ebenen  bedeuten,  die  auf  der  y  z-  Ebene  senkrecht  stehn 
lind  mit  der  y-X\t'  einen  Winkel  bilden^  dessen   trigonometrische  Tan- 

g«ote  5*1/  -^  "*• 

Zweite  Klasse  der  Oberflächen  zweiten  Grades. 
Wir  haben  S.  157  die  Oberflächen   der  zweiten   Ordnung,    deren 
Gleichung  in  ihrer  vollkommenstea  Allgemeinheit  die  Form 

i4aj»  +  i»y»  +  C«»  +  ff«  +  J5ry+/«  +  lf  =  0 
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erhielt,  ia  zwei  wesenüich  yon  einander  Terschiedeue  Klassen  gelheilt. 
Wenn  keiner  von  den  CoefBcienten  der  quadratischen  Glieder  gleich  Null 
wurde,  so  konnte  man  durch  einfache  Verlegung  des  AnrangspunkU  der 
Coordinaten  die  Glieder  mit  den  ersten  Potenien  der  Variabein  aus  der 
Gleichung  herausschaffen  und  dadurch  erhielt  man  die  bisher  behandelten 
Oberflüchen  der  ersten  Klasse.  Wenn  aber  einer  der  genannten  CoelB- 
cienten  gleich  Null  wird,  so  ist  eine  solche  Verlegung  des  Anfangspunkts 
der  Coordinaten  nicht  mehr  ang&nglich,  da  derselbe  in  die  Unendlidikeit 
fallen  wQrde. 

Wenn  nun  der  Coenicieut  nur  eines  der  quadratischen  Glieder,  z.B.|i, 
verschwindet, so  erhielten  wir  diese  Form  der  Gleichung:  ilf**+Ä'y'+iVa?»0. 
Hier  wird  man  aber  noch  zwei  Fälle  unterscheiden  müssen,  je  nachdem 
die  beiden  Coeflicientcn  M  und  M'  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  ha- 
ben, während  man  auf  das  Zeichen  von  JV  gar  keine  Rucksiclit  zu  neh- 
men braucht,  da  man  dem  Term  Nx  je  nach  Bedurfniss  ein  beUebiges 
Zeichen  dadurch  verschafleu  kann,  dass  man  das  oo  entweder  beständig 
petitiv  oder  beständig  negativ  annimmt.  Wenn  endlich  zwei  von  den  qua- 
dratisdien  Gliedern  der  allgemeinen  Gleichung  verschwinden,  wenn  etwa 
il=0  und  i?  =  0  werden,  so  erhält  man  die  Form  ^**  +  JVap+JV'y  =  0. 
Hier  darf  man  auf  die  Vorzeichen  durchaus  keine  Rucksicht  nehmen,  da 
X  and  sf  behebig  positiv  oder  negativ  gewählt  werden  können. 

Nadi  diesen  Vorbemerkungen  ergeben  sieh  folgende  drei  Fälle  dar 
iweitea  Klasse  der  Oberfläclien  zweiten  Grades. 

A)  Wenn  nur  ein  quadratisches  Glied  fehlt  und  die  beiden  flbrig'- 
bleibenden  gleiche  Vorzeichen  haben,  wenn  man  also  diese  Form  bat: 

Werden  hierin  M  und  M*  positiv  gedacht,  so  kann  man  offenbar 
mar  dam  eine  reelle  Oberfläche  crtialten^  wenn  das  letzte  GUed  Nx  ne- 
gativ wird,  was  aber,  nach  dem  vorhin  Bemerkten,  wegen  der  BeUebig^ 
Uit  des  07  Siels  erreicht  werden  kann.    Man  wird  daher  setzen  dürfen: 

so  dass  die  Gleichung  der  Oberfl&she  diese  Foim  amimoM: 
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Um  die  Natur  dieser  OberflSche  näher  kennen  zu  lernen,  schneiden 

wir  sie  wieder  durch  verschiedene  Ebenen.    Zunäclist  werden  die  Haopt- 

schnitte : 

in  der  y «-Ebene:    p«*+p'y*=0 

-  -    »«        -  %^  =  f'x 

-  -    a;y        -  y*=jpa?. 

Da  die  erste  Gleichung  durch  j^  =  0  und  «=0  erfüllt  wird,  so  muss 
die  OberOäche  durdi  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehn.  Die  bei- 
den andern  Gleichungen  sind  Parabeln  mit  den  Parametern  f  und  f*. 
Da  diese  beiden  Grössen  f  und  p'  nothwendig  gleiche  Vorzeiclien  ha- 
ben müssen,  so  wird  man  daraus,  ob  beide  positiv  oder  beide  negativ  sind, 
erkennen  können,  ob  die  Oberfläche  nur  auf  der  positiven  oder  nur  auf 
der  negativen  Seite  von  der  j^z- Ebene  hegen  müsse. 

Die  Schnitte,  welche  in  den  respectiven  Entfernungen  iD^=^(Xy  y=ß, 

z=y  parallel  mit  den  Coordinaten  -  Ebenen  liegen,  werden: 

«*  1/* 

parallel  mit  der  yz-Ehew:  -7»« —  — 

p' 

-  -    a?«      -        Ä*=p'» — i-Ä* 

-  -    xy     -       y^=pa)—j,y' 

Die   erste    Gleichung  ist  eme   Ellipse,    deren   halbe    grosse   Axe 

ssa^^  fBiVdilel  mit  der  y-Axe  und  deren  halbe  kleine  Axe^^ap'  pa- 
rallel mit  der  z-Xxe  ist.    Die  beiden  andern  Schnitte  sind  Parabebi,  die 

eine  mit  dem  Parameter  p'  und  einem  Scheitel,  der  um  das  Stück  ^  von 

P 

der  yx -Ebene  entfernt  ist,  die  andere  mit  dem  Parameter  p  und  einem 

Scheitel,  der  um  das  Stück  ^  von  der  y« -Ebene    entfernt  ist.      Die 

P 

Axen  beider  Parabeln  gehen  parallel  mit  der  a;-Axe.  —  Man  nennt  die 
Oberfläche  elliptisches  Paraboloid. 

Man  erhält  wieder  am  leichtesten  eine  sinnUche  Vorstellung  von  die- 
ser Fläche,  wenn  man  über  die  Coefficicnten  ihrer  Gleichung  besondre 
Bestimmung  trifft.  Machen  wir  die  specielle  Annahme,  dass  die  beiden 
Parameter  p  und  p'  einander  gleidi  sind,  so  wird  jeder  mit  der  y«-Ebene 
parallele  Schnitt  ein  Kreis  «'-hy'sap  mit  dem  Radius  ^äp.    Legt  man 
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aber  durch  die  a-Axe  eine  Ebene,  welche  mit  der  o^y-Ebene  einen  Win- 
kel V  macht,  und  nennt  man  das  Perpendikel,  welches  man  von  einem 
Punkt,  der  in  dem  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Oberfläche  liegt  und 
dessen  Coordinaten  xy%  heissen  mögen,  in  dieser  Ebene  auf  die  x-kxt 
ßllt  =  ^,  so  hat  itian  ofienbar  diese  Beziehungen : 

z^rzl^.sinv  und  y  =  t.cosi'. 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Oberfläche  p  x^+f'y^ — pp'x^O 
mit  Berücksichtigung,  dass  ;=;'»  so  wird  diese 

d.  h.  bei  jeder  Lage  der  durch  die  a;-Axe  gelegten  Ebene,  möge  der 
NeiguDgswinkel  v  sein  wie  er  wolle,  wird  der  Schnitt  dieser  Ebene  mit 
der  Oberfläche  immer  dieselbe  Parabel.  Es  wird  daher  die  Oberfläche, 
wenn  p==p'  ist,  durch  die  llmdrehuog  der  Parabel  y^:=.px  um  die 
x-Axe  entstanden  sein. 

Man  kann  sich  aber  auch,  ohne  diesen  speciellen  Fall  f^p'  anzu- 
nehmen, ein  anschauliches  Bild  von  der  Oberfläche  in  ihrer  yollständigeo 
Allgemeinheit  machen.  Denn  man  denke  sich  (Fig.  XLIV.)  die  Ebene  des 
Papiers  als  xy-Ebene  und  darin  die  Parabel  MBÄN  gezeichnet,  deren 
Gleidiung  y^^px  sein  soll. 

Auf  der  Peripherie  dieser  Pai^abel  denke  man  sich  den  Scheitel  ei- 
ner zweiten  Parabel  s^:=p'§  bewegt,  deren  Ebene  stets  senkrecht  auf  der 
Ebene  des  Papiers,  also  stets  parallel  mit  der  :b«- Ebene  bleibt,  deren 
Axe,  worauf  die  ^'-Coordinaten  gewälilt  werden,  parallel  mit  der  a;-Axe 
geht  und  nach  derselben  positiven  Seite  hin  gerichtet  ist.  Dann  wird 
diese  zweite  bewegte  Parabel  die  in  Rede  stehende  Oberfläche  erzeugen. 

Denn  es  sei  SP  BT  die  bewegliche  Parabel  in  einer  ihrer  Lagen, 
so  dass,  während  ihre  Axe  BS  parallel  mit  AX,  der  Axe  der  festen  Pa- 
rabel, gebt,  ihr  Scheitel  B  um  das  Stück  AC^a  von  der  y-Axe  ent- 
fernt ist;  dann  wird  irgend  ein  Punkt  P  dieser  beweglichen  Parabel  zu- 
gleich ein  Punkt  auf  einer  erzeugten  Oberfläche  sein.  Es  sind  aber  die 
Coordinaten  dieses  Punkts:  PQ^z,  OI>  =  JBC=:y,  AD^x.  Da  nun 
P  ein  Punkt  der  beweglichen  Parabel  ist,  so  hat  man 

oder  »*s=p'.f 
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und  da  ferner  B  ein  Punkt  in  der  festen  Parabel  ist^  so  hat  man 

BC^^f.ÄC 

oder  y^  mm  p.a. 

Nun  ist  aber  |=B0=2X& — Tc»« — a,  also  wird 

und  y*=|).a. 

Diese  beiden  Gleichungen  finden  stets  zu  gleicher  Zeit  statt  bei  der 
speciellen  gegenseitigen  Lage  der  beiden  Parabeln,  die  offenbar  durch  das 
a  bedingt  ist.  Eliminirl  man  daher  dieses  a  aus  den  beiden  Gleichungen, 
so  erhält  man  die  Relation  zwischen  den  drei  Coordinaten  xyt  eines 
Punkts  der  durch  die  Bewegung  der  zweiten  Parabel  erzeugten  Oberfläche, 
nämlich 

pz'^+p'y^—pp'x^r^dy 
welches  die  vorgegebene  Gleichung  der  zu  untersuchenden  Oberfläche  war. 

B)  Wenn  wieder  wie  beim  vorigen  Fall  nur  einer  der  quadratischen 
Glieder  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades  fehlt»  die  bei- 
den flbrfgbleibenden  aber  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so 
wird  man  folgende  Form  erhalten : 

JfÄ*— i»/'yHiVa;=0, 
wo  man  Aber  das  N  nichts  Besonderes  bestimmen  darf,  da  man  diesem 
Term  Nx  wegen  der  Willkfiriichkeit  des  x  jedes  beliebige,  am  zweck- 
massigsten  erscheinende  Zeichen  schaffen  kann.  —  Setzen  wir 

^  =  p'   und  j^,  Ä  p, 

so  wird  die  Gleichung: 

p  Ä*  ^p*y^  +PP'  a?  =  0. 
Wir  gehen  bei  der  Untersuchung  dieser  Oberfläche  denselben  Weg, 
wie  bei  den  vorhergehenden.    Es  werden  die  Hauptschnitte 

in  der  yz^Ehent:    pz^ — p'jf'=0 

'    '    xz        -        jp=:+V— P'a; 

-    -   «y       -      y=±Vp«- 

Die  erste  Gleicfanng,  welche  sich  in  zwei  Faktoren 
zerlegen  lässt,    ist  das    System  zweier   durch  den    Anfangspunkt  der 
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Coordinaten  gehenden  geraden  Linien.  Die  zweite  Gleichung  ist  eine 
Parabel,  welche  aber  nur  nach  der  negativen  Seite  der  x  reell  ist; 
die  dritte  ist  ebenfalls  eine  Parabel,  die  nur  för  positive  x  reell  wird. 
Beide  Parabeln  haben  ihre  Axen  in  der  a;-Axe. 

Femer  werden  die  Schnitte,  welche  in  den  respocliven  Entfernungen 
^=cr,  y  =  /9,  x=sy  mit  den  Coordinaten  -  Ebenen  parallel  gelegt  werden, 

parallel  mit  der  t/^- Ebene:  —,  =  - a 

"     -    xz       -         -2«  — «'jj  +  i^'/Sa 

r 

Die  erste  Gleichung  bedeutet  eine  Hyperbel,  deren  halbe  erste 
Axe  =Vp^  '^  ^^^  Richtung  der  y  -  Axe  und  halbe  zweite  Axe 
Ts^plx  in  der  Richtung  der  £-Axe  Hegt.     Der  zweite  Schnitt  ist  eine 

Parabel  mit  dem  Parameter  p'  und  einem  Scheitel,   der  um  —/?^  von  der 

p 

jfi-Ebene  auf  der  positiven  Seite  der  x  entfernt  ist,   im  Uebrigen  aber 

gänzlich  nach  der  negativen  Seite  der  x*-Axe  liegt.     Der  dritte  Schnitt 

ist  eine  Parabel  mit  dem  Parameter  p  und  einem  Scheitel,  der  um  — :y^ 

von  der  yi- Ebene  auf  der  negativen  Seite  der  x  entfernt  ist,  sonst  aber 
gänzlich  auf  der  positiven  Seite  der  a;-Axe  liegt. 

Diese  Oberfläche  heisst  das  hyperbolische  Paraboloid. 

Bei  der  bisher  behandelten  Oberfläche  war  es  stets  möglich ,  unter 
Voraussetzung  gewisser  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  der  Glei- 
diung ,  die  Oberfläche  auf  solche  Weise  durch  eine  Ebene  au  schneiden» 
dass  der  Schnitt  ein  Kreis  wurde.  Daduixh  erreichte  man  den  wesent- 
lichen Vortheil,  dass  die  Oberfläche  unter  dieser  Bedingung  durch  die  Ro- 
tation einer  Cunre  um  eine  gewisse  Axe  entstajid  und  so  ein  leichteres 
Bild  für  die  Anschauung  lieferte.  Da  aber  in  vorliegender  Gleichung  die 
CoeiBcienten  der  beiden  quadratischen  Glieder  wesentlich  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben,  so  wird  es  nie  möglich  sein,  durch  Zusammenstellung 
derselben  mit  der  Gleichung  einer  Ebene  eine  Gleichung  für  die  Schnitt- 
Corve  za  erhalten»   in  welcher  die  Coefficienten  der   beiden  qiudrati« 

23 
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sehen  Terme  gleiche  Vorzeichen   erhielten,    die   Ciir?e  selbst    also  ein 
Kräs  iwurde. 

Man  kann  jedoch  hier,  wie  bei  der  vorigen  Oberfläche,  sicA  die 
Entstehung  derselben  in  ihrer  vollen  Allgemeinheit  mit  Leichtigkeit  ver- 
sinnlichen. Denn  man  nehme  in  derselben  Figur  ]UJV.  in  der  Ebene 
des  Papiers  die  Parabel  MB  AN,  deren  Gleichung  y'^^px  sein  mag; 
man  denke  sich  auf  der  Peripherie  dieser  Parabel  den  Scheitel  einer  zwei ' 
ten  Parabel  bewegt,  deren  Gleichung  5*= — p^  sein  mag,  und  deren 
Ebene  stets  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Papiers ,  also  parallel  mit  der 
(9^- Ebene  bleibt,  welche  aber,  wie  es  durch  das  negative  Vorzeichen  an- 
gedeutet ist,  stets  nach  der  negativen  Seite  der  a?-Axe  hin  gerichtet  ist; 
alsdami  wird  diese  bewegte  zweite  Parabel  die  gesuchte  Oberfläche  be- 
schreiben. Denn  es  sei  S'FBS'  die  bewegliche  Parabel  in  einer  ihrer 
Lagen,  so  dass,  wäbrend  ihre  Axe  BS  mit  AX,  der  Axe  der  festen  Pa- 
rabel, parallel  gebt,  ihr  Scheitel  B  um  das  Stück  a  von  der  y*Axe  ent- 
fernt ist;  dann  wird  irgend  ein  Punkt  P'  dieser  beweglichen  Parabel  zu- 
gleich ein  Punkt  auf  der  erzeugten  Oberfläche  sein.  Die  Coordinaten  die- 
ses Pankts  werden  natöriich  P' 0' ==  js,  (?'/>' =  JBC=y,  AD'=  —  x,  Nun 
ist  aber  JP  auch  ein  Punkt  der  beweglichen  Parabel,  deren  Parameter  f 

ist,  deshalb  hat  man 

FQ'—p'.BQ' 

oder  j5*=— p' ,  I 

und   da  B  ein  Punkt  der  festen  Parabel  ist,   deren    Parameter  p  war, 
so  ist 


BC^:=p.AC 
oder  y*  =  jp  .  a. 

Ferner  BQ'^  —  ^—CA  +  AD'=:a—x,  also  wird 

z^ssp'(a  —  a?) 
und  wenn  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  vorigen  y'«j»a,  die 
an  sich  willkürliche  Grösse  a,  welche  nur  die  augenMickliebe  Lage  der  he- 
weglichen  Parabel  bedingt ,  eliminirt,  so  erhält  man  die  Relation  zwischen 
den  drei  Coordinaten  eines  Punkts  der  durch  die  Bewegung  der  beweg- 
lichen Parabel  erzeugten  Oberflädie,  nämlich: 

welches  die  Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloids  ist« 
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C)  Wenn  drittens  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades 
zwischen  drei  Variabein  die  CoeOßcienlen  von  xwei  der  quadratischen  Glie- 
der rerschwinden >  so  wurde  (S.  158)  unsre  Gleichung: 

Die  Haoptschnitte  dieser  OberQäclie  werden 

mit  der  5^^- Ebene:  z-=+-y  — j^  y 

-     ^    xy       -        Nz+N'y  =  0 

und  die  Schnitte,  welche  in  den   rcspectiven  Entfernungen  x=ay  y=/7, 

i^y  parallel  mit  den  Coordinaten  -  Ebenen  gelegt  sind,  werden 

N'  N 

parallel  mit  der  ^; -Ebene:  2*=  —  j^y —  "szu 

N         M   , 

-    '   xy     -      y  =  —  jfs^—ji^y' 

Der  erste  Schnitt  ist  eine  Parabel,  deren  Axe  parallel  mit  der  y-Axe 
geht;  sie  wird,  wenn  die  Coefficieoten  M,  N,  N'  an  sicli  positive  Grös- 
sen sind,    nur  nach  der  negativen  Seite   der  y  gerichtet  sein  und   der 

N 
Scheitel  wird  um  das  Stuck  -rra  von  der  xz- Ebene  entfernt  sein.    Der 

Schnitt  in  der  a;z-Ebene,  wo  also  a=0,  ist  eine  Parabel,  deren  Schei- 
tel im  Anfangspunkt  der  Coordinaten  selbst  liegt  und  deren  Axe  die 
y-Axe  selbst  ist.  Bei  dem  zweiten  Schnitt  ergicbt  sich  gauz  Analoges,  er  ist 
wieder  eine  Parabel,  deren  Axe  aber  hier  parallel  mit  der  x-Axe  geht 
und,  unter  derselben  Annahme  als  vorhin,  nur  nach  der  negativen  Seite 

N' 
der  X  gerichtet  ist,  ihr  Scheitel  ist  um  das  Stück  -^/^vonder  yi-Ebene 

mfemt.  Die  Schnitte  parallel  mit  der  fl?j^. Ebene  sind  gerade  Linien, 
^alle  untereinander  parallel  gehn,  indem  sie  alle  mit  der  o?* Axe  einen 

N  . 
Winkel  bilden,  dessen  trigonometrische  Tangente  =:-rr^ist. 

Die  Qbertiche  ist  ein  parabolischer  Cylinder,  dessen  gerade 
linien  »inuntlich  mit  der  a?y- Ebene  parallel  gehn.       « 
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§.  4.  In  dem  vorigen  §.  haben  wir  sämmtliche  OberflSchen  der 
zweiten  Ordnung  erschöpft  und  es  sind  deren  sechs  gefunden ,  von  denen 
drei  zur  ersten  KIdsse  und  drei  zur  zweiten  Klasse  gehöreo.  Man  unter- 
scheidet diese  beiden  Klassen,  und  wohl  mit  Recht,  auch  noch  durch 
andre  Benennungen,  indem  man  die  Flächen  der  ersten  Klasse  Fliehen 
mit  einem  Mittelpunkt  und  die  der  zweiten  Klasse  Flächen  ohne  Mittel- 
punkt nennt. 

Die  Flächen  der  ersten  Klasse,  welche  durch  die  Gleichung 
Jli* +  il#'y*  +  j|f" 07*  + 1=  0  dargestellt  werden,  haben  die  drei  Coor- 
daten - Ebenea  zu  sogenannten  Diametral-Ebenen,  d.  h.  zu  solchen, 
welche  die  Oberfläche  stets  in  zwei  congruente  Hälften  theilen.  Ferner 
sind  die  Gleichungen  einer  geraden  Linie,  die  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  geht, 

x=^  az 
y  —  bz, 
also    die   Coordinaten  des   Durchschnittspunkts   dieser  Geraden   mit  der 
Oberfläche : 


x  =  + 


y-± 


a?  =  + 


6>/— JJfft*— 5f''a*^^ 


V 


wo  die  obern  Zeichen  zusammen  und  die  untern  Zeichen  zusammenge- 
hören. Hieraus  sieht  man,  dass  die  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten gehende  Gerade  die  Oberfläche  in  zwei  Punkten  schneidet,  die 
zwar  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Coordinaten  haben.  Die  Entfernun* 
gen  dieser  beiden  Punkte  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten ,  welche  be- 
kanntlich =  v^*-hy*  +  i*  sind,  werden,  weil  eben  nur  die  Quadrate  der 
Coordinaten  darin  vorkommen ,  einander  gleich  sein ,  d.  h.  jede  durch  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  gezogene  Chorde  wird  in  diesem  Punkt 
halbirt  werden,  weshalb  dieser  Punkt  ein  Mittelpunkt  der  Oberfläche 
genannt  wird,  während  die  Sehne  ein  Durchmesser  heiMt  — ^  Umge- 
kehrt wird  man  von  einer  Oberfläche  behaupten  können,  dass  sie  eintn 
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Mittdpoiikt  habe,  wenn  deren  Gleichung  so  beschaffen  ist  dass  sie  un- 
verändert bleibt,  wenn  man  allen  Coordinalen  das  entgegengesetzte  Zei- 
chen giebt  Wenn  man  daher  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Gra- 
des hat: 

Äx^+By^+C%^+2Dyz+2Ex:  +  2Fxy  +  2Gx  +  2Hy  +  2h+K^0 
und  man  verlegt  darin  den  Anrangspunkt  der  Coordinaten,  indem  man 
x  +  a,  y  +  ßy  «  +  y  für  a?,  y,  z  setzt,  wodurch  man  erhält:  • 

Äx^  +  By^  +  Cg'^+2Dyz+2Exz  +  2Fxy 

+  2x(Äa  +  Ey  +  Fß'i'G) 

-f-2y(B/?  +  Fa+öy  +  ff) 

+  2z{Cy  +  Dß+Ea+I) 

+  Aa^+Bß^  +  Cy^  +  2Dßy  +  2  Eay+2Faß+2Ga + 2Hß+2Iy  -{^K-  0, 
so  wird  diese  Fläche  einen  Mittelpunkt  haben,  wenn  es  möglich  ist,  dass 
a,  ß,  y  solche  Werthe  erhalten,  welche  die  CoelTicienten  der  ersten  Po- 
tenzen der  Coordinaten  verschwinden  machen,  d.  h.  wenn  die  Gleichungen 

Äa  +  Ey  +  Fß+G-0 

Bß  +  Fa  +  Dy  +  H:=0 

Cy  +  Dß  +  Ea  +  I=iQ 

durch  endliche  Werthe  von  a^  ß,  y  erfüllt  werden  können.    Man  erhält 

GiBC—D^)  +  H(DE—CF)  +  I(DF—BE) 


a  = 


/?  = 


A.D^  +  B.P+C.F^—ABC—2.BEF 
G(DE^CF)  +  H(AC-  P)  +  I(EF—AD) 


A.D^+B.E^+C.F*—ABC-^2.DEF 

_  GiPF'-BE)  +H(EF—AD)  +  HAB—P) 
^  "~      A.D^  +  B.E^+C.P-^ABC—2,DEF   ' 

Damit  nun  also  diese  Ausdrucke  nicht  uncudlich  werden,  oder, 
was  dasselbe  heisst,  damit  die  Oberfläche  einen  Mittelpunkt  habe,  wird 
erforderUch,  dass  der  gemeinsame  Nenner 

A.D^+B,P+C.F^  —  ABC'-2.DBF 
nicht  der  Null  gleich  sei. 

Ist  aber  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ergiebt  sich  als  allgemeine 
Gleichuog  der  Oberflächen  zweiten  Grades,  welche  einen  Mittelpunkt  haben : 
aw^+a'y^  +  a"z^  +  2byz+2b'xz+2b*'xy  =  l. 

Jede  Gerade,  die  durch  den  Mittelpunkt  gezogen  ^ird,  schneidet 
also  die  Oberfläche  in  zwei  Punkten,  die  gleiche  Entfernungen  vom  Mit- 
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telpunkt  haben.  Diese  Durchschnitispunkte  werden  aber  aucli  imaginär 
sein  oder  in  der  Unendlichkeit  liegten  können ,  d.  h.  es  wird  Bieht  bei 
jeder  Oberfläche  in  jeder  Richtung  jede  durch  den  Mittelpunkt  gezegene 
Gerade  die  Fläche  wirklich  treffen.  Wenn  der  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  zugleich  der  Mittelpunkt  ist  so  werden  die  Duröhschnittspunkte  der 
Coordinaten-Axen  mit  der  Fläche  die  Scheitel  der  Flädie  genannt, 
«^ während  diejenigen  Tfaeile  der  Coordinaten-Axen,  welche  z^Wschen  je 
zwei  zusammengehörigen  Scheiteln  liegen,  die  Axen  der  Flächen  heisseu. 

Aus  der  vorhergegangenen  Discussion  der  einzelnen  Oberfiäcben  der 
zweiten  Ordnung  ergiebt  sich  uumittelbar,  dass  das  Ellipsoid  sechs  Schei- 
tel und  drei  reelle  Axen  hat,  das  einßchrige  Hyperpeleid  vier  Scheitel 
und  zwei  reelle  Axen,  das  zweifächrige  Hj-perboloid  zwei  Scheitel  und 
eiae  reelle  Axe.  Das  elliptische  Parapoloid  hat  einen  Scheitet,  das 
hyperbolische  Paraboloid  gar  keinen.  Der  beim  Kegel  sogenannte  Sdieitel 
ist  kein  Scheitel,  sondern  ein  Mittelpunkt. 

In  der  obigen  Gleichung  för  die  Flächen  des  zweiten  Grades,  welche 
einen  Mittelpunkt  haben,  in 

ist  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zugleich  der  Mittelpunkt.  Beschreibt 
man  daher  um  diesen  Mittelpunkt  eine  Kugel ,  deren  Radius  =  R  eine 
Halbaxe  der  Oberflädic  ist,  so  wird  diese  Kugel  in  den  zugehörigen  bei- 
den Scheiteln  mit  der  Fläche  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung  haben 
müssen,  d.  h.  es  werden  die  partiellen  ersten  Differentialqaotienfen  von 
z  in  Bezug  auf  x  und  auf  y  aus  der  genannten  Gleichung  der  Oberfläche 
mit  den  entsprechenden  Differentialquotienten  aus  der  Gleichung  der  Kugel 

x^  +  y^  +  z^^R'^ 
identisch  sein  müssen,  wodurch  man  diese  Bedingungsgleichungen  erhält: 

%{ax  +  V*y  +  6'ä)  =  x{Vx  +  6y  +  «"«) 
Ä(6"a?  +  a'y  +  hz)  =  y  (ö'a?  +  6y  +  o^ä). 

Elimiuirt  man  aus  diesen  beiden  Gleiclmngen  und  aus  den  Glei- 
chungen der  Oberfläche  und  der  Kugel  die  drei  Coordinaten  x^  y,  x,  so 
erhalt  man  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  des  R  durch  die  GoelBcien- 
ten  «,  «\  a'\  h,  b* ,  V* ,  nämlidi: 
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—  Ä*  .  \aa'+  a'a''  +  a"a  — 6«  — 6'»-6"»| 
+  Ä»  .  {a  +  «'  +  a"j  — 1  =  0. 

Diese  Gleichung  giebt  die  Werthe  der  sechs  Halbaxen,  von  denen 
je  zwei  stets  einander  gleich  und  nur  von  enfgegengesetitem  Zeichen 
sind.  Es  sind  also  in  der  That  nur  drei  Axen  möglich,  wie  auch  die 
Gleichung  es  angiebt,  da  sie  in  Bezug  auf  R^  nur  vom  dritten  Grade  ist. 

§.  5.  So  wie  wir  S.  84  IT.  bei  der  Gleichung  des  zweiten  Grades 
zwischen  zwei  Variabeln  in  der  Ebene  die  Beziehungen  zwischen  den 
CoefBcienten  der  Gleichung  untersuchten,  die  zur  Erzeugung  der  ver- 
schiedenen ebenen  Curven  erforderlich  waren,  so  sollen  auch  hier  die 
Beziehungen  der  Coelficienten  der  auf  S.  154  angegebenen  allgemeinen 
Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  drei  Coordinaten  untersucht  wer- 
den, welche  die  verschiedenen  Oberflächen  liefern. 

Wir  nehmen  zu  dem  Ende   eine  in  ihren  CoefBcienten  mehr  mar- 
kirte  Form  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades  an,  nämlich: 
ax^  +  a'y'^+a''z^+2(byz  +  b'xz  +  V'xy)  +2(cx  +  c'y  +  &'z)=d  ^ 

Verlegt  man  hier  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach  einem 
Punkt ,  dessen  Coordinaten  x\  y' ,  z'  sein  mögen ,   so  dass  man  x  +  x*, 
y  +  y»  z^z'  für  Xy  y,  z  zu  setzen  hat,  danu  wird  die  Gleichung; 
a  »*  +  a'y*  +  o"«*  +  2  (6  y  Ä  +  6'  a?«  +  V'xy) 
+  2(aaj'  +  6"y'  +  6'»'  +  c)a? 
+  2(6'V  +  a'y'  +  6Ä'  +  c0y 
+  2(6'a?'  +  6y'+  g^ä'  +  O« 
+  ax'^  +  a'y*  +  a"V»  +  2{hy'z'  +  b*x'z*  +  V'x'y') 

+  2(ca;'  +  c'y  +  c"»0=el. 

Nun  haben  wir  im  vorigen  $.  bei  der  Eintheilung  der  Oberflächen 
in  Flächen  mit  und  in  Flächen  ohne  Mittelpunkt  bemeiiit  (wenn  auch 
mit  etwas  andern  Buchstaben),  dass  man  die  Oberflächen  der  ersten  Klasse 
erhält,  wenn  «s  möglich  ist,  für  x\  y\  z'  solche  Werthe  zu  finden,  dass 
die  Coeflicienten  von  Xj  y^  »  versch^vinden ,  d.  h.  dass  man  habe: 


• 


•  - 


♦ 
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m 

■ 

6"a5'  +  o'y'  +  6»'  +  c'=  0 

Führt  man  zur  Abkürzung  folgende  Buchstaben  ein: 

i  =  c(o'a"  — 6»)  +  c'(6  6'— a"6")  +  c"(6»"  — a'6') 
B  =  c  (6  6'  —  o"  ft")  +  C  (a  o" — ö'*j  +  c"  (ft'  b" —oft) 
C  =  c(66"— a'6')  +  c'(6'6"  — fl6;  +  c"(aa'— 6"*) 
Z>  =  o6»  +  a'ft'*  +  a"6"»— oa'o"  — 26ft'6" 

I 

=  i-  .  j  (aft — ft'ft";*  —  (*'» — a  a")  (6"« — a  o*)  | 
=  -i;  .  1  (o'ft'  —  6"  6)« — (6"» — o'«)  (6* — o'o")  | 

=  4;  •  j(a"ft"  —  6ft')'— (&'  —  «"«')  (6''— a"«) 

so  erhält  man  aus  den  vorigen  Bcdingungsgleichungen  Tolgend^,  Werthe 
för  die  Coordinaten  des  neuen  Anfangspunkts: 

woraus  sich  also  sogleich  ergiebt,  dass  die  Oberfläche  nur  dann  zur  er- 
sten Klasse  gehören  kann,  wenn  D  von  der  Null  verschieden  ist.  Es 
wird  daher  dieser  Nenner  D  ein  wesentliches  Unterscheidungsmittel  für 
die  verschiedenen  Oberflächen  darbieten. 

Wir  erhalten  hierbei  verschiedene  Fälle. 

I.  Es  sei  zunächst  D  von   der  Null  verschieden,   also  i>;^0,  dann 

hat  die  OberlÜche,   wie  bemerkt,  einen  Mittelpunkt,  und  setzt  man  die 

AR  C 

jetzt  endlichen  Werthe  x'^jr  ,  y'  =  jr  und  ä'  ==  —  in  die  vorhin  auF- 

gestellte  allgemeine  transformirte  Gleichung   0,  so  wird  diese: 

ax^+a'y^  +  a'^z^  +  2{hyz  +  b'xx  +  b''xy)+  ^A±^l±^l£ll^  ^fs. 

Wenn  man  für  A^  £,  C  und  D  ihre  Werthe  einsetzt,  so  wird  der  Zäh- 
ler des  Constanten  Terms 

ci(a'a"— 62)  +  c'*(aa''— 6'*)  +  c"»(aa'  — 6''») 

+  2cc'(6*'  — «''fr")  +  2cc''(66"  — a'6')  +  2c'c"(»'^*"— aJ) 
—  d(a6»-|-a'6'»  +  a"6"»— aa'a"— 2  6t'6'0 


•  •  •     . 
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und  setzen  wir  diesen  Ausdruck  =  A,  so  wird  die  transforniirte 
Gleichung: 

Ziehen  wir  nun  durch  den  Anfangspunkt,  der,  wie  wir  wissen^  Mit- 
telpunkt der  Fläche  ist»  eine  gerade  Linie 

und  setzen  wir  diese  Werthe  in  die  vorige  Gleichung,  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  der  %  -  Coordinate  des  Duixhsdinittspunkts  mit  der 
Oberfläche : 

(aa«  +  a'/J2+a"  +  2(6/?  +  d'a  +  &"a/?)  j  ««+^-=0. 

Führt  man  hier  noch  zur  Abkürzung  fOr 

im  Buchstaben  B  ein,  so  wird 


Ä«»+  ^  =  0 


nd  man  erbilt: 


~—\~DB   """^  t'a^"»'«'»  y  =  ^^\  'dT'  ®=±«V 


—  A 


DB 

~  ^   },  die  durch 

den  Mittelpunkt  gezogen  werden^  die  Oberfläche  in  zwei  vom  Mittelpunkt 
gleich  weit  entfernten  Punkten  treffen,  oder  ob  dieses  nur  bis  zu  einer 
gewissen  Winkelentfemung  von  den  Aien  oder  Axen  -  Ebenes  der  Fall  ist, 
auss  man  die  soeben  erhaltenen  allgemeinen  Ausdrücke  für  die  Coordi- 
Daten  der  Durchschnittspunktc  eines  Durchmessers  mit  der  Oberfläche  da- 
hin näher  untersuchen,  unter  welchen  Umständen  und  Bedingungen  sie 
reell  oder  imaginär  werden. 

Es  wird  aber  der  Werth  von  E 

entweder : 

24 


—  19»  —         '  ^ 

oder 

Die  hierin  unter  den  Wurzdzeichen  stehenden  Grössen  lassen  sich 
nun  so  darstellen : 

(b"^—aa') 
und  (b''^  —  aa')a^+2(bb"'-a'b*)a  +  (b^  —  afa") 

\(b*'^—  aa')a  +  (b  6"—  aV)  +V^j  .|(ö"*— a  o') «+  (ö*"-  a'  60  —  V^'J^j 
=•  (6"*— aa')  7~ 

Nimmt  man  jetzt  (indem  man  selbstverständlich  in  dem  einen  Falle 
a  und  in  dem  andern  Falle  a*  als  positiv  voraussetzen  darf)  die  Grösse 
D  als  negativ  an,  so  wird  es  offenbar  in  dem  einen  Falle  keinen  reellen 
Werth  für  ß  und  in  dem  andern  Falle  keinen  reellen  Wertfa  für  a  geben, 
der  einen  der  hier  vorkommenden  Faktoren  zu  Null  macht;  die  beiden 
Prodakte 

(V'»  — aa')^*  +  2(6V'— a6)/J  +  (6'*— aa'O 

und  (r»  — aaOa* +  2(66"— a' &')«+(&*—«'«") 
vrerden  also  nie  durch  Null  gehn  können ,  d.  h.  sie  werden  fOr  «De  mög- 
lichen Werthe  respective  von  ß  und  a  stets  dasselbe  Vorzekhen  behaltee 
mfissen.  Da  eie  aber  für  ein  unendlich  grosses  ß  und  Hlr  ein  unendlich 
grosses  a  dasselbe  Vorzeichen  haben  als  der  Coeflßcient  (6^'' — aa*),  so 
werden  unter  dieser  doppelten  Voraussetzung 

D<0  und  6"»  — a«'<0 
die  in  den  obigen  beiden  Ausdrücken  für  E  verkommentleD  WerzelgröBseii 
stets  imaginär.  Es  wird  also  auch  keiner  der  Faktoren,  4er  in  den  Wer- 
thcn  des  B  enthalten  ist,  für  irgend  welche  reelle  Werthe  von  er  und  ß 
verschwinden  können ;  d.  h.  es  wird  unter  den  beiden  gemachten  Vorevs- 
Setzungen  das  E  für  alle  beliebigen  Werthe  von  a  und  ß  stets  dasselbe 
Vorzeichen  behalten  müssen.  Da  aber  E=  aa^  +  a' ß^-^^h" aß  +  2V a 
+  26/9  +  a"  für  er  =  00  und  /?s=0  (wenn,  wie  zq  prlsiAniren  erlaubt 
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ist,  a  po6ili?  ist)  nothireiidig  posiÜY  wird,  so  wird  es  fftr  alle  Wertfae 
▼on  a  Hiid  ß  positiT  bleiben. 

Es  werdoa  miUiin  die  auf  der  vorletzten  Seile  gefundenen  Werthe 
der  Coordinaten  des  DurchsohniUspunkts  einer  durch  den  Anfangspunkt 
der  C!oordinaten  gezogenen  Geraden  mit  der  Oberflicbe ,  da  dieselben  von 

der    Wurzelgrösse  -y jp^-  abhängen ,  bei  der  Voraussetzung 

D<0  und  6"'— aa'<0, 
da  jetzt  noch  E  positiv  gefunden  ist>   nur  dann  reell  werden,  wenn  A 
dienfalls  positiv  ist.     Unter  dieser  Annahme  trüTt  aber  jede  durch  den 
Mittelpunkt  gesogene  Gerade  die  Oberfl&die  in  zwei  Punkten  und  man  er- 
hält das  EUipsoid. 

Es  sei  nun  ferner  wieder  D<^0,  dabei  aber  ft"* — aa'  entweder 
>0  oder  =0;  dann  wird  in  der  oben  gefundenen  tiansformirten  Glei- 
chung der  Oberflächen,  welche  einen  Mittelpunkt  haben, 

ax^+a'y^+a''z^  +  2{byz  +  b'xz'{'V'xy)  +  ^^0 

üs  Vorzeichen  des  letzten  Terms  nur  von  dem  Vorzeichen  des  A  abhän- 
gen. Denken  wir  uns  nun  durch  passende  Bestimmung  der  Winkel  q>,  tp 
und  ^  vermittelstt  der  allgemeinen  Transformationsformeln  (S.  154)  aus 
dieser  Gleichung  die  Glieder  mit  den  Produkten  der  Coordinaten  heraus- 
geschafft, so  wird  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ax^  +  By^+Cx^+^^0 

eibalten,  worin  das  constante,  von  den  Coordinaten  unabhängige  Glied 
dasselbe  geblieben  sein  muss,  da  die  aus  den  Transformationsformeüi 
entlehnten  Werthe  der  Coordinaten  keine  constanten  Terme  entlialten. 

Da  nun  das  D  negativ  angenommen  ist,  so  wird,  wenn  A  positiv  ist,  die 
auf  S.  168  ff.  unter  Nro«  C  beliandelte  Oberlläche,  d.  h.  das  hyperbo- 
lische Hyperboloid,  wenn  dagegen  A  negativ  ist,  die  auf  S.  161  ff. 
onler  Nro.B.  behandelte  Oberflache,  d.h.  das  elliptische  Hyperbo- 
loid erhalten  werden.  Für  den  speciellen  Werth  A»0  ergtebt  sich  die 
auf  S.  165,  Nro.2.  und  Anm.  erhaltene  Kegeiober fläche. 

Ist  ^^.4(j"^<l  d^"^^  ^"'  —  aa'>0  oder  =sO,  so  erhält  man  4ie^ 
selben  beiden  Oberflächen,  nur  sind  für  A  die  Bestimmungen  nmziikdiren. 
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n.  Ist  zweitens  ]>^=  0.  so  kann  man  die  auf  S.  184  unter  dem  Zei- 
chen 6  aurgeführten  Bedingungsgleicbungen  zur  Bestimmung  des  neuen 
Coordinatenanfangspunkts  nicht  anwenden,  da  seine  sich  daraus  erge- 
benden Coordinaten  für  D==0  unendlich  werden  möchten*  Setzt  man 
daher  in  der  Gleichung  O  S.  183  die  Coefßcienten  der  ersten  Potenzen 
von  nur  zwei  der  Coordinaten  x,  y^  z  und  ausserdem  das  ganz  con- 
staute  Glied  der  Null  gleich,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Coor- 
dinaten des  neuen  Anfangspunkts: 

6'V  +  a'y'  +  6«'  +  c'=0 

6'a?'  +  fty'+a"i'  +  c"  =  0 
a  x'»+ay  *+a' V*+2  (b  y'z'+b'x'x'+  V'x*y*)  +  2  (c  j^  +  c'  y'  +  c' V)  —  d  «  0. 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  y*  ^  die  zweite  mit 
i*  und  subtrahirt  deren  Summe  von  der  dritten,  so  erhält  man: 

und   setzt  man  hierin  die  aus   den  beiden  ersten  Gleichungen  sich    erge- 
benden Werthe: 

^^  b^—a'a'' 


,    ,      {a*b'—bb'')x'+a'c''  —  bc' 
und  z'sz,' / — t ^ 

b^—aa'' 


so  wird: 


+  2  I  (6> — a'  a")  c  +  (a"  ft"  —  b  b*)  c'  +  (a'  b'  —  b  6")  c"  |  x' 

+  a'  c"»  ~  2  6  c'  c"  -f.  a"  c'^ — d  (5«  —  a'  a")  =  0 
oder  mit  Hilfe  der  auf  S.  184  eingeführten  Buchstaben : 

Weil  aber  bei  gegenwärtiger  Untersuchung  D  =  0  ist ,  so  wird 

2Ä 

Setzt  man  die  gefundenen  Werthe  von  y'  und  %*  noch  durch  asf  aus- 
gedrückt in  den  einzig  übrig  bleibenden  Coefficienten  von  x  in  der  vorhin 
angezogenen  Gleichung  O  (S.  183),  so  wird  darin  der  CoelBdent  von  x' 
dem  D,  also  der  Null  gleich,  und  die  so  transformirte  ßMchung  nimmt 
folgende  Gestalt  an: 
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2  i 

Dl  nun  nach  S.  172  ff.  diese  Gleichung  ein  Paraboloid  bedeutet,  da  sie 
die  eine  Coordinate  in  der  ersten  Potenz  enthält,  so  kommt  es  nur  darauf 
an«  zu  unterscheiden,  unter  welclien  Umständen  sie  ein  elliptisclies  oder 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  bezeichnet.  Für  dieses  letztere  hat  man 
aber  das  Merkmal,  dass  es  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt 
werden  kann,  dass  man  also  jederzeit  eine  gerade  Linie  ziehen  kann,. die 
rollkommen  in  der  Oberfläche  liegt*).  —  Wäre  nun  die  Gleidiung  der 
geraden  Linie: 


*)  Au  merk.  Die  oben  von  S.  172  tt.  angezogene  Gleichung  der  Para- 
boloiden  ist 

in  die  oberen  Zeichen  zum  elliptischen,  die  unteren  aber  zum  hyperbolischen 
?«aboloid  gehören. 

Soll  nun  eine  gerade  Linie,  deren  Gleichung  im  Allgemeinen 

ist,  stets  in  der  genannten  Oberfläche  liegen  können,  so  muss  obige  Gleichung 
nach  Einsetzung  der  soeben  angeführten  Werthe  fQr  y  und  x  fOr  jeden  belie- 
bigen Werth  von  x,  also  unabhängig  von  diesem  erfallt  werden,  d.  h.  es  müs- 
sen die  Cocfficientcn  der  verschiedenen  Potenzen  von  x  in  der  rcsultirenden 
Gleichung  für  sich  verschwinden.  Es  nimmt  aber  die  resultirende  Gleichung 
nach  Einsetzung  der  Werthe  von  y  und  s  aus  der  Gleichung  der  geraden  Linie 
tülgende  Gestall  an: 

(p/?*±p'a^*'  +  (2p/?/?'±2p'aa'+pp')a?  +  (p/?'*±p'O=»0 

und  man  musste  also,  wenn  es  möglich  sein  sollte,  dass  die  gerade  Linie  in 
der  Oberfläche  liegen  könnte,  folgenden  drei  Bedingungsgleicbungen  genügen 
köioen : 

p/S*+p'a^=0 

2pßß'±2p*aa*+pp'z=z0 

p^'»+p'a'*=0. 

Hier  erkennt  man  aber  augenblicklich ,  dass ,  da  p  und  p'  an  und  fiQr 
lieh  positifc  ZaUen  sind,  der  ersten  und  dritten  Gleichung  nur  dann  genügt 
werden  könne»  jnp  die  unteren  Zeichen  genommen  werden,  d.  h.  nur  beim 
iiyperkolischw  Paraboloid.    In  diesem  Falle  erhält  man  aber: 
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z^ßx  +  ß' 

und  setzen  wir  diese  Wertbe  in  die  vorige  Gleichung»  so  werden  wir  er- 
kennen, ob  dieselbe  ein  elliptisches  oder  hyperbolisches  Paraboloid  bedeu* 
tet,  je  nachdem  es  niclit  möglich  ist,  die  resultirende  Gleichung ,  unab- 
hängig von  dem  Werlhe  des  x,  zu  erfüllen,  oder  je  nachdem  man  reelle 
Lösungen  finden  kann. 

Seilt  man  aber  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  x 
der  Null  gleich,  so  erhält  man: 

a  +  a'a'^  +  a''ß^  +  2baß  +  2b'ß  +  2h''a  —  0 


Wenn  man  nun  die  Bedingung  annimmt  5^  —  a'a''<^0,  so  kann  der 
letzten  Gleichung  auf  keine  andere  Weise  genügt  werden,  als  wenn  man 
a'  =  0  und  ß*^=^Q  setzt,  dieses  widerspricht  aber  der  zweiten  Gleichung; 
wogegen  es  bei  b^  —  a'a">»0  unendlicli  viele  Wertbe  von  a'  und  ß'  giebl. 


Daraus,  dass  eine  der  beslimmenden  Grössen,  z.'B.  a  willkfthrlich  bleibt, 
erkennt  man,  dass  es  unendlich  viele  gerade  Linien  giebt,  welche  dieselbe  Ei« 
gcnschaCt  haben,  dass  sie  ganz  in  der  Oberfläche  liegen« 

Andererseits  ersieht  man  hieraus ,  dass  nur  beim  hyperbolischen 
Paraboloid  gerade  Linien  in  der  OberQUche  liegen  können,  da  man  beim  el« 
lip tischen  Paraboloid,  wo  in  den  obigen  Gleichungen  die  unteren  Vorzei- 
chen gellen,  nur  imaginäre    Werthe  für  die  CoefBcienten   in  den  Gleichungen 

der,  präsumtiver  Weise  in   der  Oberfläche,  liegenden   geraden  Linie  erhalten 
würde. 

Umgekehrt  wird  man  also  auch  darauf  schliessen  können,  dass  eine  pa- 
rabolische Oberfläche  ein  elliptisches  oder  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist, 
je  nachdem  es  möglich  ist,  die  Coefficienten  einer  geraden  Linie  als  imaginän 
oder  als  reelle  zu  bestimmen,  indem  man  die  Voraussetnupg  macht, 
Linie  falle  ganz  in  die  Oberfläche. 


.» 
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welche  der  letzten  GieidiuDg  genOgen  und  auch  keinen  Widerspruch  in 
den  beiden  ersten  Gleichungen  erzeugen.  Daher  ergiebt  sich  diese  Regel : 
Wenn  man  bei  D  =  0  noch  5* — a'a''<0  hat,  so  bedeutet  die 
Gleichung  €  auf  S.  183  ein  elliptisches  Paraboloid;  ist 
dagegen  b^ —  a'a^'  >  0,  so  bedeutet  sie  ein  hyperbolisches 
Paraboloid. 

Man  könnte  audi  noch  andere  Bedingungen  anffthrcn;  denn  aus  den 
aui  S.  184  angegebenen  verschiedenen  Ausdnicken  von  D  folgt,  weil  HbO 
sein  soll,  dass  wenn  b* — a'a"<^0  ist,  zugleich  auch  b'*  —  ao"<^0  und 
>"* — aa'<^0  sein  müsse  und  umgekehrt,  wenn  b'— a'a">0  ist,  auch 
^i—aa">0  und  6"*  — aa'>0  sein  muss. 

Diese  beiden  letzteren  Bedingungen  erhält  man  aber  auI  ganz  ana- 
loge direkte  Weise,   wie  die  erste,   wenn  man  nur  die  Gleichung  ^   auf 
&  189  so  anordnet,  dass  statt  der  ersten  Potenz  von  x  die  erste  Potenz 
Ton  y  oder  die  erste  Potenz  von  %  darin  enthalten  bleibt. 

III.  Wenn  zn  gleidier  Zeit  D=zO  und  A  =  0  ist,  so  erbtit  man  die 
Cflinderfläche. 

Man  kann  nämlidi  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades 
zwischen  drei  Coordinaten  auf  folgende  Weise  eine  für  gegenwärtigen 
Zweck  angemessene  Gestalt  gd)en. 

Wir  setzen,  analog  mit  den  auf  S.  184  benutzten  Ausdnicken: 

ax  +  h'*y  +  b'x  +c^u  \ 

b''x  +  a*y  +  hx  +  c'z=v\  .  .  .  (a). 

b' X  +  by  +  a'' z  +  c^'^(o\ 

Mullipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  a?,  die  zweite  mit  y,   die 
dritte  mit  x,  addiren  diese  Produkte  zusammen  und  ziehen  die  Summe 
TOD  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades 
ax»  +  a'y*  +  a" x^  +  2  (byx  +b'xz+  V*xy)  +  2  (c j:  +  c'y  f  c"z)  =  d 
ab,  so  wird  diese: 

(c  +  u)x+  (c'  +  y)y  +  (c"  +  w)5  =  d  ....  (ß). 
Bestimmt  man  liber  aus  den  Gleichungen  (a)  die  drei  Grössen  x,  y^  %, 
so  eriiäll  man  mit  Hüfo  der  früher  (S.  184)  eingeführten  Buchstaben : 
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_A—u(,a'af'—b*}—v(bb'—a"V')—a(bb"—a'b*) 

JD 

^^  D 

C—ujpb**  —  a!  b')-'V  {b*  V*  —  ab)--  (a{aa'—b"'^) 
^= , -— . 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (/?),  so  wird  diese: 
i4*(a'o"— 6*)+2t4y(66'  — a"6")+y'(«Ä"  — 5'*)  +  2t4w(66"  — a'6') 

+  2v  (o{}>'b"  —  ab)  +  (a^{aa'  —  b"^) 

=:cA  +  c'B  +  c*'C—d.D (y). 

Nun  erhält  man  aber  aus  den  aurs.  184  gefundenen  beiden  letzten 
Ausdrücken  för  D: 

und    ao'—  6"*  = ,  ,,      ^« . 

Setzt  man  diese  Wertlie  för  die  Coefficienten  von  v^  und  cu^  in  die 

vorige  Gleichung  (y)  ein  und  multiplicirt  dann  die  ganze  Gleichung  mit 

(a'a''  —  6^),  so  wird  dieselbe: 
14*  (a' a" — 5*)*  +  2  ti  y  (a' a"  —  d*)  (6  6' —  a"  6")  +  y^  (6  6' —  a"  6">» 
+  2t4C£;(oV'— 6»)  (66''— a'60  +  2vC(>  (a  V— 6*)  ^6"— a  6)  +  w»(66'— aV)* 
—  v^a"D  —  co^a'D=:z(cÄ  +  e'B  +  e"C)  (a' a"  —  6»)  —  d . D (a' a"  —  5*). 
Es  würden  die  sechs  ersten  Glieder  der  linken  Seite  ein  Tollständi- 

ges  Quadrat  bilden,   wenn  der  Coefficient  von  2v(a  ein  anderer  wäre; 

wir  schreiben  daher,  um  dieses  zu  erreichen: 

(a'a"— 6»)  6' 6"— a6)  =  (6  6'— a"6")  (66"  — a' 6') 

+  }  a'  a''  —  6»;  (6'  6" — a  6)  —  (6  6'  —  a"  6")  (6  6"-  a'b*)  \ 

=  (6  6'—  a"  6")  (6  6"  —  a'  6')  +  6  D. 
Hierdurch  erhält  die  vorige  Gleichung  diese  Gestalt: 

}t4  (a'a"— 6*)  +  y  (6  6'— o"6")  +  (o(b  6"~a'6')|— |  a'V*—  2bv(o  +  a'iü\D 

-{cÄ  +  c'B  +  e"q(a'a''—b^)  —  d.D(a'a''  —  b^). 
Indem  man  aber  in  dem  ersten  Gliede  die  Werthe  von  u,  v  nnd  to  aus 
den  Gleichungen  (a)  einsetzt,  so  wird 

|  — Dx+ulp—  \a"v^  —  2bvw+a'(o^  \.D 
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Setit  man  tuf  der  lioken  Seite  filr  Ä^,  auf  der  rechten  Seite  fflr 
A^  B  und  C  die  Werthe  von  S.  184  ein,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende« 
Gestalt  an: 

Wenn  man  liier  nun  den  überall  vorkommenden  Faktor  D  wegdivi* 
dirt ,  so  erhält  man  als  noch  vollkommen  allgomoine  Gleichung  der  Ober- 
fliehen  des  zweiten  Grades 

Wenn  man  aber  die  im  Anfang  dieser  Nummer  gemachten  Bedin- 
gungen D  =  0  und  ^=0  hinzunimmt,  so  erhält  man  die  Gleichung  der 
Cylinderflächen: 

i-y3_26yw  +  a'w*=«''c'»— 26cc"  +  «'c"*— rf(a'a"  — 6») (d). 

Bais  diese  Gleichung  wirklich  die  Gleichung  einer  CyhnderOäche  bedeutet, 
eiilirt  man  wohl  am  Leichtesten  aus  folgendem  Raisonnement.  Wir  ha- 
kn  diese  Gleichung: 

worin  P  eine  gewisse  constante  Grösse  bedeutet,  als  eine  unbestimmte 
Gleichung  des  zweiten  Grades  zu  betrachten,  welcher  im  Allgemeinen 
durch  unendlich  viele  zusammengehörige  Werthe  von  v  und  w  genügt  wer- 
den kann.    Wir  erhalten  also : 

y==cf2  (o^ß^ 


d.h.  solche  zusammengehörige  Werthe  v^a,  w  =  /J,  wo  a  und  /?  con- 
stante Zahlen  bedeuten  und  die,  wenn  man  für  v  und  lo  ihre  ursprüng- 
liche Pedentung  (S.  191)  einsetzt,  dieses  ergeben: 

b'x+by  +  a''%+c"—ß. 

Nun  bedeuten  aber  diese  beiden  Gleichungen  in  ihrem  Zusanmienhange 
eine  gerade  Liniey^.und  da  siezu  gleicher  Zeit  der  obigen  Gleichung  der  Oberflä- 
che des  iweiten  Grades  (d)  genügen,  so  heisst  dieses :  dieselben  Werthe  der 
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€oordiiiateB  »,  y  und  s,  welche  einem  Punkte  dieser  letztgenannten  ge- 
raden Linie  angehören,  gehören  auch  zu  einem  Punkte  der  oben  genann- 
ten Oberfläche,  oder  es  liegen  unendlich  viele  gerade  Linien  in  obiger 
Fläche ,  d.  h.  diese  Fläche  kann  durch  die  Bewegung  eiqer  geraden  Linie 
entstanden  gedacht  werden.  Da  aber  diese  unendlich  vielen  geraden  Li- 
nien wegen  der  unendlichen  Mannicbfaltigkeit  der  Werthc  von  a  und  ß 
nicht  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen  können,  so  kann  jene 
OberiUtehe  keine  Kegelfläche^  sondern  muss  eine  Cyl inderfläche  dar- 
stellen. 


Ilaiidbe]iierkiiii§r. 

Kurze  Andeutong  Aber  Gorven  und  Flächen  höherer  Ojdnong. 

Wir  haben  in  dem  Bisherigen  nur  von  der  geraden  Linie  und  von 
den  sogenannten  Kegelschnitten  gesprochen ,  d.  h.  überhaupt  nur  von  sol- 
chen in  einer  Ebene  liegeudea  Linien,  deren  Gleichungen  in  rechtwinkli- 
gen oder  schiefwinkligen  Coordinaten  nur  vom  ersteijL  oder  vom  zweiten 
Grade  sind.  Nun  kann  man  sich  aber  offenbar  auch  Cleichui^en  denken, 
in  welchen  die  beiden  Coordinaten  x  und  y  zu  höheren  Potenzen,  erho- 
ben vorkommen ,  welche  ebenfalls  Linien  dars^^tellen  können ,  die  man  als- 
dann Linien  von  demjenigen  Qr^de  nennt,  der  durch  den  höchsten  Potenz- 
Exponenten  einer  der  beiden  (Koordinaten  angedeutet  wird.  Wenn  man 
daher  alle  möglichen  Terme  der  nten  Ordnung  mitnimmt,  so  wird  die  all- 
gemeinste Gleichung  einer  ebenen  Gurvc  des  nten  Grades  in  folgender 
Weise  dargestellt  ifrerden  kommen: 

+  \ßy''-^  +  ßi^y''^'^  +  ßix^y^-^  +  ....  +  ßn-^oc^-'^y  +  ßn-xx^-'\ 

+  \y^^^  +  n  ^y"""^  +  Vi^-  y»-^  + +  y^^oi^-^y  +  y«-«»«-'} 

+ 
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Da  die  Anzahl  der  in  dieser  Gleichung  enthaltenen  Coeflicienten  of- 
fenbar 

=  («  +  l)+«  +  («-i)  +  ...+3+2  +  l  =  ^J!±^+^ 

oder  wenn  man  sich  irgend  einen  durch  Division  mit  ihm  fortgeschaflt  denkt: 

_  (n+l)(n  +  2)  _     _  n(n  +  3) 
—  2  ^"^        2 

ist,  so  wird  die  Cui*ve  durdi  ebenso  viele  Punkte  bestimmt  sein«    Wenn 

M  Cii  4-  3) 
man  nämlich  ^ — -  Punkte  kennt,  die  sämmtlich  in  der  Peripherie  der 

Curvc  liegen,  so  heisst  das,  man  kennt  ebenso  viele  Paare  zusammenge- 
buriger  Werthe  ilirer  Coordinaten  x  und  y.    Setzt  man  daher  diese  Wer - 

the  in  obige  Gleichung  ein,   so  erhält  man  — ^ lineSre  Gleichungen 

zwischen   den  Coeflicienten,  aus  denen  sich  diese   dann  UiitürUch  stets 
mibsen  bestimmen  lassen. 

Da   aus  dem  in  den   vorigen  Absclmitten  Beigebraditen,    welches 
keineswegs   auf  Vollständigkeit  Anspruch  macht,    schon    erkannt  werden 
bnn,  wie  weitläufig  die  genaue  Untersuchung  einer  Curvc  des  zweiten 
(Irades  ist,   so  lässt  sicli  gewiss  die  Steigerung  der  Sdiwierigkeit  erken- 
nen, wenn  man  sich  an  die  Systematisirung  der  Curven  höherer  Grade 
heranwagt     Das   Vorzüglichste,  was   in   dieser  Hinsicht  in    neuerer  Zeil 
geleistet  ist,   dürfte   wohl   von   Pin  eck  er  sein,    dessen   Werke    in    der 
Vorrede  zu  diesen  Vorlesungen  angeführt  sind.     Eine,  wie  sie  der  vorlie- 
genden Arbeit  angemessen  wäre,   nur  kurze  Darstellung  dieses  Gegen- 
standes ist  unmoglid),  desbaU)  muss  auf  die  vorlrefYIichen  Leistungen  von 
Pluecker  so  wie  auf  die  Aufgaben -Sammlung  von  Magnus  verwiesen 
werden. 

Eine  ganz  einfache  Sache  dürfen  wir  aber,  und   zwar  nicJit  allein 
'       des  Namens  wegen ,   sondern  audi   deswegen  niclit  übergehn ,  weil  man 
i^ie  in  der  Integral -Hechnung,    in  ihrer  Anwendung  auf  die  Physik  häufii; 
benutzen  muss.    Wenn  man  nämlich  die  eine  Coordinate  als  ganze  Funk- 
tion der  andern  ausdrücken  kann,  also 

y:=a  +  ba^  +  caf'  +  dxv+  .  .  .  . 
so   nennt  man   die   hierdurch    dargestellte   Curve    eine  parabolische 
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Ctirve.  Diese  ist  wohl  za  unterscheiden  von  den  Parabeln  höherer 
Art,  welche  dnrch  eine  Gleichung  von  der  Form  y^=^px^  dargestellt 
werden.  Hierin  ist,  wie  man  sieht,  für  y  =  2  und  «t  =  l  die  früher 
behandelte  gewöhnliche,  oder  sogenannte  a pol  Ionische  Parabel  mit 
enthalten. 

Noch  folgende  einfache  Bemerkung  möge  hier  ihren  Platz  finden. 
Wenn  man  die  Gleidumg  einer  ebenen  Curve  des  nten  Grades,  wie  sie 
vorhin  angeführt  wurde  und  die  f/=0  heissen  möge,  mit  der  Gleichung 
einer  geraden  Linie  y=ax  +  b  zusammenstellt,  beide  als  coexistircad 
betrachtet  und  daraus  die  zusammengehörenden  Werthe  von  x  und  y  be- 
rechnet, so  werden  diese  die  Coordinalen  der  Durchschnittspunkte  der 
geraden  Linie  mit  der  Curve  sein.  Setzt  man  aber  den  Werth  ax  +  i 
für  y  in  die  Gleichung  f/=0,  welche  in  Bezug  auf  x  und  y  vom 
nten  Grade  ist,  so  erhält  man  offenbar  eine  Gleichung  vom  nten  Grade 
in  Bezug  auf  x ,  welche  also  höchstens  n  verschiedene  reelle  Werthe  von 
X  geben  kann,  wozu  dann  vermöge  der  linearen  Gleichung  y=sax  +  b 
ebenso  viele  reelle  Wertlie  der  zweiten  Coordinale  y  gehören.  Es  wird 
also  höchstens  n  Durchschnittspunkte  geben  können  d.  h.  eine  Cnrve 
des  nten  Grades  kann  von  einer  geraden  Linie  in  nicht  mehr  als  höch- 
stens in  H  Punkten  geschnitten  werden. 

Ebenso  wie  es  Curvcn  höhern  Grades  giebt,  so  giebt  es  auch 
Oberflächen  höhern  Grades.  Man  versteht  natärlich  in  ganz  ana- 
loger Weise  unter  einer  Oberfläche  des  nten  Grades  eine  solche,  die 
durch  eine  Gleichung  vom  nten  Grade  zwischen  drei  reclitwinkligen  oder 
schiefwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  ausgedrückt  wird.  Man  wird  die- 
selbe in  folgender  Weise  schreiben  können: 

+ 
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+  |yjy»  +  Va»'*"*J?  +  >'a*''"^^'+-  .  -1=0 
Die  Anzahl  aller  Glieder  dieser  Gleichung,  also  auch  die  Anzahl  aller  in 
ihr  enthaltenen  Coeflficienten  ist  ofTenbar 
=  l+3  +  6  +  10  +  ...+-in(n  +  l)  +  -^(n+l)(n  +  2) 

=i(w  +  l)(n  +  2)(n  +  3). 
Üa   aber  irgend   einer    dieser  Coefßcienten    durch  Division    weggescbafil 
werden  kann,  so  ist  die  Anzahl  der  nicht  willkörlichen  Coefficienten 

=  -5-(«  +  l)(n  +  2)(n  +  3)  — l==-i-n(n^+6n  +  ll). 
Kennt  man  also  eben  so  viele  Punkte  im  Raum,  die  auf  der  Oberfläche 
liagen,  so  kann  man  die  Werthe  der  Coordinaten  derselben  für  x  und  y 
ifl  die  obige  Gleichung  einsetzen  und  daduixh  -J-w(n^+ 6n  + 11)  lineare 
Gleichungen  zwischen  den  Coefficienten  a,ß,y...  erhalten^  aus  denen  sich 
diese  natürlich  berechnen  lassen.  Dieses  heisst  also  mit  andern  Wor- 
ten: eine  Oberfläche  des  Uten  Grades  ist  durch  n  gegebene 
Punkte  vollkommen  bestimmt. 

Wenn  man  eine  Oberfläche  des  wteii  Grades,  welche  durch  die 
obige  Gleichung,  die  durch  f  =  0  bezeichnet  werden  mag,  dargestellt 
wird,  mit  einer  geraden  Linie,  deren  Gleichung 

07=  az  +  a' 
y  =  ßz+ß' 
sein  soll,  zusammenstellt,  so  erhält  man  durch  Einsetzung  dieser  W*erthe 
von  X  und  y  in  die  Gleichung  F  =  0  eine  Gleichung  des  nten  Grades 
in  Bezug  auf  2,  wodurch  mau  also  möglicher  Weise  n  reelle  Werthe  für 
5  erhalten  kann,  wozu  dann  ebenso  viele  reelle  Werthe  für  x  und  y 
aus  den  Gleichungen  a;  =  a»  +  a'  und  y==ßz  +  ß*  gefunden  werden. 
Wcse  verschiedenen  zusammen  gehörigen  W'crthe  der  drei  Cooiilinaten' 
X,  y,  z  bedeuten  aber  eben  so  viele  Punkte,  welche  zu  gleicher  Zeit  in 
der  geraden  Linie  und  auf  der  Oberfläche  liegen.  Da  aber  die  Anzahl 
dieser  Punkte  nicht  grösser  als  n  sein  kann,  so  erhalten  wir  den  Satz, 
dass  eine  Oberfläche  des  nten  Grades  von  einer  geraden 
Linie  in  höchstens  n  Punkten  geschnitten  werden  kann. 

Wenn  man  die  Oberfläche  durch  eine  Ebene  schneidet,   so  kann 
die  dadurch  entstandene  Durchschnitts -Curve,    weil    sie    eben  auf   der 
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Oberfläche  des  nten  Grades  liegt,  nach  dem  soeben  Bemerkten,  von  einer 
Geraden  in  nicht  mehr  als  n  Punkten  geschnitten  werden  und  kann  also 
nach  dem  vorhin  Angeführten  nur  eine  Curve  des  nten  Grades  sein. 
Hierdurch  erhält  man  den  Satz,  dass  eine  Oberfläche  des  nten 
Grades  durch  eine  Ebene  nur  in  einer  solchen  Curve  ge- 
schnitten werden  kann,  dass  deren  Grad  nicht  n  übersteigt. 

In  beiden  Fällen,  sowohl  bei  der  Gleichung  einer  Curve,  als  auch 
einer  Oberfläche  hohem  Grades,  darf  man  sich  aber  nicht  durch  den 
Grad  der  Gleichung  ganz  ohne  weitere  Beurtheilung  zur  Schätzung  des 
Grades  der  Curve  oder  der  Oberfläche  verleiten  lassen,  da  derselbe  mit- 
unter nur  scheinbar  sein  kann.    Hat  man  z.  B.  die  Gleichung: 

3y*  — 5a?y"  +  8a?*y*— 7y*— 10a?»y  +  5a;»  +  4a?*  — 10a?*  +  4=0 
so  drückt  diese  keineswegs  eine  Curve  des  vierten  Grades  aus,   sondern, 
du  man  bei  genauerer  Untersuchung  dieselbe  so  schreiben  kann: 

(y^  +  2a?»  — l)(3y^  — 5a?y  +  2aj*— 4)  =  0 
so  wird  sie  das  System  zweier  Kegelschnitte  bedeuten. 

Hat  man  ferner  die  Gleichung: 
5y*  — 16a?yH13a?V+18a?yH2y*— 28«*y— 2a?y+17a?H6a?+2  =  0 
so  lässt  diese  sich  als  die  Summe  zweier  Quadrate  darstellen,  nämUch: 

(y^—2xy  +aj  — l)*  +  (2y*— 3a?y  +  4a;  +  l)*=0 
als  solche  kann  sie  aber  nicht  anders  erfüllt  werden,   als   wenn   man  zu 
gleicher  Zeit  hat: 

y*  — 2a?y  +  a?— 1  =  0 
und  2y^—Sxy  +  ix  +  l=0. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  da    sie  als  zusammengehörige,  zwei  Glei- 
chungen mit  zwei  Unbekannten  bedeuten,  erhält  man  ein   oder  mehrere 
Paare  zusammengehöriger  Werthe  von  x  und  y,  d.  h.  eben  so  viele  ein- 
zelne Punkte. 

Ferner  sei 

10»*  +  10a?*  y*  +  5x*  +  2y»  +  4a;*  +  1  =  0 
so  kauu  man  dafür  schreiben: 

(y^  +  2x^  +  J)»  -K3y*  +  a;V=0. 
Dieses  würde  als  die  Summe  zweier  Quadrate  nur  durch  die  gleidizeilige 
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und  3y»  +  a!*=0 
erfüllbar  sein.    Da  aber  beide  Gleichungen  nur  imaginäre  Werthe  fär  x 
und  y  geben,  so  hat  die  genannte  Gleichung  keine  Bedeutung. 

Bei  den  Gleichungen  zwischen  drei  Yariabeln,  welche  den  zweiten 
Grad  übersteigen,  könnte  man  ähnliche  Betrachüingea  anstellen;  dürften 
aber  hier  wohl  überflüssig  sein. 

üie  Untersuchung  über  die  Curven  doppelter  Krümmung  oad  über 
die  Obeifflächan  im  Allgemeinen  gehört  hier  nicht  her,  sondern  in  die  An- 
wendung der  Differential  -  Rechnung  auf  Geometrie. 


^->" 


fixcnra  Aber  Projectton. 

Pl^ir  falben  auf  S.  40  und  S.  151  von  der  senkrechten  ProjecUon 
auf  eine  Ebene  oder  auf  eine  Linie  gesprochen.  Es  giebt  aber  noch 
eine  andere,  die  malhematiscbe  oder  perspective  Projection, 
vi^elcbe  ausser  ihrem  praktischen  Nutzen,  da  man  nach  ihren  Regeln  ei- 
nen körperlichen  Gegenstand  in  einer  Ebene  abbildet,  auch  noch  eineo 
rein  theoretischen  für  die  AVissenscIiaft  sehr  wichtigen  Werth  hat. 

^  Um  sich  die  Art  dieser  Projection  zu  versinnlicheOi  muss  man  sidi 
zwei  Ebenen  denken:  die  des  Bildes,  in  welcher  die  Punkte,  Linien 
oder  Figuren  liegen,  welche  projecirt  werden  sollen,  und  die  Ebene  der 
Tafel,  auf  welche  diese  Gegenstände  projecirt  werden.  Ausser  diesen 
beiden  Ebenen  braucht  man  noch  einen  Punkt,  von  welchem  aus  gesebn 
wird,  den  Augenpunkt. 

Man  zieht  durch  das  Auge  und  alle  Punkte  der  Figur  im  Bilde  ge- 
rade Linien ;  wo  diese  die  Tafel  schneiden,  erhält  man  die  perspecüvischen 
Projectionen  der  Punkte  im  Bilde.  Hier  kann  man  nun  folgenden  Satz 
als  Fundamental  -  Satz  aufstellen: 

Wenn  man  ein  System  gerader  Linien  im  Bilde  hat, 
die  unter  einander  parallel  sind,  so  schneiden  sich  ihre 
Projectionen  und  alle  solche  Durchschnittspunkte  liegen 
in  einer  geraden  Linie. 

Bew.  Der  Augenpunkt  sei  P,  die  beiden  parallelen  Linien  im  Bilde 
mögen  a  und  b  sein,  dann  sollen  durch  Pa  und  Pb  die  beiden  Ebenen 
bezeichnet  werden,  welche  man  durch  den  Augenpunkt  P  und  durch  die 
'4^eiden  Linien  a  und  b  legt.  Die  Durchschnittslinie  von  Pa  mit  der  Ta- 
fei  heisse  a,  die  Durchschnittslinie  von  Pb  mit  der  Tafel  heisse  ß,  so 
sind  er  und  ß  die  perspecüvischen  Projectionen  von  a  und  i.  Die  bei- 
den Ej^enen  Pa  und  Pb  schneiden  sich  ofleubar  in  einer  geraden  Linie» 
welche  mit  a  und  b  parallel  geht;  diese  Linie  schneidet  die  Ebene  der 
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Tafel  in  einem  gewissen  Punkt,  der  n  genannt  werden  soll;  dann  wird 
also  die  Linie  Pit  parallel  mit  a  und  6  und  ebenso  mit  jeder  andern 
Linie  sein,   die  in  der  Ebene  des  Bildes  parallel  mit  a  und  b  gebt.    Da 
der  Punkt  n  in  der  Ebene  der  Tafel  liegt  und   auch  in  der  Ebene  Pa 
und    ebenso   in  der  Ebene  Pß,   so  liegt  er  in  dem  Durchschnittspunkt 
dieser  drei  Ebenen,  also  in  dem  Punkt,  in  welchem  sich  die  beiden  Pro- 
jectionen  a  und  ß  schneiden.    Wir  sehen  also  zunächst,  dass  von  zwei 
Parallelen    im   Bilde    sich    in    der    Ebene    der  Tafel    Ihre  ProgjBCtionen 
schneiden.    Wenn  also  a  und  b  zwei  Parallele  im  Bilde  sind  und  a  und 
ß  iiire  perspectivischen  Projectionen ,  so  erhält  man  deren  Durehsdinitts- 
punkt  TT,  wenn  man  von  dem  Auge   eine  Linie  parallel  mit  a  und  b  bis 
nun  Durchschnitt  mit  der  Tafel  zieht,  so  dass  dieser  Punkt  n  durch  die 
Richtung  der  Linien  a  und  b  vollkommen  bestimmt  ist.    Denkt  man  sich 
nnii   durch  P  eine  Ebene  parallel  mit  der  Ebene  des  Bildes  gelegt^*  so 
«erden  in  dieser  alle  Linien  hegen,  die  man  von  P  aus  mit  irgend  wel- 
cher Linie  des  Bildes  parallel  ziehen  kann.    Es  werden  also  alle  solche 
Punkte  7t  in   dieser  Ebene  liegen.    Da   aber  dieselben  Punkte  auch  su- 
gleich   in  der  Ebene  der  Tafel  liegen  müssen,    so    werden    sie  in  der 
DorchschnitlsUnie  jener  Ebene   mit   der  Ebene  der  Tafel  liegen;  also   in 
einer  geraden  Linie,  wie  es  in  dem  genannten  Satz  ausgesprodien  wurde. 
Wenn  man  nun  diesen  Satz  einmal  bewiesen  hat,   so  braucht  man 
den  Fall,  wo  zwei  Linien  parallel  gehn,  nicht  mehr  von  dem  zu  sondern, 
wo  sie  sich  schneiden.    Es  wird  nämlich  n  die  Projection  des  unendlich 
entfernten  Durchschnittspunkts  der  beiden  Parallelen  sein  müssen  und  die 
Linie,  worin  alle  n  hegen,   ist  die  Projection  einer  unendUch  weit  ent- 
fernten Linie. 

Es  mögen  hier  einige  Beispiele  folgen,  aus  denen  der  Nutzen,  den 
die  Projectionslehre  in  der  Geometrie  leistet,  am  meisten  ersichtlich  wer- 
den dürfte.  Wenn  man  in  der  Geometrie  beweisen  will,  dass  drei  Punkte, 
welche  als  Durdischnittspunkte  von  drei  Paaren  Linien  gegeben  sind,  in 
einer  geraden  Linie  liegen,  so  muss  man  die  Ebene,  in  welcher  diese 
Figur  liegt,  als  Ebene  der  Tafel  nehmen  und  die  Gerade»  in  welcher  die 
drei  Punkte  liegen  sollen,  als  die  vorhin  genannte  Linie  aller  tt.  Wenn 
man  jetzt  im  Bilde  beweisen  kann,  dass,  wenn  zwei  Paare  der  sich  schnei- 
ieaien  Linien  Parallele  sind,  dass  dann  auch  das  dritte  Paar  parallel  sein 
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mfisse ,  80  ^vird  das  Verlangte  bewiesen  sein ,  denn  wt  hafceii  Torliin  ge- 
sehn,  dass  die  Durchschnittspunkte  der  Projectionen  aller  ParalleieB  in 
einer  geraden  Linie  liegen. 

Oder  wenn  man  beweisen  will,  dass  drei  Linien  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  so  bewoist  man  zuerst,  dass  die  Projectionen  von 
Ewcien  parallel  sind  und  dass  die  dritte  dann  auch  mit  ihnen  parallel  gehe. 

Ferner  sei  Fig.  XLV.  die  Gerade  pq  die  Linie  in  der  Tafel,  in  wel- 
cher alle  TT  liegen.  Hat  man  nun  drei  in  gerader  Unie  liegende  Punkte 
l,  m,  n^  welche  im  Uebrigen  willkürlich  sind  und  nur  die  einzige  Bedin- 
gung erflUlen  müssen,  dass  sie  die  Projectionen  dreier  Punkte  sind,  von 
denen  der  eine  in  der  Mitte  der  beiden  andern  liegt,  so  wird  der  Dardi- 
schnittspunkt  der  Linie  Imn  mit  der  Linie  pf  der  vierte  hannonisGlie 
Punkt  zu  {,  m,  n.  Dieses  folgt  aus  dem  Satze  (s.  S.  24):  wenn  man  in 
einem  hormonischen  System  mit  einer  der  Ilarmonikaien  eine  Parallele 
zieht,  so  wird  diese  halbirt.  In  vorliegendem  Fall  wird  die  Linie  l'm'n\ 
welclie  parallel  mit  pq  ist,  in  m'  halbirt,  mithin  muss  die  Linie  Imnn 
harmonisch  getheilt  werden. 

Wir  haben  (S.  34,  unten)  den  Satz  gehabt,  dass  in  einem  voU- 
ständigen  Viereck  jede  der  vdrei  Diagonalen  von  den  beiden  andern  har- 
monisch getheilt  werde.    Dieser  Satz  lässt  sicli  mit  Hilfe  der  Projectiov 
folgcndermassen  beweisen.    Es  sei  (Fig.  XLVl.)   bcfiy  ein  Viereck   mi 
seinen  drei  Diagonalen  ey,  bft,  aa\  dann  kommt  es  nur  darauf  an  nacb 
zuweisen,   dass  man  dasselbe  als  die  Projection   eines  ParallelograniD 
betrachten  kann. 

Es  fragt  sicli  hier,  wo  mau  den  Augenpunkt  und  wo  man  die  Ebc 
des  Dildes  anzunehmen  hat,   damit  dieses  stattlinde.     Zuerst  ist  crsic 
lieh,   dass  die  beiden  Linien,   welche   den  beiden  by  und  c/?  im   B 
entsprechen,  sich  in  der  Unendlichkeit  schneiden  müssen,  da  sie  par 
sein  sollen;  ebenso  in  Bezug  auf  die  beiden  Linien  bc  und  yß.    Es  r 
sen  also  die  beiden  Punkte  a  und  a'  zweien  in  der  Unendlidikeit  lie 
den  Punkten   im  Bilde  entspreclien.     Bezeichnet  also  P  den  Augenp 
so  dürfen  Pa  und  Pa'  das  Bild  nidit  treffen,  d.h.  die  Ebene  Paa' 
mit  der  Ebene  des  Bildes  parallel  genommen  werden  mid  umgekehrt, 
dieses  so  angenommen  ^ird,  so  wird  beßy  die  Projection  cinea  P 
logramms  sein.    Die  Linie  aa^  wird  dann  die  Linie,  in  welcher 
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liegen,  der  Punkt  m  entspricht  dem  DurchBcfanitlspunkt  der  beiden  Dia^ 
gonalen  des  Pandlelorgramms  im  Bilde,  welcher  natürlich  deren  Hittelpunkt 
ist,  und  es  müssen  alsdann,  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung,  dfe 
Tier  Punkte  bmßn  harmonisch  liegen. 

Es  ist  oben  die  Bemerkung  gemacht,    dass,    wenn  man  Ton  drei 
Punkten  beweisen  will ,  dass  sie  in  gerader  Linie  liegen ,    man  die  Sache 
so  einxurichten  suchen  muss>    dass   diese  Punkte   die  Projectionen  Ton 
dreien  im  Bilde  in  der  Unendlichkeit  liegenden  sind.     Hierzu  dMie  fol- 
gendes Beispiel.    In  dem  auf  S.  26  und  27  ganz  allgemein  ausgesproche- 
nen Satze  ist  unter  andern  auch  folgender  speciellc  enthalten :  Wenn  man 
(Fig.XLVlI.)  in  einem  Dreieck  abc  durch  einen  innerhalb  liegenden  Punkt 
Ir  TOD  den  Ecken  drei  Linien  aa,  bß^  cy  zieht  und  die  Verbindungslinien 
je  zweier  Endpunkte  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  gegenüberstehenden 
Seite  Yerlängert,  so  liegen  diese  Punkte  a*,  ß\  /  in  einer  geraden  Linie. 
Wenn  diese  drei  Punkte  nämlidi  wirklich  in  einer  geraden  Linie  lie- 
gen,  so   müssen  die   den  Punkten  <x',  |8',  /  im  Bilde   entspreclienden 
Amkte  in  die  Unendlichkeit   fallen,   die  Ebene  also,  die  durdi  den  Au- 
genpunkt und  durch  a' ,  ß\  y'  geht ,  muss  mit  der  Ebene  des  Bildes  pa- 
raDel  sein.    Nun  ist  aber  bekanntlich  6  c  in  aund  a'  harmonisch  gethcilt, 
es  ßUt  also  der  dem  Punkt  o^  im  Bilde  entsprediende  Punkt  in  die  Un- 
endlicfakeit  und  der  dem  a  entsprechende  in  die  Mitte  Ton  den,  dem  5 
and  dem  e  entsprechenden  Punkten.     Ebenso  werden  die  den  beiden  an- 
dern Seiten  des  Dreiecks  entsprechenden  Seiten  im  Bilde  von  den,  dem 
ß  und  y  entsprechenden    Punkten    halbirU      D^i    aber    die    Punkte    or, 
j9  und  y  nicht    ganz  willkürlich    gewählt  sind,   sondern    durch  die  Be- 
dingung beschränkt  sind,   dass  sich   die  Linien  acr,  bß,  ty  in  einem 
Paukte  schneiden  sollen,  so  müssen  sich  auch  die  entsprechenden  Linien 
im  Bilde  in  einem  Punkte  schneiden,  und  Ton  den  Linien,   die  sich  in 
der  Projection  in  der  Linie  a'ß'y*  sdineiden,  müssen  die  entsprediendeii 
itt  Bilde  parallel  gehen.     Auf  solche  Weise  ist  nun  dieser  Satz  auf  fol- 
genden surfldcgeführt:  Wenn  man  Ton  den  drei  Ecken  eines  Dreiecks  ge- 
rade Linien  nach  den  Mitten  der  gegenüberstehenden  Seiten  zieht,  so  schnei- 
den sich  dies^  in   einem  Punkt  und  die  Verbindungdiuien  der  Mitten 
zweier  Seiten  gdien  immer  der  dritten  Seite  parallel.  Da  aber  difeser  Satz 
ofltaibar  richtig  igt,  so  feigC  daraus  unmittcibar  die  Richtigkeit  des  Torigen. 
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Noch  ein  sehr  bekannter  und  sehr  interessanter,  zuerst  von  Pascal 
ausgesprochener  Satz  mag  hier  eine  Stelle  finden,  weil  die  hier  gewfihlte 
Beweisart  desselben  Gelegenheit  zur  Anwendung  einer  Specialität  der  per- 
spectivischen  Projection  giebt.     Der  Satz  ist  dieser: 

Wenn  man  in  einer  Ellipse  ein  eingeschriebenes  Sechs- 
eck hat,  und  von  diesem  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
bis  zum  Durchschnitt  verlängert,  so  liegen  diese  drei  Durch - 
Schnittspunkte  in  einer  geraden  Linie. 

Lassen  wir  die  Linie,  in  welcher  die  drei  Punkte  liegen  sollen,  in 
die  Unendlichkeit  fallen»  so  erhalten  wir  im  Bilde  eine  Ellipse,  in  welche 
ein  Sechseck  eingeschrieben  ist ,  das  von  drei  Paar  Parallelen  gebildet  ist. 
Es  reducirt  sich  also  der  frähere  Satz  darauf,  zu  beweisen,  dass  wenn 
man  in  einer  Ellipse  ein  Sechseck  bat  und  es  sind  darin  zwei  Paare  von 
Seiten  Parallele,  dass  dann  auch  das  dritte  Paar  unter  sich  parallel  sein 
muss;  oder  was  dasselbe  ist,  wenn  in  obigen  Geraden  zwei  Durcfaschnitts- 
punkte  liegen,  so  muss  auch  der  dritte  darin  enthalten  sein. 

Wenn  wir  nun  in  einer  Ellipse  ein  Sechseck  mit  zwei  Paaren  paral- 
leler Seiten  haben,  so  denken  wir  uns  den  Augenpunkt  in  die  Unendlich- 
keit verlegt,  wodurch  naturlich  alle  von  diesem  nach  dem  Umfang  der 
Ellipse  gezogenen  Projectionslinien  unter  einander  parallel  werden,  wes- 
halb man  diese  Art  die  Parallel-Projection  nennt  Bei  dieser  Pro- 
jection stellt  sich  offenbar  die  Eigenthfimlichkeit  heraus,  dass  parallele 
Linien  im  Bilde  auch  wieder  parallele  Linien  in  der  Projection  geben  müssen. 
Es  wird  aber  von  den  vorhin  genannten  Projectionslinien  eine  Cylinder- 
oberfläche  mit  jener  Ellipse  als  Basis  gebildet,  die  man  natürlich  in  ei- 
nem Kreise  schneiden  kann,  von  welchem  die  Ellipse  die  Projection  ist. 
Man  hat  also  statt  des  vorigen  Satzes  jetzt  diesen  zu  beweisen:  Weim 
man  in  einem  Kreise  ein  Sechseck  hat  und  es  sind  darin  zwei  Paare  gegen- 
überliegender Seiten  Parallele ,  so  muss  auch  das  dritte  Paar  parallel  sein. 
Da  nun  dieses,  wie  auf  der  Hand  liegt,  stattfindet,  so  liegen  audi  die 
t>urchschnittspunkte  zweier  gegenüberstehenden  Seiten  eines  Sechsecks  in 
der  Ellipse  in  einer  geraden  Linie. 

Aus  den  bisher  angeführten  Beispielen  ist  ersichtlich,  dass  die  Pro^ 
jectionslehre  für  die  Geometrie  ein  sehr  erwünschtes  Mittel  ist,  durch 
welches  sie  mit  so  miglaublicb  rapider  Eile  vorschreitet,  dass  die  Aualysis 
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aach  nidit  im  entferiilesten  mit  ihr  gleichen  Schritt  halten  kann;  denn 
während  diese  durch  lange  Rechnungen,  durch  die  man  sich  nur  mit 
MCUie  durcharbeiten  kann,  zu  einem  durchaus  unvei*ständHchen  Resultat 
führt,  gelangt  man  hier  zu  einem  ebenso  einfachen  Resultate,  dessen  Zu- 
sammenhang mit  der  Aufgabe  klar  vor  Augen  liegt.  Indem  sie  sich  we- 
gen dieser  Einfadiheit  ganz  vorzüglich  dazu  eignet  neue  Sätze  aufzufin- 
den, wird  ein  sehr  wesentlicher  Gebrauch  von  ihr  zu  machen  sein,  wenn 
man  für  bekannte  Sätze  vom  Kreis  analoge  Sätze  bei  den  Kegelschnitten 
sucht. 

Hier  sollte  natürlich  von  der  Theorie  der  perspectivischen  Projecüon 
and  von  deren  Nützlichkeit  nur  eine  ganz  oberflächliche  Idee  gegeben 
werden,  da  eine,  wenn  auch  nur  einigermassen  übersichtliche  und  nicht 
absoint  mangelhafte  Darstellung  derselben  weit  über  die  Grenzen  gegen» 
fertiger  Schrift  hinausgehn  müsste.  Es  genüge  daher  der  Hinweis  auf 
fe  vorlrefnichen  Arbeiten  von  P  o  n  c  e  1  e  t  und  Steine  r. 


XiXeiiris  Aber  Tenrandtochaft. 

Unter  Vcrwandtsckaft  der  Figuren  versteht  man  die  ailgemein- 
sten  Beziehungen  zwischen  geometrischen  Figuren.  Es  ist  diese  Betracli- 
tunpweise  durchaus  ein  Produkt  der  neuern  Zeit,  während  die  sogenannte 
alle  Geometrie  keine  Idee  davon  liat.  Die  Collineations  -  Verwanduchall 
wurde  zuerst  angeregt  durcli  Moebius  (Barycenirischer  Calcul,  Leipzig  1827)» 
während  die  Theorie  der  Reciprocilät  bereits  von  PonceUt  (Traite 
des  proprietes  projectives  des  figures,  Paris  1822),  theik  in  den  Anna- 
Ics  de  Mathematiques  (T*  YltL)  und  theils  in  dem  matliemaüsdien  Jour- 
nal von  Crelle  (T.  IV.)  behandelt  war.  Besonders  wichtige,  hierher  ge- 
hörige Werke  sind:  Steimr,  Systematische  Entwickelung  der  Ab- 
hängigkeit geometrischer  Gestalten  von  einander,  Berlin 
1832;  Pluecker^  System  der  analytischen  Geometrie  auf  neue 
Betrachtungsweisen  gegründet^  Berlin  1835.  Eine  sehr  klare, 
zweckmässig  arrangirte  und  dabei  auf  selbständige  Forschung  gegrün- 
dete Darstellung  dieser  Theorie  der  Verwandtschaft  der  Figuren  findet 
man  in  Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus 
der  analytischen  Geometrie,  Berlin  1833.  In  dem  hier  Folgen- 
gen schliesst  sich  sowolü  der  Gang  als  auch  das  Material  zum  grossen 
Theil  an  das  zuletzt  genannte  Werk  an. 

Wir  denken  uns  zunächst  in  jeder  von  zwei  vejrschiedenen  Ebenen 
ein  System  von  Punkten.  Jeder  Punkt  des  einen  Systems  sei  durch  seine 
Coordinatcn  x  und  y  gegeben,  die  sich  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges 
oder  schiefwinkUges  Coodinatensystem  beziehn;  ebenso  sei  jeder  Punkt 
des  zweiten  Systems  durch  die  Coordinaten  ^  und  rj  gegeben,  die  sicli 
auf  dasselbe  oder  auf  ein  anderes  beliebiges  recht-  oder  schiefwinkliges 
Coordinatensystem  beziehn.  Diese  beiden  Systeme  von  Punkten  kann  man 
sidi  entweder  ganz  unabhängig  von  einander  denken  oder  aucli  in  gegen- 
seitiger Beziehung,  die  offenbar  von  der  mannigfachsten  Art  sein  kann« 
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Es   sondern  sich  jedoch  sogleich  zwei  Ihuptgaüungen,  denen  sich  alle 
übrigen  unlerordaen. 

Erstens  nämlich  kann  man  sich  denken,  dass  eine  soldie  Bezie- 
hung zwischen  den  beiden  Systemen  stattGndot,  welche  sich  durch  eine 
einzige  Gleichung  zwisclien  den  Coordinaten  eines  Punkts  des  ersten 
und  eines  Punkts  des  zweiten  Systems  ausdrQcken  lüsst ,  also  durch 

Diese  Gleichung  sagt  aus:  Jedem  $peciellcn  I^iukt  des  einen  Systems 
(wenn  mau  z.  B.  dem  x  und  y  specielle  Werlhe  beilegt)  entspricht  in 
dem  andern  System  eine  (lurve,  deren  Gleichung  f(xy^f])  =  0  ist,  worin 
9  und  f]  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten ,  während  x  und  y  in  die- 
sem Augenblicke  Constante  sind.  Ebenso  entspricht  jedem  Punkt  ^tj  des 
zweken  Systems  eine  Cunc  des  ersten  Systems,  deren  Gleichung  f(xy^i^) 
B^O  mit  den  bufenden  Coordinaten  x  und  y  ist.  —  Der  Punkt  des  ei- 
nen Systems  und  die  ihm  entsprechende  Curve  des  zweiten  Systems  heis- 
sen  bezüglich :  Pol  und  Polare. 

Es  kann  aber  auch  zweitens  die  Beziehung  zwischen  den  beiden 
Systemen  von  Punkten  eine  solche  sein,  dass  sie  durch  zwei  Gleichungen 
zwisdien  den  Coordinaten  eines  Punkts  des  ersten  und  eines  Punkts  des 
zweiten  Systems  gegeben  ist,  also  durch 

A^y^'/^==0  und  (p(xyS?f)  =0. 
Hier  wird  man,  wenn  den  Coordinaten  eines  Punkts  des  einen  Systems 
(z.R.  dem  a;  und  y)  bestimmte  Werthe  beigelegt  werden,  zwei  Gleichungen 
zwischen  |  und  t]  erhalten ,  d.  h.  man  wird  iilso  ganz  bestinmite  Werthe 
für  diese  |  und  tj  finden,  welche  demnach  einen  beslimmten  Punkt  im 
zweiten  System  bedeuten.  Wenn  daher  zwei  solche  Gleichungen  bestelni, 
so  entspricht  jedem  Punkt  des  einen  Systems  wieder  ein  Punkt  des  an- 
dern Systems.  Diese  Punkte  nennt  man  sicli  entsprechende  oder 
homologe  Punkte. 

Insofern  imn  die  Coordinaten  eines  Punkts  des  einen  Svstems  ent- 
weder  direct  oder  beziehungsweise  von  den  Coordinaten  eines  Punkts  des 
zweiten  Systems  abhängen,  so  nennt  man  diese  beiden  Systeme  von  Punk- 
ten verwandte  ebene  Systeme. 

Indem  man  diese  Idee  von  gegenseitig  bezüglichen  Punkten,  welche 
in  besondern  Ebenen  liegen,  weiter  fortsetzt,  so  nuiss  man  Punkte  im 
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Raum,  also  durch  drei  Coordinaten  gegebene  Punkte  in  die  Betrachlong  zie- 
hen und  man  erhält  hier  ebenralls  mehre  verschiedne  Fälle  zur  besondem 
Berdcksiditigung. 

Erstens  nämlich  kann  die  Beziehung  zwischen  dem  ersten  und 
dem  zweiten  Systeme  dadurcli  bedingt  sein,  dass  nur  eine  einzige 
Beziehungsgleichung  zwischen  den  sechs  Cocrficienten  der  beiden  Punkte 
gegeben  ist,  dass  man  also  hat: 

Denkt  man  sich   also  hier  z.  B.  unter  x ,  y  und  z  ganz  bestimmte  Zah- 
lenwerthe  eines  bestimmten  Punktes  des  ersten  Systems,  so  wird  die  ge- 
nannte Gleichung  ganz  im   Allgemeinen   die   einer   Oberfläche    bedeuten, 
deren  laufende  Coordinaten  ^i  r^^  t  sind.     Es  entspricht  also  einem  be- 
stimmten Punkt    mit  gegebenen  Coordinatenwerthen   xyz  in   dem  einen 
Systeme  eine  Oberfläche  in  dem  zweiten,   d.h.  in  dem  ^j;^- Systeme. 
Wenn  zweitens  zwei  Bedingungsgleichungen  gegeben  sind: 
F(xyz§f](:)=^0  und  0(xyz^i]^  =  O, 
so  entspricht  einem  Punkt  (^7;  D  des  einen  Systems  eine  Curve  des  andern 
Systems,  die  im  Allgemeinen  eineCune  doppelter  Krümmung  sein  wird  und 
deren  Gleichung  ofl'enbar  die  beiden  genannten  Gleichungen   in   ihrer  Co- 
existenz  mit  den  laufenden  Coorduiaten  ^rj^  sind. 

Hat  man  drittens  zwischen  den  beiden  Paaren  Coordinaten  drei 
Bedingungsgleichungen ,  also : 

f(a?yÄ|jyg  =  0,  0ixyz^t]Q=:O  und  X(a?»Ä§??0  =  0. 
so   entspricht  jedem  Punkt  (syz)   des  einen  Systems  wieder  ein  Punkt 
des  andern  Systems,   dessen  Coordinaten  ^?;t  durch  die  Cocxistenz   der 
genannten  drei  Gleichungen  bestimmt  werden. 

In  allen  genannten  Fällen  der  Zusammenstellung  zweier  Systeme  von 
Punkten,  mögen  es  ebene  oder  räumliche  sein,  giebt  es  offenbar  unend- 
lich viele  versdiiedene  Arten  der  Verwandtschaft  zweier  Systeme ,  je  nach 
der  Natur  der  Funktionen  /  und  (p  oder  Fy  <Z>  und  X,  In  neuerer  Zeit 
sind  hauptsächlich  zwei  besondre  Fälle,  die  zunächst  als  die  einfachsten 
auch  hier  der  Betrachtung  unterworfen  werden  sollen ,  berucksiclitigt  wor- 
den:  sie  sind  die  Verwandtschaft  der  Collineation  und  die  der  Re- 
ciprocität. 
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I.    CoUUeatiOB. 

f.  1.  Wenn  2wei  Systeme  von  Punkten  so  beschalfen  sind,  dass  jedem 
Punkt  der  einen  Figur  wieder  ein  Punkt  der  andern  entspricht,  und  zwar 
noch  so,  dass,  wenn  drei  Punkte  der  einen  Figur  in  gerader  Linie  lie- 
gen, die  entsprechenden  Punkte  der  andern  Figur  wieder  in  gerader  Li- 
nie liegen,  so  nennt  Moebius  (in  seinem  barycentrischen  Cal- 
cul)  diese  beiden  Systeme  coliinear- verwandle  oder  coUineare 
Figbren« 

Da  also  jedem  Punkt  des  einen  Systems  wieder  ein  Punkt  des  «n- 
deni  entsprechen  soll,  so  haben  wir  nach  dem  vorhin  Bemerkten  zwi- 
schen den  Coordinaten  {xy)  des  einen  Punkts  und  den  Coordinaten  (^i;) 
des  ihm  entsprechenden  Punkts  zwei  Gleichungen: 

/(a?y|j^)  =  0  und  g>(xg^Tj)=z{i, 
au  denen  man  also  ableiten  kann : 

y^K^ri)  und  x=^\p{^ri), 
WD  l  und  \f)  natürlich  Funktionszeichen  bedeuten. 

Nun  ist  aber  nach  der  von  Moebius  gegebenen  Definition  der 
Collineations- Verwandtschaft  das  ^Yesentliche  dieses,  dass  für  drei  in  ge- 
rader Linie  liegende  Punkte  des  einen  Systems  die  drei  entsprechenden 
Punkte  des  andern  Systems  ebenfalls  in  gerader  Linie  liegen  müssen. 

Eis  soll  aber,  weil  die  Aufeinanderfolge  von  Punkten  eines  Systems 
eine  gerade  Linie,  etwa  /ly  +  Ba?-l-C=0  darstellt,  die  entsprechende 
Figur  wieder  eine  gerade  Linie  darstellen.  Daher  muss,  wenn  man  für 
X  und  y  die  oben  genannten  Wcrtlie  einsetzt, 

worin  Äy  B,  C  beliebige  Funktionen  der  als  constant  zu  betrachtenden 
Grössen  xyx  sind,  eine  gerade  Linie  bedeuten.  Hieraus  ergiebt  sich  un- 
mittelbar, dass  die  Funktionen  A  und  xp  gleichnamige  rationale  Brüche 
^in  müssen,  deren  Zähler  sowohl  als  iNenner  lineare  Funktionen  von  ^ 
und  r^  sind,  dass  man  also  diese  Form  erhalten  müsse: 

27 
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oder  umgekehrl: 


ayr^ßx  +  y       i  ^ 

ccy  +  ßx  +  y 
wenn  «=  a"6  — a6", /?  =  a6'  — a'6,  y=:a'b*'  —  a'*b' 

a"=c"o— ca",  ß"z:±ca*—c'a,  y'*  =  c' a" --c" a' 
gesetzt  wird,  woraus  zugleich  beiläuGg,  wie  sicli  von  selbst  verstellt,  folgt, 
dass  die  Verwandtschaft  der  Collineation  eine  gegenseitige  ist.     Die  bei- 
den  Systeme   {A)  und   {B)  sind   die  beiden  allgemeinsten  CoIIinea- 
tions- Gleichungen. 

Es  lässt  sich  hier  offenbar  sehr  leicht  übersehen,  dass  die  Rech- 
niupg  es  ohne  besondre  Schwierigkeit  ergeben  muss,  dass,  wenn  jedes 
von  zwei  Systemen  mit  einem  dritten  coliinear  verwandt  ist,  auch  die  bei- 
den ersten  unter  einander  coUinear  sein  müssen. 

Wenn  man  nun  die  Bedingiuigsgleichungen  zwischen  den  vier  Coor* 
dinaten  zweier  correspondirender  Punkte  liat^  und  zwar  in  ihrer  coUinea- 
ren  Verwandtschaft ,  also : 

so  denke  man  sich  in  dem  ersten  Systeme  zwei  bestimmte  Punkte  {x^yi) 

und  {x^y^  und  zwei  gerade  Linien, 

deren  Gleichungen      y  +  fx  +  g^^  und  y+f'x  +  g'  =  Oy 

oder  einfacher  £  =  0  und  jlf=0 

sein  mögen. 

Femer  seien  (^i;i)  und  (§2^2)  die  entsprechenden  Punkte  im  zwei- 
ten System  und  ebenso 

»?+9Pl+y  =  0  und  ^+9'^  +  y'  =  0, 
oder  einfacher  ^  =  0  und  iH=0 

die  entsprechenden  Linien.  Dann  bezeichne  man  durch  £|  Mi  und  L^  M^ 
das,  was  aus  Zundtf  wird,  wenn  man  respective  a;|yi  und  x^y2  für  xy 
darin  einsetzt ,  und  ebenso  durch  Ai  Mi   und  Ai  M%  das ,  was  aus  A 
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und  M  wird,  wenn  man  darin  ^ifjg  und  ^2  ^3  für  ^tj  einsetzt,  und  ferner 
noch  durch  L.x,Jtt.x,  ^'-^^  M.§  die  Winkel,  welche  die  miizelnen 
Linien  mit  den  ngehörigen  Abscissenax^  bilden.  Endlich  mögen  noch 
bedeuten::. 

Pf  und;>|'  die  Perpendikel  Tom  Punkt  Xi  yi  auf  die  Linien  lasO  und  ilf=0 
Pi   "  P%     "  -  -       -      a?2y2     -    -       -      i»»0   -   J|f=0 

TTi    -  TT/     -  -  -       -      ^i»?i     -     -        -      wk/=:0   .  M=0 

^2    -  ^i'    -  -  -  -     l2»/2    -    -       -      -4=0   .  M=0 

Dann  wird  bekanntlich: 

Pi  =Ij.co5(I.a?)  I?i'  =  ^i  .cos (If.a?) 

P2  =  ^  •  cos  (I .  a?)  Pj'  »  if2 .  cos  (üf .  x) 

7tg  =^j . cos(^.  ^  7r/=M| .  cos(ilI.  I) 

7r,=w,ij.C0S(wri.|)  TTj'srMj.COSCM.I). 

Da  nun  £ssO  und  ^sO  sich  entsprechende  Linien  in  coUineär- 
mwandlen  Systemen  sein  sollen  und  ebenso  itfs=ü  undiU^O,  so  muss 
maii  einerseits  ^=0  und  andrerseits  M=*0  erhalten,  wenn  man  in  £ 
=  0  und  in  If  =  0  die  Werthe  von  y  und  x  aus  den  vorhin  angeführten 
Collineationsgleichungen  einsetzt,  wodurch  sich  unmittelbar  ergiebt: 

ai7+6|+c    "*■'•    a,,  +  6f+c    '^^'^^ 


also: 


g^iy  +  yg  +  c^   .  ^  «:j2+l'lH:^^v_fi 
a^+ft^+c  *^'-     arj  +  b^+c     "^» -"' 

^-,4.^/^+^*  .-4.  ^^+^^^+<yg    0 

und  wenn  man  in  £  und  M  selbst,  nicht  in  die  Gleichungen  £  =  0  und  M 
«sO,  die  Werthe  füry;und«;aus  den  Collineationsgleichungen  einsetzt^  wird: 

^^(a'+ra''+9'a)fH'(b'+rV'+g'b)^+c'+f'c''+9^^^ 

ajy  +  6^+c  *  ajj  +  6f+c  ' 

mithin  gehen  die  vorhin  genannten  Ausdrücke  der  gefällten  acht  Perpen- 
dikel in  folgende  über: 
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Pi=:  Ii  .COS  (I.a?)  p^'=:zMi.CO${M.X) 

Pj  ==  Ij .  cos  (I.a?)  ft'«  -'^j  :co${M.x) 

Und  liieraus  erhält  man  mit  Leichtigkeit  die  Proportion: 

Vi.  :  hl^^:3L     ..../>. 

d.h.  Wenn  man  von  zwei  beliebigen  Punkten  Perpendikel 
auf  zwei  beliebige  Gerade  fällt,  und  gleichfalls  in  einem 
collinear-verwandten  System  von  den  beiden  entsprechen- 
den Punkten  Perpendikel  auf  die  beiden  entsprechenden 
Geraden  fällt,  so  verhält  sich  im  ersten  System  der  Quo- 
tient von  den  Perpendikeln  aus  den  beiden  Punkten  auf  die 
erste  Linie  zu  den  Quotienten  von  den  Perpendikeln  aus 
denselben  Punkten  auf  die  zweite  Linie,  ebenso  wie  die 
Quotienten  der  entsprechenden  Perpendikel  im  zweiten 
System. 

Zusatz  1.  Die  hier  geiundene  Proportion  findet  noch  statt,  wenn 
p  und  TT  nicht  gerade  Per])endikel ,  sondern  nur  solche  Linien  sind,  die 
von  den  entsprechenden  Punkten  nach  den  entsprechenden  Geraden  uu- 

ter    gleichen    Winkeln    gezogen    sind,    weil   natürlich    ^-^ =— » 

^      °  PiStna   .        Pj 

Pi'sinß    _    pt'  . 

i    .     />      ^"~  . ""    U»  S.  W.    ISl. 

PiStnß  pa' 

Zusatz  2.  Sind  daher  A,  B,  C,  />,  E  und  i',  B\  C\D\  F  homo- 
loge Punkte  in  zwei  collinear-verwandten  Systemen,  so  werden  aiichn  ach 
dem  Begriff  der  Coüinealion  CD  und  C*D'  und  ebenso  CB  und  C'Ä'  ho- 
mologe Linien  in  beiden  Systemen  sein  müssen.  Fällt  man  nun  von  i 
und  B  die  Perpendikel  P|  und  p,  auf  CD  und  die  Pcrpendikelpi'  und 
p,'  auf  CE,  und  ebenso  im  collinear-verwandten  System  von  A'  und  B* 
die  Perpendikel  tzi  und  n^  auf  CD*  und  die  Perpendikel  n^*  und  yr,'  auf 
CB\  so  erhält  man  nach  dem  vorstehenden  Satz 

Vi     .  Vi'   __  ^1    .    ^i 

Pi    '  Vi'         n^    '    n^  ' 
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oder  auch: 


d.h. 


Pt.CD    '  p2''CB  "■    n^.C'D''   ti^'.CF 
AACD     AACB         äA'C'D*       AA'CE' 


ABCD'  ABCE         AB'CD'  '   AB'C'F' 

Zusatz  3.  Ebenso  ergiebl  sich  leicht  vermöge  Zus.  1.,  dass  wenn 

Ay  Bj  C,  D  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  und  die  natürlich  auch 

in    gerader  Linie  liegenden  A\  B*,  C,  D'  die  ihnen  homologen   im  ver«^ 

wandten  Systeme  sind,  wenn  ferner  MN  und  PQ  zwei  beliebige  durch  £ 

und  C  gehende  Gerade  und  M*  Vi*   und   FQ*   die   ihnen  entsprechenden 

sind,  dass 

AB  .  DB  ^   A'B'   .    D'B' 
AC  '  DC        A'C   '  D'C 

Bilden  daher  in    einem  System  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A, 

B,C,  D  ein  harmonisches  System,  so  liegen  die  vier  entsprechenden  Punkte 

im  ooUinear- verwandten  Systeme  ebenfalls  harmonisch. 

§•  2.  Die  im  vorigen  §.  genannten  allgemeinsten  Collineationsglei- 
cbungen  CA)  werden  durch  passende  Coordinatenverlegimg  eine  bequemere 
Gestalt  annehmen.  Hierbei  können  wir  nun  offenbar  ohne  Beeinträchti- 
gung der  Allgemeinheit  annehmen ,  dass  der  Coordinatenwinkel  ein  rech- 
ter sei;  denn  wäre  dieses  nicht  der  Fall,  so  könnte  man  mit  Leichtigkeit 
den  schiefen  Coordinatenwinkel  nach  bekannten  Regeln  in  einen  rechten 
verwandeln,  ohne  die  Form  der  allgemeinen  Collineations  -  Gleichungen 
zu  ändern. 

Wenn  man  daher  zunächst  nur  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
»erlegt,  ihre  Aichtung  aber  noch  ungeändert  lässt,  also  y  +  y',  x  +  x' 
und  f]  +  ?]'j  !+§'  für  y,  x  und  ij,  |  setzt,  so  gehn  die  genannten  Fun- 
damental-Gleichungen  in  folgende  über: 

Für  die  beiden  neuen  Coordinaten -Anfangspunkte  wird  es  nun  of- 
fenbar am  zweckmässigsten  sein,  wenn  sie  in  beiden  Systemen  entspre- 
chende Punkte  sind ,  d.  h,  wenn : 


V 


*•. 


a?= 
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^  "■    a^'  +  6|'  +  c 

,     ;      a"  r'  +  b"  ^'  +  c" 
und  x'  =  — ^  ,  .  iT  , 

ist,  wodurch  die  vorigen  Gleichungen  diese  werden: 

oder,  wenn  man  die  bei  Gleichung  (0)  des  vorigen  S  benutzten  Bezeidi- 
nungen  anwendet  und  ausserdem  noch  ajj'  +  1^'  +  C'=iV  setzt,  diese: 

_  ia^' ~a") .Tj  +  i  —  arj'  +  aQ.^  * 

Aendert  man  hierin  nun  zweitens  die  Richtung  der  Coordinaten,  aber 
so,  dass  der  Coordinatenwinkel  ein  rechter  bleibt,  so  hat  man  §.$ingi 
+  fj.cosq)  tut  Tj  und  §.cosq> — ri.sinf  für  ^  zu  setzen,  wobei  (p  den 
Winkel  der  neuen  ^-Axe  mit  der  frühem  |-Axe  bedeutet.  Man  er- 
hält dann: 

Da  man  über  drei  hierin  vorkommende  Grössen  (^^  i]\  q>)  beliebig  ver- 
fügen kann,  so  bestimme  man  sie  so,  dass  der  Coeflicient  von  ri  im  Zib- 
1er  des  Ausdrucks  von  y  ^eich  dem  Coefficienten  von  |  im  Zähler  des 
Ausdrucks  von  x  werde,  und  dass  sowohl  der  CoefQcient  von  |  im  ersteu 
Zähler  als  auch  der  Coeflicient  von?;  im  zweiten  Zäliler  verschwinden,  wodurch 
man  also  diese  drei  Bedingungsgleichungen  zur  Bestimmung  von  |^  tj',  q>  erhält: 

{-ß^'+ß'')sin(p  +  (ßf]'-ß^)coi(p={^ 


y= 


«= 


I 
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oder: 

(-ß§'^ß'').tansq>^-(ßri'-ß') 

Addirt  man  nun  die  beiden  letzten  Gleichungen  zusammen  und  multipli- 
ciri  diese  Summe  mit  der  ersten  Gleichung,  so  ergiebt  sich  nach  Divi- 
sion durch  tangq>: 

d.  b.  da  die  Sunmie  zweier  Quadrate  nicht  anders  gleich  Null  sein  kann, 
alt  wenn  jedes  für  sich  gleich  Null  ist: 

woraus  sich  mit  Leichtigkeit  ergiebt: 

^_ß(a''  +  ß*)  —  a(ß'^—a') 
'^  "~  a^  +  ß^ 

^,_    a(a''  +  ß')+ß(ß''  —  a') 
^""  a^+ß^ 

and  daraus  dann,  auch  mit  Hilfe  der  ersten  der  drei  obigen  Gleichungen : 

^^      a(,a"ß  —  (xß*')  —  ß(a'ß  —  aß*) 

d.  h.  da  die  Tangente  des  Winkels  q>  nur  einen  einzigen  Werth  hat ,  so 
kann  ip  selbst  nur  zwei  Werthe  annehmen,  die  aber,  da  sie  um  180^ 
Ton  einander  verschieden  sind ,  nicht  zwei  verschiedene ,  sondern  nur  ein 
einziges  Coordinatcnsystem  geben. 

I 

Somit  gehen  mm  also,  bei  gehöriger  Lage  der  Coordinatenanßnge, 
die  allgemeinen  Collineationsgleichungen  in  folgende  über: 

=  ^  1 

t  /    •    •    •    •    v^; 

X  = 


^rin  die  Buchstaben  m,  n,  p,  mit  den  frühem  Coeflicienten  verglichen, 
Mgeode  Werthe  haben: 


m 


(a6"— a"6)H(«'*— aftO 


A2 
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(«6"— a"6)»+(a'6  — aftO* 

(fl»  +  6a//«  .  jc(a"6'-^a'6")+c'(aft"— a"ft)  +  c"(a'ft  — aJot 

Aus  diesen  neuen  allgemeinen  Collineationsgleichungen  {E)  siebt  man  so- 
gleich, dass  der  geraden  Linie  Ay  +  Bx  +  C^Q  im  collinear -  verwand- 
ten Systeme  dl«  Gleichung 

M  +  *nC)ri  +  {B  +  nC)^  +  pC=^0  .  .  .  .  (F) 
entspreche,  und  dass  den  speciellen  Geraden  x=0  und  y=^Q  die  Ge- 
raden ^=0  und  7/  =  0,  d.h.  dass  den  Coordinatenaxen  des  einen  Sy- 
stems die  Coordinatenaxen  des  andern  Systems  entsprechen.  Femer  ent- 
spricht einer  Geraden ,  die  dnreh  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht, 
deren  Gleichung  also  die  Form  Äy  +  Bx=  0  hat,  im  collinear -verwandten 
System  eine  Linie,  deren  Gleichung  Arj  +  B^^O  ist,  die  also  nicht  aM 
lein  ebenfalls  durch  den  entsprechenden  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
geht,  sondern  auch  mit  diesen  hierzu  gehörigen  Coordinatenaxen  dieselben 
Winkel  bildet  als  im  ersten  System. 

Diese  Anfangspunkte  der  neuen  Coordinatensysteme  werden  nun 
Collineations-Centra  oder  Collineations-Punkte,  respective 
des  Systems  in  a;y  und  in  §7j  genannt. 

§•  3.  Denkt  man  bei  dieser  im  Vorigen  erhaltenen  Coordinatenlage 
das  eine  der  beiden  .Systeme  so  auf  das  andre  gelegt,  dass  dieAxe  der  f 
auf  die  Axe  der  x  und  also  die  Axe  der  rj  auf  die  Axe  der  y  ßllt,  was 
nach  dem  Vorhergehenden  nur  auf  zweierlei  Art ,  vorwärts  oder  rückwärts 
geschehen  kann,  da  x'  und  y*  nicht  mehrfache  Werlbe  haben,  q>  aber  nur 
auf  zweierlei  Weise,  entweder  in  dem  einen  oder  in  dem  um  180*  ver- 
schiedenen Werth  genommen  werden  darf,  so  nennt  man  die  beiden  col- 
linear -  verwandten  Systeme  collinear-liegend. 

In  zwei  solchen  Systemen  werden  zwei  sich  entsprechende  Gerade, 
die  durch  den  jetzt  gemeinschaftlichen  CoUineationspunkt  gehen,  offenbar 
zusammenfallen ;  denn  es  werden ,  wenn  die  Gleichung  der  einen  Geradea 
Äy  +  Bx=0,  also  nach  dem  bereits  Gesagten,  die  der  andern  Ärj+i^ 
=  0  ist,  diese  beiden  Gleichungen,  also  auch  die  dadurch  bezeichneten 
Geraden  identisch,  sobald  die  Axen  zusammenfallen. 


9      * 
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In  zwei  coUinear- liegenden  Systemen  fallen,  nach  der  Annahme, 
die  beiden  Collineationspunkte  zu^mii&en.  Es  ist  aber  offenbar  denkbar, 
dass  auch  noch  andre  homologe  Punkte  auf  einander  fallen  können  und 
diese  werden  natürlich  diejenigen  sein,  für  welche  die  Gleichungen  (E) 
ezbtiren,  wenn  man  darin  y^stj  und  x=z§  setzt.  Diese  Gleichungen 
werden  aber  alsdann: 

jinij  +  n^'+p  — 1|.?;=0 

und  !mj?  +  nif+;>--l{.|=0, 

welchen  man  offenbar  durch  7;  =  0  und  ^=0,  was  den  gemeinschaftlichen 
Collineationspunkt  giebt,  oder  durch  mTj  +  n^+p  — ls=0  genügt,  wor- 
aus sich  ergiebt,  dass  alle  Punkte,  die  in  der  Geraden  mri  +  n^+p  —  1 
=  0  liegen^  im  collinear- liegenden  System  mit  ihren  homologen  Punkten 
nsammenfallen.    Diese  Gerade 

'  m3?  +  n|+ji  — 1  =  0     ....(«) 

iriri  die  Collineations-Axe  genannt. 

Nach  i(S.  216  Gl.  F.)  waren    die  Gleichungen   zweier   homologen 

Linien 

Ay  +  Bx  +  CzatO 

(i  +  mC)ij  +  (Ä  +  m6)|+pC=0; 

sind  nun  aber  die  beiden  Systeme  collinear -liegend,  so  hat  man  für  den 

Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Linien: 

{Ä  f  mC)j?  +  (Ä  +  mC)^  +  l)C:=0, 
voraus  unmittelbar  folgt: 

(wij  +  M^  +  p  — 1)C=0, 
d.b«  in  collinear-liegenden  Systemen  schneiden  sich  je  zwei 
lAmologe  Gerade  stets  auf  der  Collineationsaxe. 

Wenn  man  in  einem  Systeme  zwei  parallele  Gerade  durch  die  Glei- 

dmngen 

Ay-^-  Äa?  +  C=0 

und  Ay  +  Bx  +  a  =  0 
gegeben  hat,  so  sind  vermöge  {F)  (S.  216)   die  Gleichungen  der  ihnen 
entsprechenden  Geraden  im  coUinearen  System: 

28 
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und  (Ä +  ma).ti  +  (B  +  nC'). S+p&mmO,' 
oder  Äyi  +  B§+(mt]  +  nS+p)C^O 
und  At]  +  B^  +  (mri+n^+p)C ^0. 
Es  werden  also  diese  homologen  Seiten  im  Allgemeinen  nicht  imier  ein- 

Ä         m 

ander  parallel  sein,  wenn  aicht  etwa  -d-^^"—  ist,  sondern  sich  in  einem 

B       H 

Punkte  schneiden,  dessen  Coordinaten  ans  der  Coäxistenz  der  beiden  letz- 
ten Gleichungen  bestimmt  werden,  nämlich: 


§  = 


mB — nA 


'  ""  mB^nA  ' 
Da  aber  diese  Coordinatenweraiei  was  auch  immer  A  und  B  für  Wertbe 
haben  mögen,  stets  der  Gleichung  m9;  +  n^4-p*^0  genügen,  so  wer-»' 
den  sich  stets  die  homologen  Linien  von  zwei  Parallelen  im  collinear- 
verwandten  Systeme  auf  der  durch  die  Gleichung  miy  +  nf+p  =  0  gege- 
benen Geraden  schneiden.  Diese  ist  aber  offenbar  der  durch  die  Glei- 
chung G  (S.  217)  dargestellten  Linie  parallel,  d.h.  sie  ist  mit  der  Col- 
lineationsaxe  parallel.     Es  wird  daher  diese  Linie: 

mj7  +  n^+p=0     ....    (E), 
wenn  die  Systeme  zugleich  collinear- liegend  gedacht  werden,  die  Gegen - 
axe  im  Systeme  ^ri  genannt. 

Es  giebt  natürlicli  für  das  System  xy  ebenfalls  eine  Gegenaxe,  de- 
ren Gleichung  man  leicht  iindet.  Man  erhält  nämlich  aus  den  Glei- 
chungen B  (S.  215) : 

^        my  +na?— 1  ^  .^ 


^  = 


— px 


als  GoUineationsgleichungen.    Hat  man  also  zwei  parallele  Gerade  in  deiB 
einen  System: 

Mfi  +  N^^P^^ 

itfiZ  +  Ä^  +  F^O, 
so  sind  die  homologen  Linien  im  ccrilinear- verwandten  System : 
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—p(Mg  +  Ilx)  +  P(my  +  nx—l)^0 

—fiMv  +  ff^)  +P'(f^y^  nx—1)  =  0, 
die  sich  auf  der  Linie: 

mri  +  nx  —  l=:Q    .    .    .    .    (K) 

scfaneidea»  welches  also  die  Gegenaxe  im  System  xy  ist. 

bt  p^—l,  so  ßllt  die  Gegenaxe  (H)  im  System  ^rj  mit  der  Ge- 
genaxe (K)  im  System  xy  zusammen. 

Da  ersichtlich  die  Gleichungen  der  Gegenaxen  (H)  und  (K)  nichts 
Andres  sind  als  die  Nenner  in  den  CoUineations^eichungen  (£)  und  (/), 
so  bexeicbn«[i  sie  offenbar  die  geraden  Linien,  welche  alle  Punkte  eiit- 
halten,  die  den  im  verwandten  System  in  der  Unendlichkeit  liegenden 
Punkten  homolog  sind. 

Denkt  man  sich  nun  von  einem  bMiejUigen  Punkt  $17  des  einen  Sy- 
stems ein  Perpendikel  auf  die  darin  enthaltene  Gegenaxe  gefällt  und  von 
inm  homologen  Punkt  xy  ein  Perpendikel  auf  die  dortige  Gegenaxe,  so 
ist  das  erste  Perpendikel 

=  (w  j?  +  n  ?  +  p ) .  7==^ 

^nr  +  tr 

and  das  zweite 

=  (my  +  nx  —  1). 


^m*-hn' 


Da  aber  nach  den  Gleichungen  (E)  und  (/):  mrj  +  n^  +  pss^  und  m  17 
+  »»— 1  =  —  —  ist,  so  werden  die  beiden  Perpendikel: 

-     'i         und  P^ 


y^m^+n}  rj^m^  +  n^ 

P 
Duthin   ihr  Produkt  = ^-, — =,  d.  li.  eine  constante  Grösse. 

§.  4.  In  den  allgemeinen  CoUineationsgleichungen  Ä  (S.  209)  kom- 
flioi  neun  willkürliche  Coeflficienten  vor,  von  denen  aber  einer  offen- 
W  beliebig  angenommen  werden  kann ,  da  man  s.  B«  in  den  genannten 
AotdrOcken  für  y  und  x,  Zähler  und  Nenner  durch  c  dividiren  kann,  so 
<ias8  das  letzte  Glied  in  den  Nennern  =  1  wird«  Es  wird  daher  das  col- 
linear -verwandte  System  vollkommen  bestimmt  sein,  wenn  die  Coordina- 
ten  von  vier  Punkten  des  einen  Systems  und  ebenso  die  Coordinaten  der 
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vier  entsprechenden  Punkte  im  and^  System  gegeben  sind,  weil  man 

alsdann  acht  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  acht  erforderlichen  Con- 

a'    6'     c'    a"    6"    c"    a     h 
stanten:  — ,  — ,  — ,  — ,  — ,  — ,  — ,  —  hat.     Bei    coUinear- verwandten 
c     c     c     e     c     c     c     e 

und  zugleich  coUinear  -  liegenden  Systemen  ^  deren  zugehörige  Gleichun- 
gen die  Gleichungen  E  (S.  215)  sind ,  finden  sich  nur  drei  Constante  m, 
n  und  p.  Diese  werden  vollständig  bestimmt  sein,  wenn  der  gemeinsame 
CoUineationspunkt  beider  Systeme  und  die  Coordinaten  von  drei  Paaren 
entsprechender  Punkte  gegeben  sind.  Setzt  man  nämlich  die  Coordinaten 
dieser  letztern  (^i  ?7ifs*« •071^1X2 •••)  in  die  genannten  Gleichungen,  so 
erhält  man  folgende  sechs  Bedingungsgleichungen: 


yi  = 


Oß, 


^ 

welche  aber  offenbar  hiebt  mehr  sagen  als  folgende  drei : 

aus  denen  man  nun  die  drei  Constanten  m,  n,  p  bestimmen  kann. 

Hierbei  ergiebt   sich   beiläufig,   dass  -ü-==-^  oder  -i"  —  'st, 

und  ebenso  bei  den  andern  Punkten,  d.h.  dass  in  coUinear -liegenden 
Systemen  jeder  Punkt  mit  seinem  entsprechenden  in  einerlei  Geraden  mit 
dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten ,  oder,  was  hier  dasselbe  ist,  mit  depi 
gemeinsamen  Collinealionspunkte  liegt.  Hieraus  folgt  zugleich,  dass,  w^ 
man  in  zwei  coUinear- liegenden  Systemen  jeden  Punkt  des  einen  Systems 
mit  dem  homologen  Punkt  des  andern  durch  eine  gerade  Linie  ▼eriiigilet, 
aUe  diese  Verbindungslinien  durch  den  gemeinschaftlicheu  CoUineattons- 
punkt  beider  Systeme  gehn. 

Wir  nehmen  hier    zwei  Beispiele,    das  eine  von  zwei   homologen 
Dreiecken,  das  andre  von  zwei  Vierecken. 
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1)  Wenn  man  Fig.  XL VIII.  durch  die  drei  Eckpunkte  A,  B^  C 
eines  Dreiecks  und  durch  die  drei  Eckpunkte  A\  B\  C  eines  zweiten 
Dreiecks  respective  gerade  Linien  AÄ',  BB\  CC  zieht  und  wenn  sich  diese 
drei  Gerade  in  einem  Punkt  P  schneiden,  so  kann  man  die  Dreiecke 
als  coUinearc  und  collincar-liegende  betrachten.  Die  den  homologen  Ecken 
gegenüberliegenden  Seiten  werden  homologe  Seiten  sein  und  es  werden 
nach  dem  vorigen  §•  die  Durchschnittspunkte  jeder  Seite  mit  ihrer  ho- 
mologen, also  die  Durchschnittspunktc  von  AB  und  A'B',  von  BC  und 
VC,  von  CA  und  CA',  d.h.  die  Punkte  C",  A'\  Ä"  auf  einer  und 
derselben  geraden  Linie,  nämhch  auf  der  Collineationsaxe  liegen. 

2)  Wenn  man  Fig.  XLIX.  zwei  Vierecke  ABA*B*  und  CDCü'  hat, 
deren   vier  Diagonalen  sich  in  einem  Punkt  P  schneiden  und  bei   denen 
die  Eckpunkte  des  einen  Vierecks  auf  den  Seiten  des  andern  liegen,   so 
liegen  die  vier  Durchschnittspunkte  ihrer  Gegenseiten  £,  iV,  Af,  0  in  ei- 
Dcr  geraden  Liuie.     Denn  es  siud  nach  dem  vorigen  Beispiel  die  beiden 
Dreiecke  A*CD   und  ACD'  coUinear  -  liegende ,   da  <lie  Verbindungslinien 
ihrer    drei  Eckpunkte  AA' ,    CC,   DD'    in    einem  Punkt  P  liegen;  mit^ 
bin  liegen  die  Durchschnittspunkte  von  AC  und  A'  C,  von  AD'  und  A'D, 
von  CD*   und  CD,  d.h.  0,  M  und  L  in  einer  geraden  Liuie.     Ebenso 
sind  auch  die  DreieeJve  B'C'D^mulBCD  collincar-liegende,  mithin  liegen 
auch  die  Durchschnittspunkte  der  homologen  Seiten  dieser  Dreiecke,  näm- 
lich 0.   M  und  N  auf  einer  geraden  Linie.     Es   liegen   daher  die   vier 
Durchschnitlspunkte  je  zweier  Gegenseiten  dvr  beiden  gegebenen  Vierecke 
auf   einer  Geraden  LOy  welche  zugleich    die  gemeinsame  CoUineations- 
aie  ist. 

8.  5.  Betrachtet  man  nun  aui  ähnliche  Weise  collinear- verwandte 
Systeme  im  Räume  und  hält  man  die  in  §.  I.  gegebene  Erklärung  von 
Moebius  fest,  dass  jedem  Punkt  des  einen  Systems  wieder  ein  Punkt 
des  andern  Systems  entsprechen  muss  und  zwar  so,  dass  wenn  drei  Punkte 
dar  einen  Figur  in  gerader  Liuie  liegen,  die  entsprechenden  Punkte  der 
andern  Figur  wieder  in  gerader  Linie  liegen  müssen,  so  seien  xy»  die 
recht-  oder  schiefwinkligen  Coordhiaten  eines  Punkts  in  dem  einen  Sy- 
stem nnd  §tj^  die  recht-  oder  schiefwinkligen,  auf  dieselben  oder  auf 
andre  Axen  bezogene  Coordinaten  des  entsprechenden  Punkts  im  colli- 
&ear- verwandten  System;  dann  ist: 
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»=9>(^'?öt  y^rpi^rjj;),  »=x(^»?D- 

Um  die  Natur  dieser  Funktionen  9),  xp,  %  zu  bestimmen,  ist  zuerst 
zu  bemerken,  dass  zwei  Punkte  im  Räume  eine  gerade  Linie  be- 
stimmen ,  und ,  da  nach  der  EIrklärung  der  Collineation  drei  Punkte ,  die 
dreien  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  homolog  sind ,  ebenfalls  in  ge- 
rader Linie  hegen  müssen,  dass  eine  Gerade,  die  durch  zwei  Punkte  geht, 
zu  ihrer  homologen  die  durch  die  entsprechenden  Punkte  geh^de  Gerade 
haben  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  ferner  umgekelurt,  dass  (ur  jeden  Punkt 
einer  Geraden  in  dem  einen  System  der  entsprechende  Punkt  im  colli- 
near  -  verwandten  System  in  der,  der  ersten  homologen  geraden  Linie 
liegen  muss  und  folglich,  dass  der  Durchschnittspunkt  zweier  Geraden 
des  einen  Systems  zu  seinem  entsprechenden  den  Durchschnittspunkt  der 
homologen  Geradon  im  andern  System  haben  wird.  Denkt  man  sich,  also 
drei  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  die  also  ein  Dreieck  bil- 
den ,  d.  h.  welche  die  Durchschnittspunkte  je  zweier  von  drei  Geraden 
sind,  so  werden  die  drei  entsprechenden  Punkte  wieder  ein  Dreieck  bilden; 
und  denkt  man  sich  einen  dieser  Punkte  auf  einer  der  Dreiecksseiten  fort- 
bewegt, so  wird  der  homologe  Punkt  sich  auf  der  homologen  Seite  of- 
fenbar auch  fortbewegen  und  man  wird  durch  ein  leicht  fortzusetzendes 
Raisonnement  zu  dem  Schlüsse  kommen,  dass  jeder  Ebene  des  ei- 
nem Systems  wieder  eine  Ebene  im  collinear-verwandten 
System  entsprechen  muss. 

Ist  daher 

die  Gleichung  einer  Ebene  in  dem  einen  System,  so"  erhält  man  durcb 
Substitution  der  obigen  Wertlie: 

und  diese  Gleichung  muss  wieder  die  einer  Ebene,  d.h.  linear  in  Befliß 
auf  die  Coordiuaten  ^17^  werden.  Damit  aber  dieses  stattfinden  könne, 
müssen  die  Funktioinen  9),  1//,  %  rationale  gleichnennrige  Bröche  sein,  de- 
ren  Zähler  sowohl  als  Nenner  nur  von  der  ersten  Dimension  in  Befog 
auf  $7^  sind.    Man  muss  also  haben 
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weldies  zugleich  die  allgemeinen  Gleichungen  (ür  die  ColHneations-Yer- 
wandtschafl^  von  Figuren  im  Raum  sein  werden. 

Der  eine  CoeilGcient  d  kann  natürlich ,  ähnlich  wie  im  Vorhergehen- 
den, =  1  gesetzt  werden.  —  Da  diese  Gleichungen,  deren  Anzahl  drei 
ist,  15  Constante  enthalten,  so  werden  zwei  Systeme  sicli  als  coUinear- 
verwandte  vollkommen  bestimmen ,  wenn  die  Coordinateu  von  fflnr  Punk- 
ten des  einen  Systems  und  die  Coordinaten  der  fünf  homologen  Punkte  des 
andern  Systems  gegeben  sind,  da  man  durch  wü*kliche  Einsetzung  der 
finf  mal  drei  Coordinaten  fünfzehn  Bedingungsgleichungen  zur  Bestim- 
nuig  der  fünfzehn  Constanten  erhält. 

Entwickelt  man  aus  den  vorigen  Gleichungen  ^i;|,  ausgedrudct  durch 
sys»  so  erhält  man  Werthe  von  folgender  Form: 

az  +  ßy  +  yx  +  d 

'         az+ßy  +  yx  +  d 

a»"s+ß'"y  +  y"'x  +  6'" 

az  +  ßy  +  '/x+d 
Hierin  bedeuteu : 

a=o(6'V"— 6"'e")  +  a"ib"'e—bc"')  +  a"'(bc"—b"c) 
-  (8=  o'  (6"'  c — 6  c'")  +  a"'(be'—b'c)  +  a  (b'  c'" — b'"  c') 

yzziä'ibe'—b'e)  +  a(,b'  c"—b"c')  +  a'(b"e  —  bc") 
-'d^a"'(b'c"  —  b"c')  +  a'(6"c"'  —  6'"  c")  +  o"(6"'e'  — 6V") ; 
*  'a'=ii(e"b"'—c"'b")+d"(,c"'b—cb"')+d"'{eb"  —  €!'b) 
■  '-/J' = d'  (c'"  b  —  cb"')  +  d"'{cb'  —  &b)+d(c'  b'"  —  e"'  b') 

Y'3^d"{eb'—c'b)  +  d(c'b"  —  e"b')+d'(c"b—eb") 
—S= d'"  (e'  b" — c"  b')  +  d'  (c"  b'"  —  c'"  6")  +  d"  (c'"  b' — e'  b'")  \ 

g"  =  d  (o"  e'" — a'"  c") +d"(,a"'c—a  c'")  +  d"'  («  e"—  a"  e) 
-/?«=  d'ia"'e—ae"')  +  d'''(ttc'—a'c)  +  d  {a' </" — a'"  e') 

f  =»  d"  (fle—a'c)  +  d  (o'  c" — a"  c') + d'  (o"  c — a  c") 
-d"=<l"'(a'c"— a"<0  +  d'(o"c"'— o'"c")  +  ««"(a-'V— o'c',"); 
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a"'  =  i  (b"  o!" — *"'  o'O  +  i"  (»'"  a—h  a"')  +  i'"  (b  «" —b"a) 

—  ß'"  =  d'  (6"'  a  —  b  a'")  +  d'"  (6  o'  —  6'o)  +  d  (6'  a'"  —  b"'  a') 
y"'  =  d'i{bi^—b'a)  +  d  {V  a"  —  b"  a')  +  d'  (b"  a  —  ba") 

—  d'"  =  d"  (b'a"—b"  a')  +  d'  ( b"  o'"  —  6'"  a")  +  d"  (6'"  o'  —  6'  o'"). 
Es  ist  also  auch  hier  im  Raum  die  VerwandUchafl  der  Collineaüon 
gegenseitige. 

Man  habe  ausser  den  Gleichungen  (£),  welche  die  Bedingung  für 
Collineations- Verwandtschaft  der  beiden  Systeme  xy%  und  ^ij^  bil 
noch  folgende  Gleichungen: 


K  = 


ÄZ  +  BY+CX+D 


?  = 


,4'"/ +  Ä'"  F+ C'"  J  + !>"' 


AZ  +  BY+CX+I) 

welche  natäriich  die  Bedingung  aussprechen,  dass  das  System  ^rjK^  i 
mit  dem  System  XYZ  coUinear- verwandt  ist.     Eliminirt  man  nun 
Grössen  ^9;^    aus    den  drei  allgemeinen  Collineations  -  Gleichungen 
(M)  und  (N) ,  so  ergicbt  sich : 

ct'z+ß*y+y'x+d*  _A'Z'\-B'Y+aX-\'D* 
ctz+ßy+yx+d  ""  i4Z-f  Äy+CX+ß 

az+ßy+yx^-d     ~     AZ+BF+CX  +  D         ^     •     •     .    (C 
a«+/?y+ya?+<J        "^       AZ+ÄF+CX+ß 

« 

oder  wenn  man  die  VVerllie  {N)  uimiittelbar  in  (£)  einsetzt:. 

{afA'  +  &M"  +  c'A*'*'\'d'A) .  Z+  (a'i^'  +  h' B'*  +  c'Ä'"+4'Ä).  r^ 

+  (g^ C  +  6^ C"  +  c^ C^^^  +  rf^  0 . 1:+  (g^ D*  +  y  D^^  +  c'B'"  +  d'D)  ^ 
*""    {aA'  +  bA"  +  cA'^'  +  dA).Z+  (aB'  -h  bB"  +  cB***  +  dB).r 
+  (aC  +  bC'  +  cC*"  +  dO .  Jr  +  {aD'+bD**  +  cD'"  +  4D) 

(a"  ^'  +  d"  A*  +  c"  ^"'  +  d"  ^) .  Z  +  (a'*  B'  +  6"  Ä"  +  c"  Ä<^+d''  ÄJ 

_  +  (g^^  C  +  y^  (?*+&'  C"^  ^d"C).X+  {a^'  D'  +  h"  D"  +  e'*  ff"  ^V'l 
^  (g^'  +  6i4"  +  cil"'  +  (lil).Z+(gJJ'  +  &Ä"  +  cB"'  +  (IB).F 
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(a/i' +  fti"  +  C.1'"  +  d^)  .Z  +  (a /r  +  6iJ"  +  cJT"  +  dÄ) ,  F 

+  (aC  +  b  C"  +  cC"  +  dC; .  JT  +  (a D'  +  6D"  +cD'"  +  iD) 

raus  sich  ergiebig  da  diese  Gleichungen  die  Form  der  allgemeinen  Col- 

sationsgleichungen  haben,   dass,  wenn  zwei  Systeme  einem  dritten  col- 

^ar- verwandt  sind,  sie  es  auch  untereinander  sind. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  (0)  Zähler  und  Nenner  der  links 
I  den  Gleichheitszeichen  stehenden  Brüche  bezugUcb  durch  r*  ^  r**  y  r*** 
I  r  und  die  entsprechenden  Grössen  auf  der  rechten  durch  R\  Jl",  R"* 
1  R  bezeichnet,  so  nehmen  diese  Gleichungen  folgende  Gestalt  an: 

r^R'  r""Ä'  r""*' 
diese  Gleichungen  30  Constante  enthalten,  während  in  den  allgemei- 
I  Collineationsgleichungen  (£)  nur  15  dergleichen  enthalten  sind,  so 
l^n  von  ihnen  15  gcmz  bcHebig  angenommen  werden,  z.  B.  alle  of, /?, 
||t  a\  ß*  cet.,  wenn  man  nur  den  übrigen  A,  B,  C,  D,  A\  B'  cet  die- 
sen Werthe  zuertheilt,  welche  ihnen  nach  den  dortigen  angedeuteten 
Bedingungen  zukommen.  Hat  man  nun  in  einem  von  zwei  collinearen 
ilemen  die  Constanten  a,  ß,  y  cet.  angenommen  und  demgemäss  die 
B,  C  cet.  des  andern  Systems  gehörig  bestimmt,  und  ist  die  Gleichung 
er  Ebene  in  dem  ersten  Systeme: 

wird  die  Gleichung  der  entsprechenden  Ebene  im  collinearen  System 
tubar  sein  müssen: 

X,  A,  fiy  V  ganz  willkürliche  Werthe  annehmen  können,  so  setze  man 
JlPeihc  nach  A,  y.,  v;  x,  /e,  v;  x,  X,  v;  x,  A,  ^t  der  Null  gleich: 
lii  ergiebt  sich  in  derselben  Reihenfolge,  dass  den  Ebenen 

r'=0;  r"  =  0;  r'"=:0;  r  =  0 
Gollinear- verwandten  System  die  Ebenen 

Ä'=0;  Ä''  =  0;  Ä'"  =  0;  K  =  0 
ispnchen,  so  dass  also  die  bezüglichen  Zähler  und  Nenner  der  beiden 
eile  der  Gleichungen  (0)  stets  einander  entsprechende  Ebenen  darstel- 
u    Da  nun  aber,   wie  vorhin  bemerkt,  die  eine  Seite  der  Gleichungen 

29    «1 
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gani  willkQrlidi  angenommen  werden  darf,  so  wird  jeder  Salz ,  den  man 
fBr  ewei  von  diesen  hier  gewissermassen  als  speciell  erscheinenden  ein- 
ander entsprechenden  Ebenen  beweist,  vollkommene  Giltigkeit  für  jede 
swei  einander  collinear- entsprechende  Ebenen  haben. 

S.  6.  Man  findet  hier  im  Raum  einen  ähnlichen  Satz,  wie  den 
S.  212  für  die  Ebene  abgeleiteten.  Nimmt  man  nämlich  zwei  collinear- 
verwandte  Systeme  xyz  und  ^rjl^,  deren  Abhängigkeit  von  einander  durch 
die  Gleichungen  (£)  gegeben  ist  und  denkt  sich  in  dem  ersten  System 
zwei  Punkte  ^j^jt^i  und  x^y^Zi  und  auch  zwei  Ebenen: 

ia?  +  my  +  n«  +  r  =  0  und  i'a?+m'y  +  n'»  +  r'  =  0, 
oder  einfacher:  /"=  0  und  /*=0, 

so  mögen  ^fi^i^  und  ^^tj^t^  die  im  zweiten,  collinear- verwandten  S)^ 
Stern  entsprechenden  Punkte  und 

A?  +  iUJj  +  i'?  +  T  =  0  und  ;i'|+ju'j?  +  y'^  +  ir'=0 
oder  einfacher:  9)=0  und  9)'=0 

die  entsprechenden  Ebenen  sein.    Sodann  bezeichne  man  durch  d  fi  'fi  ft 
das ,  was  aus  f  und  f  wird ,   wenn  man  darin  respective  x^  yx  %i   und 
^iVi^i  für  rryx  setzt  und  durch  (ptfpi'^fpt    das,   was  aus  (p  und  (p' 
wird,  wenn  man  darin  respective  li^i^  und  ^2^2^  für  ^7;^  setzt«  End-, 
lieh  möge  noch  bedeuten: 

Pi  u.  pi'  d.  Perpendikel  v.  d.  Punkt  x^  y^  z^  auf  d.  Ebenen  ^=  0  u.  f:=(i 
ft  '  Pt   -  -  -  -      -      a?,y2«j    -  -        .      /•=0  -  /'=0 

^1  -^t' bi»;i&    -    -       -     9)=0-5p'=0 

TTj  -TTj'  -         -  -  -      -      b2^2&    -    -       -     9  =  0  -g)'=0, 

dann  wird  nach  einem  bekannten  Satz  (s.  S.  133) 

«  —  fi  «  / Ai 

ri  —   /,>  .      ,  . — k '  Vi  — 


>f/»  +  m»  +  n*'  '^^       >/f»+m'»+ii'«  ' 


f 

jT  —       yi  ^<—  y/ 


Wenn  nttlii  nun  aber  in  den  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  des  ersten 
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Systems  laf+my  +  Ht  +  tssQ  und  l'x+m'j/  +  n'x-i-t' 9^9  fOr  xffm 
die  Werthe  aas  Gleichung  (£)  einäeUl,  wodurch  sie  in 

+  {W*+m&'  +  nc'  +  tc).^+(ld"'  +  md**+nd'+td)  ^ 

übergebn,  so  steilen  sie  in  dieser  Gestalt  die  im  coUinear  -  ? erwandten 
System  entsprechenden  Ebenen  dar,  müssen  also  mit  den  obigen 
l|+f*jy4*yC+T=sO  und  i'^+jti'j?+v'^'4-T'  =  0  gleichbedeutend  sein. 
Da  aber  in  den  hier  erhaltenen  Gleichungen,  da  sie  :=  0  sind,  die  Nen- 
ner fortgelassen  werden  kennen,  so  werden  offenbar  die  Zähler  das  be- 
deuten, was  dort  q>  und  q)'  hiess.  Hieraus  ergeben  sich  also  diese  Re- 
ktionen: 

Benatzt  man  diese  Werthe  mit  Berücksichtigung,    dass   man  respective 
^1^1*1»  ^2^3 ^2  ^^^^   diesen  entsprecliend  ^tfjt^;  ^2i]%^  lürxyz  und 
§Y]^  zu  setzen  hat,  so  werden  die  Ausdrucke  für  die  in  Rede  stehenden 
I  -   Perpendikel  folgende: 

■  to  A  ,  ^ fi'  __ 

^.-  :        V  >t»  +  ^»  +  V*  V^"  +  f*'*  +  »-'* 

nierius  ergiebt  sich  offenbar: 

Pl  .712  _    aC2  +  ^72  +  c&  +  <^ 
Pa .  TTj  "^    a  Ci  +  6  >/i  +  c  f I  +  d 

p/.yg2'  _   a&  +  frjy2-fcga+d 


I 


1». 
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oder:  Jl.  :  iL.  =  ül.  :  31. 

d.h.  Wenn  man  von  zwei  beliebigen  Punkten  Perpendikel 
auf  zwei  beliebige  Ebenen  fällt  und  in  einem  coUinear-ver- 
wandten  System  von  den  entsprechenden  Punkten  auf  die 
en  tsprechendenEbenen  ebenfallsPerpendikel  zieht,  sover^ 
hält  sidi  im  ersten  System  der  Quotient  aus  den  Perpendi- 
keln von  den  beiden  Punkten  auf  die  ersteEbene  zu  dem 
Quotient  aus  den  Perpendikeln  von  denselben  Punkten  auf 
die  zweite  Ebene  ebenso  wie  die  Quotienten  aus  den  ent- 
sprechendenPerpendikeln  im  collinear-verwandten  System. 
Zus.  Wenn  man  in  dem  einen  System  sechs  beliebige  Punkte 
A,  B,  C,  Dj  B,  F  hdii  und  in  dem  collinear- verwandten  System  die 
sechs  entsprechenden  Punkte  A',  B\  C,  D\  E\  F  und  man  nennt  Pip/ 
die  von  A  und  P2P2'  di<^  von  B  auf  die  Ebenen  der  Dreiecke  CDS  und 
CDF  gefällten  Perpendikel ,  ebenso  TtiTt^*  die  von  A*  und  ^2^2'  die  von 
B'  auf  die  Ebenen  der  Dreiecke  C'ß'Ä'  und  C'ß'F  gefällten  Perpendikel, 
so  folgt  aus  dem  soeben  bewiesenen  Satz: 

-^p^.CDE  •  \p2\CDF       -f-TTj.C'ß'Ä'  •  ^Ti^'.C'D'F' 
Da  aber  die  einzelnen  hierin  vorkommenden  Produkte  offenbar  die  kubi- 
schen Inhalte  von  Tetraeder  ausdrucken,  so  erhält  man  folgende  Bezithimg 
zwischen  den  sich  herausstellenden  Tetraedern: 

ACDE     ACDF  _  A*C'D'E'     A'C'D'P 
BCDE  •  BCDF  ~  B*C*D'E*  '  B'C'D'P' 

§.  7.    Wir  haben  in  §.  2.  gesehn,  dass  wenn  man  bei  collinearen 

ebenen  Systemen   das  Coordinatensystem  rechtwinkUg  und  cum  Anfang!» 

punkt  der  Coordinaten  den  Collineationspunkt  annimmt,  diie  allgemeinen 

Collineationsgleichungen  diese  werden  (S.215  Gl.  E): 

V 


y  = 


X  = 


fnf]fn^+p' 
und  wenn  ausserdem  die  Systeme  epilinear -liegend  sind,  d.  h.  wenn  die 

0 


:«. 
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I-  mit  der4|.-Axe,  also  anch  die  rj-  mit  der  y-Axe  zusaAmen  falki^ 
dass  nach  (Gl.  G,  S.  217)  die  Gleichung  der  Collineationsaxe  fnrj+n^ 
^p  — 1=0  ist.  Aendeni  wir  nun  die  Lage  der  rechtwinkligen  CoordiWK 
ten-Axen,  mit  Beibehaltung  des  Anfangspunkts,  so  dass  die  Absdssenaxe  der 
CoUineationsaxe  parallel  geht  und  die  Ordinatenaxe  auf  ihr  senkrecht  steht, 
so  wird  man,   da  die  Tangente  des  Neigungswinkels  der  Collineationtaxe 

gegen    die  ^-Axe  ^ ist,  zu  setzen  haben: 

fny  —  nx   ^„            ,    ,          mw  —  wf   «« 
/  für  y  und  ebenso      ' Z,  für  ri, 

^  für  a;     -         -        .    ■ fiir  §, 

wodurch  die  vorhin  genannten  allgemeinen  Collineations- Gleichungen  in 
folgende  ubergehn: 


^m^  +  n^ 
y= 

^  + 


L 


X     =3     


*?    + 


i      Die  Gleichung  der  Collineationsaxe  wird  in  Bezug  auf  dieses  neue  Coor- 

.       dinalensystem :   V  ^'  +  ^^  •  t? + P  — 1  =  0.    Nimmt  man  endlich  diese  Col- 
lineationsaxe zur  ^-Axe  und  den  Durchschnittspunkt  der  verlängerten  iy- 

p— 1 

Axe  mit  derselben  zum  Anfangspunkt,  d.h.  setzt  man  w f-     "  "m  ^^^ 

-  Srn^  +  n^ 

P  —  1 
1  md  y**T~rä[~T"  ^^^  y»  ^^  werden  die  CoUineationsgleichungen  diese: 

y 

_L_  ,.^ 

X  =  1 • 


[  "^  yJW+ü*' 
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Ifir  haben  jetct  also  zwei  in  einerlei  Ebene  liegende  coUiii^|re  S]fBienie, 
welche  die  eine  ihrer  Collineationsaxen  zur .  gemeinschaftlichen  ^-  (oder 
s^  Axe  haben.  Denken  wir  uns  nun  das  $?; -System  festliegend,  wäli- 
read  wir  das  a;y- System  um  die  gemeinscbaftliche  ColUneationsaxe  dre- 
hen« so  sei  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  beider  Systeme  in  einem 
Augenblick  =  d-,  die  Coordinaten  aber  eines  Punkts  des  a;y- Systems, 
bezüglich  anf  das  ^j; -System  XYZ,  so  ist  offenbar:  - 

X  =  x,  Y=y  .cosd^j  Z  =  y.sind-, 
oder  wenn  man  fQr  x  und  y  die  vorhin  gefundenen  Werthe  einsetzt: 

1  t  pcosih     ^  p  sin  ^ 


Verbindet  man  nnn  die  beiden  homologen  Punkte  X  FZ  und  ^^^  (wobei 
natürlich  ^«sO  ist)  durch  eine  gerade  Linie,  so  wird  deren  Gleichung, 
wenn  tuv  ihre  laufenden  Coordinaten  sind,  nach  einem  bekannten  Gesetz 
der  analytischen  Geometrie : 


psind^  psind^ 

Da  aber  diese  Gleichungen,  wie  leicht  ersichtlich,  stets  erfüllt  werden, 
mAgen  ^  und  t]  Werthe  haben ,  welche  sie  wollen ,  wenn  mau  den  Grin- 
sen /tit;  diese  Werthe  beilegt: 

,     ^  PCOS&-  l  psin& 

so  folgt,  dass  alle  gerade  Linien,  welche  bei  der  Drehung  ei- 
nes von  zwei  collinear-verwandlen  Systemen  um  eine  ge- 
meinschaftliche Colli  nealionsaxe  je  zwei  homoIogePunkte 
verbinden,  immer  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen, 
der  durch  die  soeben  genannten  Coordinaten  bestimmt  ist.  —  Dieser 
Punkt  verändert  seine  Lage  im  Raum,  wenn  sich  ^  ändert.  Da  aber  ^ 
4«  h.  seine  Coordinate  auf  der  fl;-Axe  gerechnet,  stets  =  0  ist,  so  wird 
die  von  ihm  beschriebene  Curve  in  der  uv-  d.h.  ya;- Ebene,  d.h.  in 
einer  auf  der  ColUneationsaxe  senkrechten  Ebene  liegen.  Um  die  Glei- 
chung dieser  Curve  lu  finden,   ist. offenbar  nur  nötbig  aus  den  vorhin 
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gefoiideneiijQooirdinatenwerUieii  u  und  e;  das  ^  zu  elimioimi,  woduitk 
man  erhtit: 


I 


1    »*^.i^    p^ 


u +—=====-{  +y»= 


ylm^  +  n^  I  m^+n» 


d.  h.  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Radius  =  .    ^    =  ist  und  des» 

Vm*  +  nr 

sen  Mittelpunkt  auf  der  y-Axe  um  das  Stück  «s  -i  rvomAnfangs« 

punkt  entfernt  liegt. 

Zwei  ebene  coUineare Systeme  können  im  Raum  collinear-lie- 
gend  genannt  werden,  wenn  die  Verbindungslinien  homologer  Punkte  sich 
m  einerlei  Punkt  schneiden,  welcher  der  CoUineationspunkt  der 
ebenen  Systeme  im  Raum  heissen  mag.  Da  aber  bei  forhin  be- 
trachteter Drehung  des  einen  Systems  dieser  Punkt  eine  Curve  beschreibt, 
so  werden  zwei  collinearc  Systeme,  als  Figuren  im  Raum  betrachtet^  un- 
endlidi  viele  CoUineationspunkte  haben. 

{.  8.    Die  Gleichungen  der  Gegenaxen  in  ebenen  Systemen  (S.  218. 
219  Gl.  H  und  K)  waren  nichts  Andres  als  die  gleich  Null  gesetzten  Nen- 
ner in  den  respectiven  Collineatiousgleichungen ,   d.  h.  sie  bedeuteten  die- 
jenige Gerade  des  einen  Systems,   welche  die  Punkte  entlialten,  die  un- 
endlich entfernten  Punkten  des  andern  Systems  entsprechen.     Setzt  man 
nun  ebenso  in  Gl.  (L)  (S.  223)  den  gemeinsamen  Nenner  gleich  Null,  so 
werden  xyx  unendlich;  es  wird  also  aK+htj  +  c^+d^Q  die  Gleichung 
einer  Ebene  in  dem  System  ^rj^  sein,  welche  die  den  unendlich  entfernt 
liegenden  Punkten  des  Systems  xyz  homologen  Punkte  enthält.  Man  nennt 

<&•  Gegenebene  im  System  ^t]^. 

Ebenso  wird  natürlich  der  =  0  gesetzte  gemeinsame  Nenner  der 
GMdiaogen  (üf)  (S.223) 

az+ßtf  +  yx  +  d=:0 
^^  Gegenebene  im  System  xyz  sem. 

Wenn  zwei  räumlich  -  coUineare  Systeme  eine  solche  gegenseitige 
I^e  haben,  was  im  Allgemeinen  nicht  immer  zu  bewirken  sein  wird, 
^  die  Verbindungslinien  von  je  zwei  homologen  Punkten  sich  immer 
in  demselbea Punkte  »ehneiden,  so  sollen  sie  bomolog-liegetid  heis- 


♦■ 


—  232  — 

8en  und  der  erwähnte  constante  Durchscbnittspunkt  CoUJneations- 
punkt  oder  Collineationscentrum, 

Denken  wir  uns  nun  zwei  coUinear- liegende  Systeme  auf  ein  und 
dasselbe  Coordinatensystem  bezogen,  welches  seinen  Anfangspunkt  im  ge- 
meinschaftlichen Collineationspnnkt  bat,  so  ist  die  Gleichung  einer  gera- 
den Linie  (deren  laufende  Coordinaten  XYZ  sein  mögen),  die  durch  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  einen  gewissen  Punkt  xyx  des  neuen 
Systems  geht: 

z  -  Ä  '    Z  ~  Ä  ' 
und  die  Gleichung  einer  Geraden,   die  wieder  durch    den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  und  einen  gewissen  Punkt  ^f]^  des  zweiten  Systems  geht: 

z  ^  ^ '   z  -  ä' 

Sind  nun  xys  und  ^tjl^  homologe  Punkte  in  beiden  Systemen,  so  redu- 
ciren  sich  die  beiden  Geraden,  Ton  denen  die  eine  durch  den  Anfangs- 
punkt und  den  einen  gegebenen,  die  andre  durch  den  Anfangspunkt 
und  den  andern  gegebenen  Punkt  gehn,  nach  der  Annahme  auf  eine 
einzige  und  man  erhält  diese  Bedingungen: 

£.  —  i..  iL  -  J5L 

Setzt  man  nun  für  ^7;^  die  Werthe  aus  den  Collineationsgleichungen  (!) 

(S.  223) ,  so  erhält  man  folgende  zwei  Gleichungen : 

£_  _  a*''x  +  ß'**y  +  y'*x  +  d"'      y^  _  a"z  +  ß''y  +  /*x  +  d" 
z    ■"       a'x-i-ß'y  +  yx  +  d'     '     z    "~    a'z  + ß' y+yx+d'  ' 

Da  diese  Gleichungen  stattßnden  müssen,  welchen  Punkt  man  auch  wäh- 
len mag,  so  müssen  sie  verißcirt  werden,  unabhängig  von  den  speciellen 
Werthen  der  Coordinaten  xyzy  woraus  sich  folgende  CoefBcienten  -  Be- 
stimmungen ergeben: 

ß'=:0,  /==ü,  (J'=0;  «''  =  0,  /'=:0,  (J"=0;  a'"  =  0,  /?'"  =  0, 

J'"=0;  a'  —  ß'*  —  /". 
Hit  Hilfe   dieser  Bestimmungen  werden   die  allgemeinen  Collineationsglei- 
chungen (!)  für  den  Fall,  dass  beide  Systeme  collinear- liegend  und  auf 
dasselbe  Coordinatensystem  bezogen  sind,  dessen  Anfangspunkt  im  gemein- 
samen Collineationspnnkt  liegt,  sich  in  folgende  umwandeln: 


i. 


2S3 


rj=  ^ 


?  = 


lex 


'\ 


az  +  ßy+yx+d' 

Wenn  man  in  dem  einen  System  eine  durch  den  Collinealionspunkt  ge- 
hende Ebene  hat,  deren  Gleichung 

sein  mag,  so  wird  durch  Einsetzung  der  soeben  erfaaUeoen  Werthe  die 
Gleichung  der  entsprechenden  Ebene  des  coUiuear- liegend  verwandten 
SfBtems : 

mÄ  +  ny  +  |}a?=0, 
d.  h.  dieselbe  Ebene.     Es  lallen  also  zwei   durch  den  Collinealionspunkt 
phende  homologe  Ebenen  in  eine  einzige  zusammen. 

Da  homologe  Gerade  die  Durchschnitte  homologer  Ebenen  sind,  so 
fidlen  im  Anfangs  -  oder  Collineationspunkt  zwei  homologe  Punkte  zusam- 
men. Es  wird  aber  auch  denkbar  sein,  dass  noch  andre  homologe  Punkte 
in  beiden  Systemen  zusammenfallen.  Diese  wird  man  dadurch  finden,  dass 
man  in  den  kurz  vorhin  gefundenen  Collineationsgleichungen  jr  =  ^,  ^  =  17, 
3=^  setzt,  wodurch  man  folgende  Bedinguugsgleichungen  erhält: 

iaz  +  ßy  +  yx  +  d)z=:kz 

{az  +  ßy+yx  +  d)y=sky 

{az+ßy+yx  •\'d)x=^kx. 
Diesen  Gleichungen  wird  aber  ausser  durch  a;  =  y=2=0  noch  dadurch 

genügt,  dass 

az+ßy  +  yx  +  d—k  —  O 

^nti\  woraus  ersichtlich,  dass  alle  in  dieser  Ebene  liegende  Punkte  mit 
ibren  homologen  zusammenfallen.  Diese  Ebene  beisst  die  Collinealions- 
Ebene.  Auf  ihr  schneiden  sich  alle  je  zwei  homologe  Gerade  und  je 
zwei  homologe  Ebenen. 

Die  CoUineatiunsebene   ist  mit   der  früher   erwähnten  Gegenebene 
Pvallel. 
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AfßniliU.     AshnlichkeU. 

§.  9.  Wenn  man  in  den  allgemeinen  CoUineatious-Gleichungen  (A) 
(S.  209)  die  speciellen  Werthe  a  =  0  und  (  =  0  annimmt  und  dabei  zu- 
gleich, wie  es  nach  einer  früher  gemachten  Bemerkung  erlaubt  ist,  c=l 
setzt,  so  erhält  man  als  Gleichungen  der  so  entstehenden  besondern 
Art  von  CoUineations- Verwandtschaft: 

welche  VerwandlXhalt  man  Affinität  nennt. 

Da  in  diesen  leiden  AlTinitätsgieichungen  nur  sechs  Constante  ent- 
halten sind,  so  werden  diese  schon  bestimmt  werden  können,  wenn  drei 
Punkte  des  einen  Systems  und  die  drei  entsprechenden  Punkte  des  aflinen 
Systems  durch  ihre  Coordinaten- Systeme  gegeben  sind,  während  bei  der 
allgemeinen  CoUineations -Verwandtschaft  deren  vier  erforderlich  waren. 

Wenn  man  ebenso  wie  S.  210  ff.  von  zwei  beliebigen  Punkten 
auf  irgend  eine  Gerade  Perpendikel  gefällt  denkt,  die  wie  dort  p^  und  f^ 
beissen  mögen,  und  in  dem  afßnen  System  ?on  den  entsprechenden  Punk- 
ten Perpendikel  auf  die  homologe  Seite,  die  durch  Tt^  und  Tt^  bezeich- 
net wurden,  so  ergiebt  sich  aus  den  dortigen  Gleichungen  C.  (S.  212), 
wenn  man  beachtet,  dass  im  aflinen  System  a=0  und  (»0  ist: 

oder  ti'Pi^^i''^^ ((?)• 

d.h.  Wenn  man  von  zwei  beliebigen  Punkten  Perpendikel 
auf  eine  Gerade  fällt,  so  verhalten  sich  diese  unter  einan- 
der so,  wie  die  in  einem  affinen  System  von  den  entspre- 
chenden Punkten  auf  die  homologe  Linie  gefällten  Perpen- 
dikel. 

Zusatz  1.  Ebenso  wie  dort,  Zus.  1.,  wird  auch  hier  dasselbe  Verfaält- 
niss  noch  stattfinden,  wenn  die  Linien  nicht  gerade  Perpendikel,  sondern  nur 
unter  gleichen  Winkeln  gezogene  Linien  sind.  Hieraus  folgt  dann  unmit- 
UStivt,  dass  die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  durch  eine  andre  Linie 
so  geschnitten  wird,  dass  die  Theile  dei*selben  sich  ebenso  unter  einan- 
Xjlft*  verhalten,  wie  die  Theile,  welche  man  im  affinen  System  auf  der  Ter- 
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biiiduiigsliiiie  der  enisprechenden  Punkte  durch  die  homologe  schneidende 
erfaUt.  Oder,  da  homologe  Linien  sich  in  homologen  Punkten  schneiden, 
so  ergiebt  sich  auch,  dass,  wenn  i,  B,  C  drei  in  gerader  Linie 
liegende  Punkte  sind  und  A*,  B\  C  die  natürlich  auch  in  ge- 
rader Linie  liegenden  entsprechenden  im  affinen  System, 
dass 

AB:BC=^A*B*:B'C\ 
Zusatz  2.  Es  seien  AB  CD  und  A'B'C'D'  zwei  einander  ent- 
sprechende Vierecke  in  zwei  afGnen  Systemen  und  ma|i,-flUe  von  zwei  ge- 
genüberliegenden Ecken  A  und  B  Perpendikel  P|  und  Jh  l>uf  die  Diago- 
nale  CD  und  ebenso  im  affinen  Viereck  von  A*  und  B*  i^»  beiden  Per- 
|l0Bdikel  n^  und  tt,  auf  die  dortige  Diagonale  C'D'^  so  hat  man  dem 
Satie  gemäss  die  Proportion: 

Moltiplicirt  man  hier  aber  die  beiden  ersten  Glieder  mit  CD  und  die  bei- 
ioQ  letzten  mit  CD* ^  so  wird 

p^.CDip^.CD^n^  .C'Din^.CD' 
okr  AACD:ABCD^AA'C'D':AB*C'D\ 

woraus  sich  sehr  leicht  folgern  iässt,  dass  nicht  allein  Dreiecke,  die  eine 
gemeinschaftliche  Seite  haben ,  sondern  überhaupt  zwei  beliebige  Dreiecke, 
oder  noch  allgemeiner  zwei  beliebige  Figuren  des  einen  Systems 
sich,  ihrem  Inhalte  nach,  so  zu  einander  verhalten,  wie  die 
entsprechenden  Figuren  im  affinen  System. 

i.  10.  Wenn  in  zwei  afliuen  Systemen  nicht  allein,  wie  in  Zus.  1. 
des  vorigen  §.,  zwei  durch  drei  Punkte  bestimmte  Tbeile  einer  Geraden 
m  einem  System  dasselbe  Verhältniss  unter  einander  haben ,  wie  die  von 
den  homologen  drei  Punkten  auf  der  entsprechenden  Geraden  bestimmten 
StAcke  im  alBnen  System,  sondeni  wenn  dasselbe  Verhältniss  noch  zwi- 
^n  solchen  Abschnitten  stattfindet,  die  nicht  Theile  derselben  Geraden 
sind;  so  werden  diese  Systeme  ähnlich.  Hierzu  sind  ofTenbar  gewisse 
Beziehungen  zwisclien  den  Constauten  a' h'  d  a**  b"  c'*  in  den  Afßnitätsglei- 
duuigen  erforderlich,  die  sich  auf  folgende  Weise  ergeben* 

Es  seien  x^yi  und  x^^  zwei  Punkte  in  einem  System  und  ||^|  und 
&%  die  entsprechenden  Punkte  im  afllnen  System  und  es  sei  f  der  constante 
Verhlltniss-Ezponent  einer  Linie  der  einen  Figur,  verglichen  mit  derent* 


i 


•to- 
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sprechenden  Linie  des  affinen  Systems,  so  wird,  wenn  a  der  Coordina- 
tenwinkel  in  dem  einen  System  ist  und  a*  der  des  andern,  das  Qaadrat 
der  Eotferuung  der  beiden  Punkte  a^^yi  und  x^yj  in   dem  ersten  System 

—  (^1  — ^i)  +  (Vi  —  Vi)*— 2  (xi  —  Äi)(yi  — yj)  eoia 
und  das  Quadrat  der  Entfernung  der  entsprechenden  Punkte  ^|  tj^   und 
^2^  im  affinen  System 

mithin  erhält  man,   da  ihr  Verhältniss- Exponent  der  constanten  q  gleich 

sein  soll,  folgende  Gleichung: 

(dPt  — flPj)*  +  (yi  -ä^lli)?  —  2  (xi  — jjj)  (yj  —  y2)eosa 

«g*.|(?i-f2)'  +  ('?t-^2)*-2(&-&)(i?,~%)^o*a'|. 
Setzt  man  nun  hierin  aus  den  allgemeinen  AfGnitätsgleichungen  (P)  (S.  234) 
die  Werthc 

y^^^flx+h'^^+c'      und  yj  =  a'j;i  +  6'^j  + c' 
x^  =a"i7i  +  ft"?t  +  c"  X,  ==  a"ij2  +  &"^,  +  c", 

so  wird  man,  da  die  so  erhaltene  Gleichung  für  alle  beliebigen  Werthe 
von  ^  und  tj  giltig  sein  muss,    folgende  Bedingungsgleichungen  erhalten: 

a'*— 2  a'a'*cosa  +  a"^  =  q^ 
a*  b'  —  (a'  ft"  +  a"  ft')  co*  a  +  a"  ft"  =  q^  cos  a' 
6'»  — 2ft'ft"coÄa  +  ft"»==g», 
oder  wenn  man  q'^  eliminirt: 

a'»— 2a'a"co«a  +  a"»=ft'*— 2ft'ö"co5a  +  ö"* 

ja'«  — 2  a' tt"  CO«  a  +  a"*{.c(wa' =  a'ö'—(a'ö" +  a"  60  CO«  a  +  a"ft". 

Nimmt  man  nun  noch  beide  Systeme  rechtwinklig  an,  wobei  casa  =  cosa' 
=  0  ist,  so  werden  diese  beiden  Bedingungsgleichungen: 

a'd'  +  a"ft''=0 
woraus  sich  ergiebt: 

ft"  =  q:a', 
daher  erhält  man  als  Relation  für  zwei  ähnliche  Systeme,  wenn 
die  Coordinatensysteme  reditwinklig  sind: 


«\  V 


1 

II 
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Hat  man  nun  in  dem  einen  System  zwei  gerade  Linien 

y=Ätt+B 
und  y  =  A'a  +  B' 
welche  also  einen  Wiidkel  mit  einander  bilden,  dessen  Cosinus 

__  l+ÄA' 

ist,  so  werden  die  entsprechenden  Linien  im  ähnlichen  System: 

^■^       a'  +  b'A'^      a'  +  b'A't 


^■"       a'  +  b'A''^      a'  +  b'A'' 

vonus  sich  nach  leichter  Rechnung  ergiebt,  dass  diesiB  entsprechenden 

Geraden  denselben  Winkel  mit  einander  bilden,  als  die  ersteren. 

Anm.    Dass  zwei  Systeme,   die  einem  dritten  Ähnlich  sind,  auch 

unter  einander  ähnlich  sein  müssen ,   ei^iebt  sich,  wenn  mau  es   nicht 

SOS  dem  auf  S.  225  Gesagten  folgern  will,   auch  hier  unmittelbar;  denn 

hat  man: 

y^a'f]  +  b'^+c'      und  F=^'iy  +  B'f  +  C 

so  wird: 

rh'A'—a'B'\  /a'A'+b'B\  U"(a'^b'^)-e'Xb'B''^a'A')-:f.  c'{a'B'^b'A')l 

^=-\  a'^b'^  J'^'^\  b'*-\-a'^  J'^'^i  "   ~  a'^'+i^  I 

woraus  die  Aehnlichkcit  crsichtUdi. 

§•11.  Die  Gleichungen  (A)  (8.  236)  für  die  Achnlichkeit  lassen 
sich  offenbar  bei  zweckmässiger  Lage  und  Richtung  der  Coordinatenaxen 
vereinfachen.  Verlegt  man  zunächst  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
ohne  ihre  Riclitung  zu  ändern ,  so  dass  man  respective  y  +  y\  x  +  x*, 
7  +  ^?'»  ?  +  ?'  Jur  y,  ic,  iy,  I  setzt,  wodurch  die  genannten  Gleichungen 
in  folgende  übergehn: 

y+y'^a'tj  +  b'^+a'ri'  +  h'S'  +  c' 

x  +  x'^±b'r]+a'^±b'fj'  +  a'^'  +  c'' 
^d  bestimmt  man  diese   neuen  Anfangspunkte   so,   dass  sie  einander 
entsprechende  Punkte  sind,  wodurch  man  diese  Relationen  erhält: 
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80  ergeben  sich  zunicliit  diese  einfachem  Aebnlicbkeitsformeln . 

Transformirt  man  nun  noch  weiter  das  System  §if  in  ein  anderes ,  wie« 
der  rechtwinUiges ,   welches  aber  eine    andre  Lage  hat,   setzt  man  also 
^,8inq)  +  f],cosg>  für  t]  und  §,cosg> — fj,8inq>  für  ^,  so  wird 
y^ss{a'casq> — h**inq>).7i  +  (a'aing)  +  h*eo8q>).§ 
x  =  +  {b*cosq)  +  a*8ing>).7]  +  (b'9inq>  —  a*co$q>).^ 
und  wählt  man  hierin  den  Winkel  q>  so,  dass  a'sin(p  +  h^eosq>=^^  oder 

dass  tangq)=s — ^  ist,  so  gehen  die  allgemeinen  Aehnlichkeitsglei- 

chungen,  für  rechtwinklige  Coordinaten  und  bei  schicklicher  Lage  der 
Axen  in  folgende  über: 

co*q>    * 
-     «'     t 

'     C08(p 

^==!L-M (s). 

oder :  ar  s=  +  m .  g  I 

Hieraus  sieht  man ,  dass  zwei  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
gezogene  Gerade  denselben  Winkel  mit  einander  bilden,  als  die  ihnen  ent- 
sprechenden im  andern  System,  welche  wieder  durch  den  hierher  gehö- 
rigen Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehn.  Und  es  bilden  daher  zwei  Ge- 
rade des  ersten  Systems  denselben  Winkel  mit  einander  als  die  ihnen 
entsprechenden  des  andern  Systems. 

§.  12.  Wenn  man  zwei  ähnliclic  Systeme  so  aufeinander  legt,  dass 
ein  Punkt  des  einen  Systems  auf  den  ihm  entsprechenden  Punkt  des  an- 
dern Systems  fällt,  so  wird  man,  wenn  in  den  Gleichungen  des  vorigen 
S.  die  untern  Zeichen  gelten ,  das  eine  System  immer  so  um  den  gemein- 
schaftlichen Punkt  drehen  können ,  dass  jede  durch  diesen  Punkt  gehende 
Gerade  des  einen  Systems  in  der  Richtung  der  ihr  entsprechenden  des 
andern  Systems  lallt.  Wenn  dagegen  in  den  vorigen  Gleichungen  das 
obere  Zeichen  ^ilt,  so  muss  man  das  eine  System  erst  umwenden  und 
dann  um  den  gemeinschaftlichen  Punkt  drehen,  um  die  vorhin  angedeu- 
'^■Me  Lage  möglich  zu  machen.     Haben  nun  zwei  Systeme  die  erwihnte 
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« 

Lage,  so  nennt  man  aie  ähnlich  liegend;  der  ihnen gemeinschaftlidie 
Punkt  heisst  der  Achnlichkeitspunkt,  und  zwar  de^fäassere  oder 
der  innere 9  je  nachdem  die  Systeme  so  liegen,  dass  die  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Geradin  des  einen  Systems  unmittelbar  auf  d^n  homo- 
logen dea  andern  liegen,  oder  deren  rückwärts  gerechnete  Verlängeran* 
gen  bilden. 

Anm.  Dass  zwei  Systeme,  die  einem  dritten  ähnlich  sind,  focli 
unter  einander  ähnlich  sein  müssen ,  ist  schon  früher  erwähnt ,  dass  aber 
die  beiden  ersten,  wenn  sie  dem  dritten  zugleich  ähnlich -liegend  sind, 
auch  unter  einander  ähnlich  -  hegend  sein  müssen ,  ergiebt  sich  auf  fol- 
gendem einfachen  Wege. 

Es  sei  der  Aehnlichkeitspunkt  des  ersten  und  dritten  Systems  der 
AoTangspunkt  der  Coordinaten ,  dann  ist  wegen  der  Aehnlichkeit  und  der 
ahnlichen  Lage  des  ersten  und  dritten  Systems 

yssm.j}  und  xc=m.^ 
\md  wegen  der  Aehnlichkeit  des  zweiten  und  dritten  Systems 

Y=m\i]  +  n  und  X=zm',§+p, 

mithin  —  =  -%-.     Eliminirt  man  aber  aus  diesen  vier  Gleichungen  tj  und 

I,  80  wird: 

F=  —  .y  +  n  und  X=  — .x  +  p , 
m  w 

woraus  die  Aehnlichkeit  der  Lage  der  beiden  Systeme  XFund  xy  folgt. 

Man  erhält  aber  auch  zugleich  als  Coordinaten  des  Aehnliclikeits- 
ponkts  der  Systeme  XY  und  $77,  wobei  man  X=^  und  Y  =  rj  zu 
setzen  hat: 

y  =5  Y~~:  «öd  ^  =  r-^— I»  a'so  4-  =  — 
1  —  m'  1  —  m'  5  p 

und  als  Coordinaten  des  Aehnlichkeitspunkts  der  Systeme  XF  und  xy, 

^obei  man  X=«  und  F=?y  setzen  muss: 

mn  ,    ^  mp         ,        F  n 

F  = :  und  X  = ^,  also  -=-  =  — , 

m — m'  m*-^m'  X         p 

•    Woraus  folgt  -=•  =  -|-  und  daher  nach  dem  Frühern  auch  ^  —.  d.  h. 

X         5  X 

die  drei  Aebnlichkeitapunkte  je  zweier  dieser  drei  ahn« 
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liehen  und   ähnlich-liegenden  Systeme  liegen  in  einer  ge- 
raden Linie•«.^ 

§.  13.  Ist  der  in  §•  10.  (S.  235)  angewandte  Verhältnisse  Exponent 
q  zwischeii  einer  begrenzten  Linie  des  einen  Systepis  und  dem  entspre- 
chenden Stuck  in  dem  andern  System  s  1,  so  geht  die  Aehnlichkeit  in 
die  Congruenz  über;  die  dortigen  Bedingungsgleichungen  S*  10. (S. 236) 
zwischen  den  Coeflicienten  der  allgemeinen  AfQnitätsgleichungen  {P)  (S.  234) 
wefSefl  dann: 

a*^— 2a' a"  cos  a  +  a"^^l 

a'  fr'—  (a'  d"  +  a"  ö')  cos  a  +  a*'  ö"  =  cos  a' 

6'*— 2  6' 6"  «05« +  &"«  =  !, 
oder  wenn  man  die  Coordinatenwinkel  a  und  a*  als  rechte  annimmt: 

a'^^-^-a''^^  1 

6'»  +  ft''2  =  1 ; 
welchen  Gleichungen  man  offenbar  dadurch  genügt,  dass,  wenn  q>  ein  will- 
kürlicher Winkel  ist,  man  setzt:  a'=co«9),  &' =  «1119),  a"=a +my,  h"  = 
+  cosg>,  so    dass   die  allgemeinen  Äflinitätsgleichungen   für  den  Fall  der 
Congruenz  folgende  werden: 

y^7].cosq)  +  ^.sing>  +  c'       \  ^^ 

x=^  +  ?].sing)  +  ^,cosq)  +c**  ) 
welche  offenbar  nichts  Anderes  sind,   als  die  gewöhnlichen  Gleichungen 
für  die  Transformation  der  Coordinaten. 


Affinüäl  im  Raum. 

§.  14.  Wenn  man  in  den  allgemeinen  Collineationsgleichungen  räum- 
licher Systeme  Gl.  (L)  (S.  223),  a  =  d  =  c  =  0  setzt  und  dabei,  wie  es 
nach  mehrfacher  Erwähnung  erlaubt  ist,  dml  annimmt,  so  erhält  mau 
als  Gleichungen  der  so  entstandenen  speciellen  Collmeations  -  Verwandt- 
Mhaft: 

Ä  =  a'"^+6'"j7  +  c'"f  +  d'". 
«j^p^elche  Verwandtschaft  man  die  der  Affinität  nennt 
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Die  bierin  enthaltenen  zwölf  Gonstanten  werden  schon  beBtimint 
sein,  wenn  Tier  Punkte  des  einen  Systems  und  die  vier  entsprechenden 
Paniile  im  affinen  System  darcli  ihre  Coordinaten  gegeben  sind,  wäh- 
rend b«i  der  allgemeiien  Gollinealions  -  Verwandtschaft  deren  fftnf  erfor- 
deriich  sind.  ' 

Dass  iwei Systeme,  welclie  mit  einem  dritten  in  der  Verwandtschaft 
der  Affinität  stehn,  unter  einander  selbst  adßn  verwandt  sind,  folgt  aus 
dem  Schluss  des  S.  5.  unmittelbar. 

Um  den  Satz  zu  erhalten ,  welcher  dem ,  im  §.  6.  (S.  226)  enthal- 
teaeo  hier  entspricht^  mögen  die  dortigen  Bezeichnungen  ihre  Geltung 
behalten.  Die  dort  gefundenen  Ausdrücke  für  die  Perpendikel  p  und  n 
werden  hier,  da  a=b=:e  =  0  und  d  :=:  1  ist,  folgende  werden:; 

A 


Pi  = 


P2=    'r^ 


n,  =- 


mithin: 


ft 

'       yll^  +  fi^  +  y' 

^ /2 

p%        ^2' 

oder:  ^i  :/>j  =  71^:712,  d.  h. 

Wenn  man  fon  zwei  beliebigen  Punkten  auf  irgend  eine 
Ebene  Perpendikel  fällt,  so  stehen  diese  in  demselben  Ver- 
hiltniss  zu  einander,  als  die  im  alfinen  System  von  den 
homologen  Punkten  auf  die  homologe  Ebene  gefällten  Per- 
pendikel. 

Zus.  1.  Wenn  man  fünf  Punkte  A,  B,  €,  Dy  E  in  dem  einen  Sy- 
Hem  hat  und  die  (ünf  homologen  Punkte  A',  B\  C,  D' ,  E*  in  dem  af- 
hen  System  und  man  fSllt  von  den  Punkten  A  und  B  die  Perpendikel 
h  und  Ps  auf  die  Ebene  des  Dreiecks  CDE,  ebenso  in  dem  afCnen  Sy- 
*te  von  den  Punkten  A'  und  B'  die  Perpendikel  rtg  und  tt^  auf  die 
Ebene  des  Dreiecks  QD^Ef^  so  folgt  aus  dem  soeben  bewiesenen  Satz: 
^^i.CDEi'^ft.CDExzr^^n^.CD^E.^n^.CSyE, 

31 
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worin  jedor  Term  den  kubischen  Inhalt  eines  Tetraeders  bedeutet,  also: 

ACDEiBCJJEzsiA'CD'E'iS'CiyE*. 
Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  dahin  erweitem,  dass  beliebige  K6rper- 
räume  in^dem  einen  System  sich  so  zu  einander  verhalten,  wie  die  ent- 
sprechenden in  dem  aOinen  System. 

Zus.  2.  Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  das  bisher  in  diesem  $.  Gesagte 
auch  noch  ebenso  richtig  bleibt,  wenn  man  unter  P|  und  p2  (und  ebenso 
unter  n^  und  ttj)  nicht  mehr  Perpendikel,  sondern  Linien  versteht,  die 
unter  gleichen  Winkeln  nach  einer  Ebene  gezogen  sind.  Hat  man  daher 
drei  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  ß,  C,  so  werden  die  homologen 
Punkte  A* ,  B* ,  C  ebenralls  in  gerader  Linie  liegen ,  und  denkt  man  sich 
durch  C  eine  beliebige  Ebene  und  durch  C  die  entsprechende  Eliene  ge- 
legt, so  werden  die  Linien  AC  und  BC  so  angesclin  werden  können,  als 
wären  sie  unter  gleichen  Whikeln  nach  dor  durch  C  gelegten  Ebene  ge- 
zogen und  ebenso  A' C  uni  B*Cf  wodurch  diese  Proportion  erhallen  wird: 

AC:BC=zA'C:B'C, 
d.h.  In  affinen  Systemen  werden  homologe   Gerade   durcli 
homologe  Punkte  in  gleichem  Verhältniss  gclheilt. 

§.  15.  Wenn  die  Gleichheit  der  Verhältnisse,  wovon  in  dem  letz- 
ten Zus.  soeben  gesprochen  ist,  auch  bei  solcheu  Elementen  der  Sytseme 
stattfindet,  die  nicht  Theile  einer  und  derselben  Geraden  sind,  so  wer- 
den die  affinen  Systeme  in  ähnliche  übergehn.  Aus  dieser  Erklärung 
folgt  unmittelbar,  dass,  weil  homologe  Dreiecke  in  ähnlichen  Systemen 
ähnlich  sein  müssen,  Wiukel,  die  von  homologen  Geraden  gebildet  wer- 
den, gleich  sind;  und  weiter  folgt  auch,  dass  die  Neigungswinkel  homo- 
loger Ebenen  gleich  sein  müssen. 

Um  die  Bedingungen  zu  erfahren,  welche  zwischen  den  nenn  Goef- 
flcienten  a*h't*0l* ....  der  AlBnitätsgleichungen  stattfinden  müssen,  damit 
diese  in  die  Aehnlichkeitsgleichungen  übergohn,  können  wir  einen  ihn* 
lieben  Weg  verfolgen  als  in  §.  12.  Da  aber  der  Ausdrudi  für  die  Eni- 
femnng  zweier  Punkte  im  Baum  bei  schiefwinkligen  Coordinaten  zu  com- 
pliciri  wird,  obgleich  er  an  und  für  sich  keine  Schwierigkeit  darUtlety 
8^  Mögvn  hier,  der  Kürze  wegen,  die  rechtwinklig«! CoordinateB  genrtUt 
^werden.  —     Senkt  man  sich  in  dem   einen  System  iwei  Pimkte  Xi^tH 
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und  ^y^'f  'Uid  in  dem  andern  die  beiden  homologen  lii/i^i  nnd  Sirjt^* 
%o  ist  das  Quadrat  der  Entremung  der  beiden  ersten  Pifekte 

=(x,  -  jp,)* + (yi  -  Vi)*  +  («1  -  ^)' 

und  das  Quadrat  der  Entfernung  der  beiden  homologen:  "^ 

Da  aber  nach  der  Erklärung  der  Aehnlicbkeit  das  Verhftitniss  der 
homologen  Entfernungen  ein  constantes  =  9  ist,  so  hat  man  die  Be- 
diopugsgleichung :  ^ 

Setst  man  hierin  die  Wertbe  fflr  xyz  aus  den  AfflnitStsgleichungen 
d«  TorigM  §    ein ,  so  erhält  man : 

+  (6'"^ +  &"»+&'*).  (^1-^2)' 

+  2  (a'"  6"'  +  a"  6"  +  a'  b') .  (t  -  C,) .  (j?^  - 1?,) 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  einzahle  Bedingungsgleichungen,  die 
ßr  den  Fall  der  Aehnlichkeit  zwischen  den  Coefficienten  der  AfBnitäts^ 
gieichungen  stattfinden  müssen: 


,ui2 


»2 «2 


+  a"^+a'^  =  q 


h'"c"'  +  b'U"  +  6'r'  =  0 
c'"  a'"  +  r/'  a''  +  c'  a'  =  0. 

Wenn  wir  die  Bedingungen   für  die  Aehnlichkeit  im  Allgemeinen 
SQdMa,  80  muss  das  q  ganz  willkürlich  sein  und  es  geben  dann,   dmth*  ^ 
^iwinnfinn  dieses  g,  die  drei  ersten  Gleichungen  nur  zwei: 

>•  dasB  wir  inGamea  fünf  Gleichungen  zwischen  den  neun  Grössen  ahe 
kiben,  von  Idenen  daher  ?ier  willkürlich  gewählt  werden  ktanen. 
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Es  werden  also  die  Gleichungen 

X  =  o"'  ^  +  V*'  f)  +  c'"  I  +  d'" 
in  Verbindung  mit  den  ffinf  Bedingungen  zwischen  den  neun  Coefflcienten 
die  Aehnlichfceits  -  Gleichungen  zweier  Systeme  sein. 

Denken  wir  uns  beide  Systeme  auf  dasselbe  Coordinatensystem  be- 
legen, so  wird  man  «  =  l,  y  =  ?;,  x  =  |  setzen  dürfen  und  dabei  reelle 
und  endliche  Werthe  für  die  drei  Coordinaten  erhalten,  wenn  q^  roit  der 
Einheit  yerschiedtin  ist,  d.  h.  es  wird  immer  einen  Punkt  für  beide  Sy- 
steme geben,  der  zugleich  s<Mn  homologer  ist.  Dieser  Punkt  mag  Situa- 
tionspunkt der  ähnlichen  Systeme  heissen.  —  Wenn  man  von  diesem 
Situationspunkt  gerade  Linien  nach  einem  Punkt  des  einen  Systems  und 
auch  nach  dem  homologen  im  andern  zieht,  so  stehn  diese  inmier  in  dem 
conslanten  Verhältniss  q  zu  einander,  wo  auch  der  erste  der  homologen 
Punkte  angenommen  sein  mag. 

Wenn  die  Verhältnisszahl  </  =  1  ist,  so  geht  die  Verwandtschalt 
der  Aehnlichkeit  in  die  Congruenz  über.  Dass  in  diesem  Fall  dieCon- 
gruenzgleichungen  nichts  Anderes  sind,  als  die  gewöhnlichen  Gleichungen 
für  die  Transformation  der  Coordinaten  im  Raum,  ergiebt  sich  unmittel- 
bar aus  den  vorhin  angeführten  Beziehungsgleichungen  zwischen  den  Coef* 
ficienten  abc,  wenn  man  darin  9=1  setzt. 


11.    Reciprocit&t 

§.  16.    Im  Anfange  dieses  Excurses  sind  zwei  Arten  von  Verwandt- 
schaften ebener  Systeme  angeführt.    Entweder  entspricht  jeder  Curve  des 
einen  Systems    wieder  eine  Curve    im  andern  System,  welche  Verwandt- 
schaft, für  den  Fall,  dass  diese  Curven  gerade  Linien  sind,   Collineatioim 

Jjjfbmmi  wird  und  worüber  in  den  bisherigen  15  Paragraphen  das  Notb— 
wendigste  beigebracht  ist;  —  oder  es  entspricht  jeder  Curve  des  einen 
Systems  ein  Punkt  im  andern,  und  umgekehrt.  Diese  letztere  Verwandt-- 
schalt  wird  die  der  R  e  c  i  p  r  o  c  i  t  ä  t  genannt ,   worüber  jetzt  noch  einige 

^Worte  folgen  sollen. 
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Wenii  man  sich  wieder  zwei  auf  im  Allgemeinen  yerscbiedene  Coor* 
dinatensTsteme  bezogene  Systeme  denkt,  so  seien  acy  di0  Coordinaten  ei- 
nes Punkts  in  einem  System  und  ^rj  die  eines  Punkts  im  zweiten  System. 
Man  nehme  an ,  dass  iwischen  diesen  vier  nur  eine  einzige  Gleichung  ; 

existire,  so  wird  einem  bestimmten  Punkt  ^rj  des  einen  Systems  eine 
Gurre  des  andern  Systems  entsprechen,  deren  Gleichung  f(Ty^f])^0  ist, 
wenn  man  darin  den  Coordinaten  ^j?  die  spedellen,  dem  angenommenen 
Pnokl hinkommenden  Werthe  beigelegt  denkt,  während  xy  die  laufenden 
Coordinaten  sind.  Der  Punkt  des  einen  und  die  Gurre  des  andern  Sy- 
steoM  werden  in  Beziehung  auf  einander  Pol  nnd  Polare  (polaire) 
genrant. 

Nimmt  man  nun  den  einfachsten  Fall ,   dass  jedem  Punkt  des  einen 
Systems  eine  gerade  Linie  des  andern  Systems,  und  umgekehrt  ent- 
iprechen  soll  und  seien  §i]  die  Goordinaten  des  Punkts  in  einem  System, 
so  wird  die  Gleichung  der  entsprechenden  Geraden  im  andern  System : 

Ay  +  Bx+l^O 
setQ  müssen,  worin  Ä  und  B  Bruche  bedeuten,  deren  Zähler  sowohl  als 
Nenner   rationale,    lineare  Funktionen   von  ^  und  ij  sind,   also   von  der 
Form: 

arj  +  bi+e 

«»Z  +  ^l  +  c 
^  dass  also : 

(«'»?+&' f+c').y+(a"i?  +  6"|+O.J  +  (ai7  +  ft^+c)=!0 (a) 

die  Gleichung  ffir  die  Polare  des  Punkts  ^rj  ist;  und  umgekehrt,  wenn  man 
'Jf  als  constant  und  ^t)  als  variabel  ansieht: 

die  Gleichung  fQr  die  Polare  des  Punkts  x  y. 

t.  17.  Sind  ^lT]^  und  ^2^2  ^^^  Coordinaten  z^^eier  Punkte,  so  sind 
die  Gleidmngen  der  ihnen  entsprechenden  Polaren : 

Qnd  denkt  man  sich  unter  x  und  y  die  speciellen  Coordinaten  des  Durch- 
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sohnittspuiikU  dieser  beiden  Geraden  und  schreibt  ihre  Gieidiungen  in 
folgender  Weise: 

und     {a'^+a"x+a)r}^  +  (6'y+fc"j?  +  &)$2  +  (c'y+c"a?+c)  =  0, 

so  ergiebt  sich,  dass  die  durch  die  beiden  Punkte  |i  rj^  und  l^  ^2  gehende 

gerade  Linie  zur  Gleichung  hat: 

welche  nach  der  obigen  Gleichung  (a')  die  Gleichung  für  die  Polare  des 
Punktes  xy  ist;  mithin  ist  der  Durchschnittspunkt  der  Polaren 
zweier  Punkte,  derPol  der,  durch  diese  beidenPunkte  ge* 
henden  Geraden  and  umgekehrt;  oder  auch  noch  allgemeiner: 

DiePolaren  mehrerer  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte 
schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte,  dem  Pole 
dieser  Geraden;  und  umgekehrt,  die  Pole  mehrer  Geraden« 
die  sich  in  einemPunkte  schneiden,  liegenauf  einerundder- 
selben  Geraden,  der  Polare  dieses  gemeinsamen  Durch- 
schnittspunkts. 

Dieses  Theorem  lässt  sich  auch  so  aussprechen: 
Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  Geraden,  so  dreht  sich 
seijiie  Polare  um  einen  festen  Punkt,  den  Pol  dieser  Gera- 
den; und  umgekehrt  dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  festen 
Punkt,  so  durchläuft  ihr  Pol  eine  andre  Gerade,  die  Polare 
des  festen  Punkts. 

Antti,  Es  ergiebt  sich  aus  dem  Vorstehenden  unmittelbar,  dass 
die  Pole  eines  Systems  von  unter  einander  Parallelen,  da  sie  sich  alle 
in  der  UnendUdikeit  schneiden,  auf  einerlei  Geraden  liegen  müssen;  es 
lässt  sich  aber  auch  noch  besonders  auf  folgende  Art  zeigen. 

Wenn  Äy+  Bx  +  l=sO   die  Gleichung   einer  Geraden  ist,  so  hat 

man  für  alle  mit  ihr  parallele  Geraden  die  gemeinsame  Bedingung  7*  ^  ^t 

d<  b.  gleicli  einer  Constanteu.  Es  wird  aber  nach  dem  vorigen  §•  der 
Pol  dieser  Linie  aus  den  Gleichungen 

arj  +b^  +  c 
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geftmden,  und  da  für  alle  parallelen  Geraden  dieatlbe  Eigenschaft 
-j  =z=  m  stattfindet,  so  wird  man  als  allgemeine  Eigenschaft  aller  zuge- 
hörigen Pole  die  Gleiehung 

erhalten ,  d.  h.  der  geometrische  Ort  aller  dieser  Pole  ist  eine  gerade 
Linie,  deren  Gleichung  ist: 

oder  a''i?  +  6"^  +  c"  =  m(a'ij+6'$  +  c')  \    '  '  '  '  <*>• 

Diese  Gerade,  welche  die  Pole  aller  einerlei  Richtung  parallelen 
Limmt  (deren  Gleichungen  die  Form  y  +  mx  +  n^Q  haben)  enthält «  80& 
der  dieserRichtnng  Eugehörige  oder  conjugirte  Durchmesser  des 
SfBtems  if]  heissen. 

Wenn  ebenso  ^4'  17  +  i^  I  +  1  =  0  die  Gleichung  einer  Geraden  im 
Sjslem  ^fj  ist,  so  hat  man  für  alle  mit  ihr  parallele  Geraden  die  gemein- 

siine  Bedingung  —  =  m\  gleich  einer  Constanten.    Nach  dem  Sdüuss 

des  Torigen  |.  wird  dann  aber  der  Pol  dieser  Linie  aus  den  Gidebungen : 

c'y  +  c"x  +  e 

c*y  +  c"x+  c 

B*  * 

gefunden,  und  da  för  alle  parallelen  Linien  die  fiijeosdiaft  T2;ft=m' statt- 
findet, so  wird  die  allgemeine  Eigenschaft  aller  zugehörigen  Pole  durch 

die  Gleichung 

,       9^y±h^x  +  b 

m    =s  — ; ;; j — 

ausgedruckt  werden  9  d.  h.  der  geometrische  Ort  aller  dieser  Pole  ist  eine 
gerade  Linie,  deren  Gleichung  ist: 

ö'y  +  d"x+d=m'(a'y  +  a"jr  +  a)     ....     (c). 
Diese   Gerade,  welche  die   Pole  aller   einerlei  Richtung   parallelen 
Linien  (deren  Gleichungen  die  Form   ri  +  w!^  +  n'^f^  haben)   enthält, 
Milder  dieser  Riditung  lugehörige  oder  conjugirte  Durchmes- 
ser des  Systems  xy  heissen. 
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Da  der  Gleichung  (ft),  was  auch  m  für  eine  Grösse  hdiwn  mag,  stets 
durch  die  beiden  Gleichungen 

genügt  werden  muss,    und  da  diese  ofTenbar  einen  Punkt  darstellen,    so 

folgt    unmittelbar,     dass    alle    conjugirte    Durchmesser    eines 

Systems    sich    in    einem   und    demselben    Punkt   schneiden 

müssen. 

6"         b* 
Dieser  Punkt  kann  für  den  specieilen  Fall,  dass  -—  =  — -  ist,   in 

o'  a* 

der  Unendlichkeit  liegen;  alsdann  sind  alle  Durchmesser  unter  ein- 
ander parallel 

Dasselbe  ergiebt  sich  offenbar  aus  Gleicliung  (c)  für  das  System  ^y. 

Dieser  gemeinsame  Durchschnittspunkt  der  conjugirten  Durchmes* 
ser  kann  füglich  der  Mittelpunkt  des  entsprechenden  Systems  genannt 
werden. 

$.  18.    Die  acht  Coefficienten — ,  — ,   cet.,    weldie    nach   §.  16. 

(S.  244)  zur  Bestimmung  des  Pols   einer  Polare  oder   umgekehrt  erfor- 

■ 

derlich  ^d,  oder  mit  andern  Worten,  die  Bestimmung  zweier  recipro- 
ken  Systeme,  wird  man  erhalten,  wenn  die  Coordinaten  Ton  vier  Punk- 
ten, von  denen  nicht  drei  in  gerader  Linie  liegen,  und  die  Gleichungen 
ihrer  Polaren  gegeben  sind. 

Aus  der  Gleichung  (a)  (S.  245),   die  wir  auch  durch  f(xy§tj)=:b 

bezeichnet  tiabeöi  ergiebt  sich ,  dass  die 

■  * . 

Pohire  des  Punkts  x^yi  wird:  /"(aJi^i  ^^)=^/i  =0 

oJjVj      -      f(x2y2^rj)=zu42^0 
M  Vi      -      fi^y^i  i?i )  =  Ii  =  0 
^  .        -         -       I2J72      -      /*(a?yi'2'7i)=  ^  =  0- 

Setzt  man  ferner: 

a* y^a'*x  +  a=^m  und  a' jj  +  6'^*+c'  =  /i£ 

und  TCMteht  man  «nter  m|it|/i|V|Uiidm2fi2iti2V2  respective  die  Werthe  dieser 
Ausdrücke^  je  nachdem  man  den  darin  enthaltenen  Coordinaten  den  Iudex 
1  oder  2  giebt;  und  nennt  man  endlich  die  Perpendikel 
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▼on  den  Punkten  w^ yi  und  x^}f2  auf  X| » 0  respectiTe  pi  und  p^ 

-      -  -        &i7i     -    $1%     -  -^2  =  0         -  ^i'    .    ;r,', 

so  wird,  wenn  man  beachtet,  dass  das  Perpendikel  von  einem  Punkt  «'^ 

auf  eine  Gerade  ax  +  by  +  c  -Q  zum  Ausdruck  hat       .  —  : 

Pi  V w7+V=  f(^t  yi  li  ^1 )  und  p2  V7^7H^*==  /"(a?!  Sfi  ä  »7i ) 

Pl' ViM2*  + V=  /"(X,  yi  ^2  72>     -     PlWi"2*  +  V=/'(*2y2?l1?2) 

^i'V*»2'+V  =  /'(^2yi^i^i)  -  ^' V «i*+V  =  /"(^ Vi ^1  '?»)• 

Hieraus  folgt  mit  der  grössten  Leichtigkei|  die  Proportion : 

£l  .  Zl  -  ^1  -  ^  (d^ 

ft  Pl  ^1  ^2 

d.h.  es  verhält  sich  in  dem  einen  System  der  Quotient  der 
Perpendikel,  die  man  von  zwei  Punkten  auf  eine  Gerade 
fäiJC,  zu  den  Quotienten  der  Perpendikel,  die  manvonden- 
selben  Punkten  auf  eine  zweite  Gerade  fällt,  ebenso  wie 
in  dem  reciproken  System  die  Quotienten  der  analogen 
Perpendikel,  die  man  von  den  Polen  der  genannten  Gera- 
den auf  die  Polaren  der  genannten  Punkte  fällt. 

Zus.    Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  dasselbe  Verhäitniss   noch  be- 
steht, wenn  p  und  n  nicht  gerade  Perpendikel  bedeuten,  sondern  Lrilten, 
[     Welche  alle  unter  demselben  Winkel  nach  der  Geraden  gefbgen  sind. 

Reciprocilät  im  Raum, 

§•  19,   Man  kann  ebenso  von  reciproken  Systemen  im  Raum 

sprachen.  —     Hat  man  nämlich  in   zwei  Systemen  die  Punkte  xyx  und 

^li  so  kann  nach  J.  1.  zwischen  diesen  sechs  Coordinaten  eine  einzige 

^cichung 

F(xyzirj^)=zO 

Sieben  sein,  und  dieses  bedeutet  daun:  wenn  in  dem  einen  System  ein 

I     hski  sjfx  gegeben  ist,  so  entspricht  diesem  im  Allgemeinen   eine  Ober- 

Siehe  im  andern  System.   Speciell  nennt  man  nun  «"eciproke  Systeme 

32 
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im  Kaum  solche,  bei  denen  einem  Punkt  in  dem  einen  System  eine 
Ebene  im  andern  entspricht;  und  es  werden  dann  Punkt  und  Ebene  in 
ihrer  gegenseitigen  Beziehung  Pol  und  Polar-Ebene  genannt. 

Die  vorhin  genannte  allgemeine  Gleichung  F(j?yifi7^)=  0  wird 
daher  für  diese  specielle  Art  der  Verwandtschaft,  d.h«  für  die  räumliche 
Reciprocität,  die  Gleichung  einer  Ebene  sein  müssen  und  zwar  sowohl 
wenn  man  xyt  als  den  gegebenen  Punkt  betrachtet  und  |^^  als  die 
laufenden  Coordinaten  der  zugehörigen  Polarebene,  als  auch  wenn 
l?;^  der  Pol  und  xyx  die  laufenden  Coordinaten  der  zugehöri- 
gen Ebene  sind.  Ist  nun  in  eiuem  System  eine  Ebene  durch  die  Glei- 
chung 

*  ABC 

gegeben,  so  werden  die  Coefficienten  'ir»  "iz»  'ir  Funktionen    von    j^ys, 

den  Coordinaten  des  zugehörigen  Pols  sein  müssen ;  und  da  dieselbe  Glei- 
chung nach  X,  y  und  %  geordnet,  wieder  eine  Ebene,  nämlich  die  Polar- 
ebene des  Punkts  ^17^  geben  muss,  so  ergiebt  sich  als  nothwendiges  Erfor- 

Ä      B       C 

derniss,  dass  die  genannten  Coefficienten  —,  —,  —  gleichnennrige  ra- 

tionältfi^^rflche  seien ,  deren  Zähler  sowohl  als  Nenner  lineare  Funktionen 
von  «,  y  und  z  sind,   oder  dass  man  als  Gleichung  der  Polarebene  des 
Punkts  xyz  hat: 
(a'z  +  b*y^c'X'^d').^  +  Ca'*t  +  b''y  +  c"x  +  d'').ii 

'i^ia"'z'  +  b''*y  +  c'''x  +  d'")^§+(az+by+cx  +  d)^0  .  .  .  .  (e), 
welche  auch  najch  xyx  geordnet,  die  Gleichung  der  Polarebene  des  Punkts 
irj}^  wird,  ttig)licb;:' 

+  (c'?+c"i?  +  c'"^+c).x  +  (d'^-hi«"i?  +  d'"f+d)=0  ....  (/). 
Die  sechzehn  hierin  vorkommenden  Constanten,  oder,  da  eine  vom 
ihnen  nach  einer  oft  gemachten  Bemerkung  willkürlich  sein  kann,  dim 

fünfzehn  ConsUnten  — ,  —,....  -^.  -^,....  müssen  natürlich  durch  di^ 

d     d  d      d 

besondre  Beschaffenheit  der  in  Betracht  gezogenen  Systeme  gegeben  sein« 

Ist  dieses  aber  dfer  Fall,  so  kann  man  vermöge  der  beiden  GleicbuDgtfi 

(e)  und  (f)  zu  jedem  Punkt  des  einen  Systems  die  zugehörige  Polarebene 

des  Uridem  Systems  finden. 
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Ebenso  wird  man  umgekehrt,  wenn  diese  Ck)n8tanten  und  die  Glei- 
tkoDg  der  Polarebene 

gegeben  sind,  die  Coordinaten  xyz  des  zugehörigen  Pols  aus  den  drei 
Bedingungsgleichungen : 

^,  az  +  by+cx  +  d    ""  /> 

a''z+V'y  +  c''x  +  d'*^  B 

az+by  +  cx  +  d  D  ^     .     •     .      g 

a'''z+b'"y  +  c'''x+d'"  _  C 

az  +  by  +  cx+d       ""  D 
finden  können. 

Da   in  den  Gleichungen  (e)  oder  (f)   oder  (g)  die   fünfzehn  Coeffa- 

cienten  -rt  t,  • . . »  t"*  -r*  •  •  •  bekannt  sein  müssen ,   wenn  zwei  Systeme 
a     a  d      d 

ab  bestimmte  dastehn  sollen,  so  wird  man  umgekehrt  diese  Bestimmung 

«Adten ,   d.  h.  die  Werthe  der  genannten  fünfzehn  CoefBcienten   Gnden 

körnten,   wenn  die  Coordinaten  von  fünf  Punkten  (von   denen  nicht  vier 

la  einer  Ebene  liegen)  in  dem  einen  System ,  und  die  fünf  Ebenen  (von 

leoen  sich  also  auch  nicht  vier  in  einem  Punkt  schneiden)  im  recipvoken 

System  gegeben  sind.     Dann  setzt  man  in  den  Gleichungen  (g)  für  w,  y,  z 

die  Coordinatenwerthe  der  fünf  gegebenen  Ptmkte  und  denen  entsprechend 

ABC 

lür  -—,  •— ,  —  die  Coefficienten  aus  den  Gleichungen   der  gegebenen  Po- 

hrebenen,  so  erhftit  man  funzehn  ßedingungsgleichungen  inr  Bestimmung 

ab  a*     b* 

der  obigen  fünfzehn  Coefficienten  -r-,  — ti.«  •  -r»  -r»«»* 

d      d  d     d 

§,  20.     Wenn  man  in  der  Gleichung  (e)  den  Coordinaten  fi;^  die 

spfieaeUen  Werthe  pqr  beilegt,   so  wird  sie,    indem  man  sich  den  Gon- 

^Uoien  a,  d,  e»  cet.  alle  möglichen  Werthe  beigelegt  denkt,  das  System 

^Ebenen  darstellen,  welche  der  einzigen  Bedingung  genügen,  dass  sie 

^       ^  durch  den  Punkt  pqr  gehen.     Zu  jeder  dieser  einzelnen  Ebenen  ist 

"^  xyz  der  zugehörige  Pol   und  schreibt  man   daher  diese  Gleichung, 

^t  es  offenbar  gestattet  ist ,  so : 

(^f+m"q+Qf*'p  +  a).z  +  (b*r  +  V*q  +  b**'p  +  b).y 

+Wr  +  e'q+c'"p  +  e).x  +  i4fr+d"q  +  df''p  +  d)^^  ....  (Ä), 
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SO  ergiebt  sich  daraus  unmittelbar  folgende  allgemeine  Eigenschaft  zweier 
reciproken  Systeme: 

Wenn  sich   mehre  Ebenen  in   Einem  Punkte  pqr  schnei- 
den, so  liegen  ihre  Pole  in  Einer  Ebene  (h),  welche  die  Po- 
larebene jenef  Punktes  ist; 
und  umgekehrt: 

Wenn  man  zu  mehren  P  unkten,  die  in  Einer  Ebene  lie- 
gen, die  P  olarehenen  sucht,  so  schneiden  sich  alle  diese 
in  Einem  Punkt,  dem  Pol  jener  Ebene. 

Dieses  Theorem  lässt  sich  auch  noch  so  aussprechen: 

Wenn  sich  eine  Ebene  um  einen  in  ihr  liegenden  Punkt 
drabi,   so  bewegt  sich  ihr  Pol  auf  einer  Ebene,   welche  die 
Polarebene  jenes  Punktes  ist; 
und  umgekehrt: 

Wenn  sich  ein  Punkt  auf  einer  Ebene  bewegt,  so  dreht 
sich  seine  Polarebene  um  einenPunkt,  welcher  der  Pol  je- 
ner Ebene  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  diese  Folgerung: 

WiQjQn  sich  eine  Ebene  um  eine  in  ihr  liegende  Gerade 
draM,   d.h.  soviel   als   wenn   sie  sich  stets   um    zwei  feste 
Punkte  dieser  G  eraden  dreht,  so  muss  sich  ihrPol  zu  glei- 
cher Zeit  in  zwei  Ebenen,  den  Polnrcbenen  dieser  beiden 
Punkte,  d.h.  auf  deren  Durchschnittslinie  bewegen;  und  um- 
gekehrt:   Wenn  sich  ein  Punkt  auf  einer  Geraden  bewegt,  so 
dreht  sich  dessen  Polarcbene   um  eine  Gerade,   welche  die 
Durchschnittslinie    der  Polarebene   irgend    zweier  Punkte 
der  ersten  Geraden  ist.    Diese  beiden,  auf  die  genannte  Weise  in 
gegenseitiger  Beziehung  stehenden  Geraden  nennt  man  reciproke  Ge- 
nde«  Es  ergiebt  sich  hieraus  unmittelbar:  Wenn  sich  drei  odermeh^ 
rere  Gerade  in   einem  Punkt  schneiden,  so  liegen  ihre  re-* 
ciproken  Geraden  in  einer  Ebene;  und  umgekehrt:  Wenn  meh-' 
rere  Gerade  in  einer  Ebene  liegen,   so  schneiden  sich  ihre 
reciproken  Geraden  in  einem  Punkt. 

Weim  die  Gleichung  einer  Geraden  gegeben  ist,  so  findet  man  die 
Gleichftng  der  reciproken  Gemden  auf  folgende  Weise.    Sind 


■ 
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ap  =  n  Ä  +  n'  I 
die  Gleicbungen  der  gegebenen  Geraden;  so  erliält   man  die  Polarebene 
iftr  jeden  Punkt  xyx  dieser  Geraden,  wenn  man  diese  Goordinaten  in  die 
Gleidiang  (e)   (S.  250)   einsetzt.     Tliut  man  aber  dieies ,  so  wird  jene 
Gleichung : 

welches  die  Polarebene  desjenigen  Punkts  jener  Geraden  ist,  weicher  su 
einer  seiner  Goordinaten  z  hat,  während  seine  beiden  andern  x  und  y 
durch  die  Gleichungen  («)  gegeben  sind;  will  man  aber  die  Polarebene 
aller  Punkte  jener  Geraden  haben,  so  muss  man  in  der  gefundenen 
Gleichung  dem  ;;  alle  möglichen  Werthe  beilegen  können ,  d.  h.  diese 
Gleichung  muss  unabhängig  von  einem  specielleu  Werth  des  z  stattfinden, 
wodurch  sie  in  folgende  zwei  zerlallt: 

Diese  beiden  Gleichungen,  als  coexistirend  betrachtet,  geben  die 
Gleichung  des  Durdischnitts  der  beiden  einzelnen  Ebenen ,  oder  die  Glei- 
dinng  der  von  (i)  reciproken  Geraden. 

S.  21.  Wenn  man  die  Gleichung  einer  Ebene  A^+Btj  +  C§+D 
ssO  hat,  so  dienen  die  Gleichungen  (g)  (S.  251)  zur  Bestimmung  ih- 
res Pols.  Denkt  mau  sich  in  der  Gleichung  dieser  Ebene  die  Goetti- 
oenteu  A,  B,  C  constant,  das  D  aber  von  der  Bescliaffenheit ,  dass  es 
2lle  möglichen  Werthe  annehmen  kann,  so  drückt  A^+Bfi'jrC§+  Ih=-0 
das  System  aller  unter  einander  parallelen  Ebenen  aus  und  wir  werden 
den  geometrischen  Ort  der  Pole  aller  dieser  parallelen  Ebenen  erbalten, 
^enn  wir  die  Gleicliungen  (g)  unabhängig  von  dem  specielleu  Werth  des 
^maclien,  d.h.  wenn  wir  aus  ihnen  D  lierauseliminiren ,  wodurch  sie 
^ch  auf  folgende  zwei  reduciren: 

'*h.  auf  die  Gleichung  einer  geraden  Linie« 

Es  liegen  also  die  Pole  eines  Systems  anter  einander 
Paralleler  Ebenen  in  einer  Geraden. 
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Diese  Gerade  (<)  heisst  der  dieser  Ebene  A^+Bi}-{-C$  +  DssO 
conjugirtc  Durchmesser  des  Systems  xyx. 

Da  die  Gleichnngen  (/)  unabhängig  von  den  speciellen  Werlben  von 
Ä,  B,  C  erfOIIt  werden,  wenn  man  zu  gleicher  Zeit  hat: 

«'*+»' !/  +  «•' «^  +  ^'  =  0  j 

1 

und  da  diese  drei  Gleichungen  in  ihrer  Coezistenz  einen  Punkt  bedeuten, 
BO  ergiebt  sich,  dass,  wenigstens  im  Allgemeinen,  alle  conjugirtea 
Durchmesser  eines  Systems  sich  in  Einem  Punkte  schnei- 
den, welcher  der  Mittelpunkt  des  Systems  heissen  mag.  Jede  Ebene, 
in  welcher  der  Mittelpunkt  eines  Systems  liegt,  heisst  Diametralebeiie 
des  Systems. 

§•  22.  Hier,  bei  zwei  reciproken  Systemen,  kann  man  einen  ähn- 
lichen Sau  aufstellen,  wie  wir  ihn  in  §.1.  (S.  210)  imd  §.6.  (S.  226) 
gefunden  haben.  Hat  man  nämlich  zwei  reciproke Systeme  xyi  und  ^1}% 
und  wählt  man  in  dem  ersten  zwei  ganz  beliebige  Punkte  x^  y^  x^  und 
jr^y^jB^  und  in  dem  zweiten  zwei  ebenfaUs  beliebige  Punkte  ^irjit^  und 
^s%Sa  u"^  bezeichnet  man  die  Gleichung  (e)  oder  (/)  (S.  250)  durch 
iP(f  sr*l7D  =  ö,  so  wird 

für  d.  PunktiTiyijri  d.  Gleichung  d.  Polarebene  F(x|  y^  ij  ^rj  C)  =  0>   (I) 

-  -     -    «iy««2  -       •        -        -        i^('riSfi«2^?D  =  o,  (U) 

-  -     -    6i7,&  -      .        .        -        n^y*ä%&)  =  o,  (Ui) 

-    -      -     .fei?ifii  ....  F{xyz  &  fit  tt)  =  0.  (IV) 

Wenn  wir  hieriiei  folgende  Beziehungen  einfuhren: 


a-  +  &!/  +  ca?  +  d=-<  d'£+d"i7  +  ii'"f  +  ii  =  i: 
und  wenn  wir  n^nifl^ii  uad  14114^/2  ^^  bedeuten  lassen,  was  au^ 
nmli  wird,  w^on  Wir  in  ihnen  respective  x^yitf  und  x^y^H  fäi*  ^y^ 
einsetzen;  und  ebenso  v^^^XiZi  und  Vj^^k^tt  dasjenige  bedeuten,  wa0 
lUBi  9fiK%  wirdi,  wenn  wir  darin  respective  ^ii^i  ^  und  ^i}s&  Mc  $17 f 
ansetzen ,  so  wird : 
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Endlich  sonen  noch  bedeuten : 


-0,    (I) 

=  ü,   (U) 
=  0,  (DI) 

-  0.  av) 


Pi  u-  P/  d.  Perpendikel  v.  d.  Punkt  x^y^z^  auf  d.  Ebenen  III  u.  IV 
A   -   ft' .T,y,.-,    .     .        .        III  .  iV 

^t  -  V b^i'?,^     -    -        -         I     -  " 

^1  -  V ^2%?2     -    -         -  I     -  II. 

Dann  wird  nach  einem  bekannten  Satz  der  analytischen  Geometrie: 


Pi 


f%  = 


«1  = 


i'i  = 


^2  ^2  +  /^lJV+Jlf2+T2 


P2'== 


>/^^  +  //2'+^J 


^1    = 


a,  =  -'— ■ 


/_^2^1+^4^1+«2S|+<2 
il  ^2  +  ^1  ?2  +  Wi  gl  +  <i      '      ^  /_^2^2+>«2?2  +  W,C2  +  r2 


V^*+«»l'+»i* 


7r,-  = 


V/2*  +  V  +  W2* 


Nun  ist  aber  der  Natur  der  Gleichungen  (b)  und  (c)  (S.  247)  gemäss : 
^•1  ^1  + /^i  Vi  +  ^1  -1  +^1  =  'i  ^1  +^'*i  ^i  +  '»1  ?i  +'i 

^-2^2  +  ^^2^2+  ^2^2+^2=  '2  ^2  +  »»1 '72  +  W,  Cj  +  Ij 
^-1  ^2  +  /^l  ^2  +  ^1  ^2  +  ^1  =  '2  ?1  +  «2  '/l  +  W,  Li  +  r, 
^-2JPi  +iW2y|+y2  *1  +  '^2='ll2  +»«iy2+'*l&+'l» 

wodurch  sich  augenblicklich  folgende  merkwürdige  Proportion  ergiebt: 


oder: 


ü  .  Pl  =  !Et  :  !!l, 
P2  ^Pl'      ^2    ^2'' 


l!i  .  ia  - 


'•b.  Wenn  man  in  jedem  von  zwei  reciproken  Systemen 
'^ei  beliebige  Punkte  hat,  wozu  man  sich  die  zugehörigen 
^ier  Polarebenen  denken  muss,  so  verhält  sich  der  Quo- 
^'«Qt  der  Perpendikel,   die  man  von  dem  ersten  Punkt  des 
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ersten  Systems  auf  die  Polarebenen  der  beiden  Punkt 
zweiten  Sy9tenis  fällt,  zu  den  Quotienten  derPerpenc 
die  man.von  dem  zweitenPunkt  des  ersten  Systems  au 
selbeo  Polarebenen  der  beidenPunkte  des  zweitenSyi 
fällt,  ebenso  wie  die  Quotienten  der  entsprechenden 
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E  i  n  1  e  i  t  a  n  g. 


Ls  gibt  Für  die  analytische  Behandlung  irgend  welchen  Gegenstan- 
des nur  ein  einziges  Grundprincip  in  der  Mathematik,  nämlich  dieses: 
Mao  darf  nur  Dinge  von  einerlei  Art  in  Vergleichung  zu 
einander  stellen.  Dieses  Princip  ist  ebenso  wohl  festzuhalten  bei  der 
Simpeln  Proportions  -  Rechnung  und  hei  den  gewöhnlichen  Gleichungen, 
wo  die  einzelnen  Termen  stets  Zahlen  von  gleicher  Benennung  sein  müs~ 
sen,  so  wie  in  der  sogenannten  höhern  Analysis  (respeclive  DifTerential- 
Gleichungen},  wo  die  einzelnen  Termen  gleiche  Dimensionen  in  Bezug  aot 
das  Unendlich  -  Grosse  oder  Unendlich- Kleine  haben  mflssen. 

Der  Vernachlässigung  oder  Nichtbeachtung  dieses  Princips  hat  die 
Wissenschaft  gewiss  den  Verlust  mancher  nutzlos  vergeudeten  Kräfte  zu- 
zuschreiben, wenigstens  wären  gewiss  \iele  Papier-  und  Druckkosten  er- 
spart worden. 

Wir  stossen    im   Verlauf    des  mathematischen  Studiums  auf  mehre 
Fondamentalsätze,  bei  welchen  der  Versuch  eines  sogenannten  rein  mathe- 
matischen Beweises  an    dieser  Klippe    scheiterte    und  scheitern   mnsste. 
So  hat  man  sich  seit  Jahrhunderten  abgemüht,  den  11.  Euclidischen  Satz 
j  geometriseh,  d.h.  durch  rein  geometrische  Construction  (nur  mit  Hilfe 
'  des  Lineals  und  Zirkels)  zu  beweisen.     Alle  begingen  in  ihrem  Raisonne- 
Mient  denselben  Fehler:  sie  stellten,  um  analytisch  zusprechen,  in  einer 
I  Gleichung   Grössen  verschiedener  Benennung   zusammen  und    erwarteten 
I  daraus  docl)  irgend  ein  Resultat;  sie  sprechen  Alle  nur  von  Linien,  wol- 
I  Hl  durch  diese  allein  Alles  ansföhren  und  berücksichtigen  nicht ,  dass  bei 
M^m  Parallel-Sein  der  Linien  ein  ganz  neues  Element  in  Betracht 
f  '^ommt,  mag  man  es  Winkel  zweier  Linien  oder  Neigung  oder  Rieh- 
I  ^  U  n  g  neottett^  auf  jeden  Fall  aber  ein  solches  Element,  welches  sich  nicht 

■ 

durch  Linien  ntessefn  lässt  und  also  nicht  mit  diesen,  als  gleichbenannt 
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f 
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in  eine  Gleichung  zusammengestellt  werden  darf.  Man  darf  aber  hierbei 
nur  die  einfachsten  philosophischen  Principien  zu  Hilfe  nehmen,  was  schon 
Euclidy  wenn  auch  nicht  in  Worten,  so  doch  dem  Sinne  nach  getban 
hat,  so  kommt  man  über  ein  solches  Dilemma  hinweg.  Wenn  man  näm- 
lich parallele  Linien  als  solche  erklärt,  welche  absolut  gleichgillig  gegen 
einander  sind,  d.  h.  ganz  und  gar  keine  Beziehung  zu  einander  haben,  so 
folgt  daraus  unmittelbar,  dass  sie  gegen  eine  dritte  Linie,  d.  h.  gegen  ein 
ausserhalb  von  ihnen  liegendes  Ding,  sich  Tollkommen  gleichmässig  ver- 
halten müssen,  dass  sie  also,  da  keine  andre  Rücksicht  oder  Beziehung 
zwischen  geraden  Linien  in  einer  Ebene,  als  durch  Winkel  existiren  kann, 
mit  der  dritten  Linie  gleiche  Winkel  bilden  müssen. 

Ganz  ähnlich  ist  es  in  der  Mechanik  ergangen.     Das  bekannte  Pritf- 
cip  des  Parallelogramms  der  Kräfte  hat  man  auf  unzählige  Arten  dvrdi 
alleinige   planimetrische    Betrachtungen    zu   beweisen    TersucbU      Dieses 
musste  stets  missglücken;    denn  man  Hess  ausser  Acht,    dass  mit  dem 
Begriff  der  Kraft  notbwendig  die  Begriffe  der  Bewegung   oder  der 
Zeit  mit  in  die  Untersuchung  gezogen  werden  müssen.    Dass  aber  diese 
sich  nicht  ohne  Weiteres  geometrisch  construiren  lassen,    ist  in  der 
Natur  der  Sache  begründet.   —    Man  kommt  aber  auch  hierbei,   ebenso 
wie  bei   dem  Parallelen  -  Theorem ,    auf  das  richtige  Raisonnement  üiiei 
alten  Geometers  zurück.     Dieses  besteht  nämlich  hier  in  dem  bekanoleo 
Archimedischen  Princip,  dass  es  der  Zeit  und  Wirkung,  also  dem  Effect 
nach  gleich  bleibt,  ob  die  eine  Kraft  zuerst  und  darauf  folgend  eioe 
zweite  Kralt,  oder  ob  beide  gleichzeitig  auf  einen  Punkt  ibreEio- 
wirkung  ausüben.  —    Dieses  Princip  macht  man  sich,  in  modemer  Weise 
zu  sprechen,  nur  durch  die  sogenannte  Grenzmethode  anschaulich,  oder 
wenn  man  es  vorziehn  will,  durch  die  zum  Tbeil  veraltete,  principaliter 
aber  nichts  anderes  besagende  Exliaustionsmethode. 

Es  giebt  nun  verschiedene  Principien,  von  welchen  man  bei  den* 
Vortrag  über  Mechanik  ausgehn  kann  und  ausgegangen  ist.  Die  dreiwe^ 
sentlicb  von  einander  verschiedenen  sind:  das  Princip  des  HebeUt 
das  des  Parallelogramms  der  Kräfte  und  das  der  virtuelleA 
Geschwindigkeiten. 

Wenn  man  streng  wissenschaftlich  -  analytisdi  zu  Werice  ||ehen  will 
«0  muss  man  das  Princip   der  virtuellen   Geschwindigkeiten  xu  Gmndi 


* 


legen,  wie  es  Lagrange  in  seiner  Micanique  analytique  getban  bat,  von 
welchem  ausgezeicbneten  Werk  —  es  sei  beiläufig  gesagt  —  die  Einlei- 
tung ein  Meisterwerk  historischer  Darstellung  ist.  Wenn  es  dagegen  der 
Zweck  ist,  wie  er  bei  vorliegender  Schrift  beabsichtigt  wird,  Jemanden 
erst  in  diese  Wissenschaft  einzufuhren,  so  muss  es  erlaubt  sein,  um 
Einfachheit  und  Klarheit  in  den  Vortrag  zu  bringen,  alle  möglichen  Hills- 
mittel,  wie  Figuren  und  Anschauungen  aus  dem  Leben  mit  hinzuzuziehn. 
Um  hierzu  zu  gelangen ,  kann  man  entweder  von  dem  Princip  des  Paral- 
lelogramms der  Kräfte  ausgehen,  wie  es  Poisson  in  seinem  mit  Recht  eben- 
so berühmten  als  verbreiteten  TraiU  de  Mecanique  getban  hat,  oder  man 
kann  auch  das  Princip  des  Hebels  zu  Grunde  legen,  wie  man  es  in  den 
6tmneH$  de  Statique  von  Poinsot  findet. 

Der  zuletzt  angedeutete  Weg  soll  in  gegenwärtigen  Vorlesungen  ver- 
folgt werden,  indem  natürlich  die  beiden  andern  genannten  Theoreme  im 
Laufe  des  Vortrages  mit  in  Erwägung  gezogen  werden. 

Unter  der  Ruhe  eines  Körpers  versteht  man  das  Beharren  dessel- 
ben an  dem  nämlichen  OrL  Es  kann  aber  dieser  Ort  entweder  absolut 
oder  nur  relativ  der  nämliche  bleiben,  je  nachdem  er  entweder  im  ge- 
»mmten  Weltall  stets  derselbe  bleibt  oder  nur  in  Bezug  auf  seine  näch- 
ste Umgebung,  also  z.B.  auf  der  Oberfläche  der  Erde,  verglichen  mit  den 
modern  Gegenständen  auf  derselben,  stets  dieselbe  Stelle  einnimmt,  wäh- 
rend er  sich  in  der  That  mit  der  Erde  zugleich  um  die  Sonne  bewegt, 
3lso  seinen  Ort,  im  Allgemeinen  genommen,  verändert  *). 

Bewegung  eines  Körpers  ist  die  continuirliche  Aenderung  der  Lage 
desgelben  in  Bezug  auf  seine  nähere  oder  entferntere  Umgebung. 

Ueber  Ruhe  und  Bewegung  lässt  sich  folgender  Satz  als   das  Funda- 
in^nt  der  gesammten  hierher  gehörigen  Wissenschaft  aufstellen: 

Wenn   ein  Körper  in  Ruhe  ist,    so   muss  er  nothwendig 
^3rin  bleiben,  er  kann  nicht  durch  sich  selbst  in  Bewegung 


*)  Ob  es  möglich  isl  tod  einem   feststehenden  Weltall  zii   sprechen  und  ob  es  nach 

^m  TOD  Ma edler  angeregten  Zweifeln  noch  erlaubt  ist,  ?on  einer  feststehenden  Sonne 

otfcr  eiiem  festen  Centralfonkt,  um  welche  die  andern  Gestirne  sich  bewegen,  tu  reden, 

ÜrAe  doch  wohl,  mit  mathematischer  Gewissheit,   weder  za  bejahen  noch  za  Terneineo 
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kommen.  Denn  wenn  er  sich  bewegte,  »o  musste  er  sich  nothwendig 
.  nach  einer  bestimmten  Seite  hin  bewegen;  nun  ist  aber  gar  kein  Grund 
Torhanden,  weshalb  er,  durch  eigenen  innem  Antrieb,  sich  gerade  nach  der 
einen  Seile  hin  bewegen  sollte  und  nicht  nach  einer  andern;  und  di 
er  sich  natürlich  nicht  nach  allen  Seiten  hin  zu  gleicher  Zeit  bewegen 
kann,  so  wird  er  sich  gar  nicht  bewegen,  sondern  an  seiner  Stelle  ver- 
bleiben. 

Wenn  wir  nun  andrer  Seits  sehen,  dass  ein  Körper  seine  Stellt  In- 
dert,  dass  er  also  aus  dem  Zustand  der  Ruhe  in  den  der  Bewegung  über- 
geht, so  können  wir,  in  Folge  der  soeben  angestellten  Betrachtung»  ver- 
sichert sein,  dass  dieses  nur  vermöge  einer  fremden  Ursache,  die  aufihfl 
einwirkte,  geschehn  konnte.  Diese  Ursache,  von  welcher  Art  sie  Mcft 
sein  möge,  deren  innere  Natur  uns  unbekannt  ist  und  die  wir  nur  ans 
ihren  Wirkungen  erkennen,  wird  Kraft  genannt. 

Wenn  nun   ein  Körper   aus   seiner   Ruhe  kommt,    wenn   also  eist 
Kraft  auf  ihn  einwirkt ,  so  kann  man  sich  diese  in  doppelter  Weise,  eot-   ■ 
weder  stossend   oder  ziehend  denken.     In   beiden   Fällen   aber  wird  die 
Kraft  dem  Körper  nur  das  Bestreben   mittheilcn    können,   sich  in   einer 
upd  zwar  in  einer  geraden  Linie  fortzubewegen,  denn  in  mehreren  Li- 
nien zugleich  kann  er  sich  nicht  bewegen  und  um  sich  in  einer  krummen 
Linie  zu  bewegen ,  muss  er  von  der,  ihm  für  den  ersten  Augenblick  vor- 
geschriebenen Bahn  ablenken ,   was   er   offenbar   nicht  durch  sich  selbst, 
sondern  nur  unter  dem   EinQuss   andrer  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  tbon 
kano.    Diese  gerade  Linie,  welche  die  Krad  im  ersten  Augenblick  strebt, 
den   Punkt,    auf  welchen   sie  wirkt,    beschreiben   zu   lassen,    heisst  die 
Richtung  der  Kraft;   während  derjenige  Punkt  des  Körpers,   weichet 
die  Krad  zunächst  in  Bewegung  zu  setzen   strebt,    der   Angriffspunkt 
oder    Anheftungspunkt   der    Kraft   genannt  wird.     Die   durch  di^ 
Kraft  erzeugte  Bewegung   selbst   wird  aber  entweder  schneller  oder  lang^ 
samer  sein  können  und  gemäss  diesem  Erfolg  nennt  man  die  dazu  erfor^ 
derliche  Kraft  entweder  stärker   oder  schwächer  und  spricht  deshalb  aucb 
von  der  Intensität  oder  Stärke  der  Kraft. 

Wenn  man  auf  der  Richtungslioie  einer  Kraft  zwei  Buchstaben  i  on^ 
B  geschrieben  denkt,  so  ist  es  gleichgiltig ,  ob  man  sagt,  die  Linie  AI 
doer  die  Linie  BA  gibt  die  Richtung  der  Kraft  an,    dagegen  muss  niai 


«rgnitig  folgeode  beiden  Ausdrilcke  unterscheiden:  wenn  die  Kraft  dahin 
ftrebt  den  Anheftungspunkt  von  der  Seite  A  nach  B  hin  zu  bewegen,  so 
«igt  man,  die  Kraft  wirkt  in  der  Richtung  von  AB  und  xwar  in  dem 
>inne  von  A  nach  A,  will  sie  dagegen  den  Anheftungspunkt  von  der 
>eite  £  nach  il  hin  bewegen,  so  wirkt  sie  in  dem  Sinne  von  £nachil. 
Denken  wir  uns  nun  zwei  Kräfte,  welclie  auf  einen  und  denselben 
^unkt,  oder  auf  die  beiden  Endpunkte  einer  starren,  uoausdehnbaren  ge- 
aden  Linie,  in  einerlei  Richtung,  also  in  letzterm  F^  in  der  Rich- 
ong  der  Verbindungslinie  beider  Aniieftungsp unkte,  aber  im  entgegen- 
;eselzten  Sinne  wirken  und  setzen  wir  den  Fall,  dass  der  angegriffene 
Punkt  oder  die  angegriffene  starre  Linie  keine  Bewegung  annehmen, 
(oodern  an  derselben  Stelle  in  Ruhe  verharren,  so  halten  sich  die  beiden 
iräfte  gegenseitig  das  Gleichgewicht  und  man  sagt,  die  beiden  Kräfte 
ind  einander  gleich* 

Ilat  man  aber  erst  von  zwei  Kräften  erkannt,  dass  sie  einander  gleich 
ind,   so  kann  man  sie  auch  beide  an  einem  Punkt  und  nicht  allein  in 
ioerlei  Richtung,   sondern  auch  in   einerlei  Sinn  anheften  und 
rfadit  dadurch  nothwendig  den  Begriff  der  doppelten  Kraft;  fügt  man 
ienu  noch  eine  den  beiden  ersten  gleiche  Kraft,  so  erhält  man  dadurch 
ine  dreifache  Kraft  u.s.w.f.,  im  Allgemeinen  eine  vielfache  Kraft. 
Auf  diese  Weise  werden  Kräfte  ihrer  Intensität  nach  unter  einander 
rergleichbar ,   können  also  durch  Verhältniss- Linien,    die  man  auf  ihren 
ftkhlnngen  aufträgt,  oder  durch  Verhältniss- Zahlen  ausgedrückt  und  des- 
Vidb  der  mathematischen  Behandlung  unterworfen  werden.    Ebenso  wer- 
deo  aber  auch  die  einzelnen  Anheftungspunkte  der  Kräfte  durch  ihre  drei 
Coordinaten  als  Punkte  im  Räume  fixirt  und   die  Richtungen  der  Kräfte 
durch  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  drei  Coordinaten -Axen  bilden,  be- 
stimmt werden ;  so  dass  es  augeosclieinlich  wird ,  dass  jede  auf  gegensei- 
tige Beziehung  von  Kräften  oder  auf  Bewegung  bezügliche  Aufgabe,  wenn 
sie  nicht  auf  rein  handwerksmässige  Weise  durch  Probiren  oder  Beobach 
tong  und  Erfahrung  gelöst  werden  soll,   ein  Gegenstand  des  Calculs  sein 
OBQss.     Die   streng   mathematisch -wissenschaftliche    Bearbeitung    sämmt- 
licher  hierher  gehöriger  Sätze  und  Aufgaben   bildet  den  Inhalt  der  soge- 
nannten analytischen  Mechanik,  als  deren  allgemeines  Problem  sich 
folgendes  hinstellen  lässt: 
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Es  soll  dieBewegung  eines  Körpers  oder  einesSystems 
von    Körpern    bestimmt    werden,    wenn    es    von    gege- 
benen Kräften  sollicitirt  wird; 
oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

Welche   müssen   die   Relationen    zwischen   den    Kräften 
sein,    die  auf  ein  System   wirken,    damit   dieses  System 
eine  gegebene  Bewegung  im  Raum  annehme? 
Um   dieses  allgemeine  Problem   zu  lösen,   fängt  man    mit  der  Lösung 
eines  besondern  Falles  an,    in  dem  gefragt  wird,    welche  die  RelationeD 
zwischen  den  einzelnen  Kräften  sein  müssen ,  damit  das  System ,  auf  wel- 
ches   sie  wirken,    eine  Bewegung  =  0  annehme,    d.h.   in  Ruhe    bleibcL 
Derjenige  Theil  der  allgemeinen  Mechanik,  welcher  sich  mit  der  Feststei- 
lung der  Bedingungen  dieser  speciellen  Bewegung  beschäftigt ,    heisst  &t 
Statik,    welche  also  die  Lehre  von   der  Ruhe  oder  die  Wissen- 
schaft vom  Gleichgewicht  der  Kräfte  ist.    Den  anderen  Theil,  in 
welchem   die   Gesetze  irgend   einer  beliebigen  Bewegung  untersucht  wer- 
den, nennt  man  die  Mechanik  im  engern  Sinn  oder  die  Dynamik, 
die  Wissenschaft  von  der  Bewegung  der  Körper. 

Wenn  man  noch  auf  die  drei  Aggregatzustände  der  Körper,  i.h. 
darauf  Röcksicht  nehmen  will,  ob  die  Körper  fest,  oder  tropfbar- 
flüssig  oder  expansiv-flüssig  sind,  so  theilt  man  wohl  noch  die 
Statik  in:  Statik  im  engern  Sinn  oder  Geostatik,  in  Hydrosta- 
tik und  in  Aerostatik,  und  die  Dynamik  in  Dynamik  im  engera 
Sinn  oder  Geodynamik,  in  Hydrodynamik  und  in  Aerodyna- 
mik. 

Unter  allen  Umständen  aber  fängt  man  mit  dem  Vortrag  über  die 
Statik  an,  weil  man  dahin  gekommen  ist,  die  Aufgaben  der  Dynamik  auf 
die  Principien  der  Statik  zurückzuführen. 
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luimmeisetianK  der  KrUte,  welche  entweder  anf  Einen  Pnnkt  oder  in 

unter  einander  parallelen  Richtingen  wirken. 

Vor  allen  Dingen  sei  hier  ein  für  alle  Mal  die  Uebereinkunft  getrof- 
I  (welche  ihre  Giltigkeit  beihehalten  soll,  bis  sie  im  Verlauf  der  folgen- 
D  Vorlesungen  ausdrücklich  aufgehoben  wird),  dass,  wenn  von  einem 
rper  gesprochen  wird,  auf  dessen  verschiedene  Punkte  verschiedene 
2fte  wirken,  vom  Gewicht  und  vom  Volumen  desselben,  so  wie  auch 
Q  dem  Widerstand  abstrahirt  werden  soll,  den  er  von  dem  Medium 
leidet,  in  welchem  er  sich  bewegt.  Wir  halten  hier  einzig  and  allein 
e,  freilich  in  der  Praxis  nicht  zu  ermögHchende  Vorstellung  fest,  dass 
if  einen  mathematischen  Punkt  oder  auf  ein ,  in  sich  auf  unwandelbare 
eise  fest  verbundenes,  System  von  mathematischen  Punkten  KräRe  wir- 
n,  wobei  die  Verbindungslinien  der  einzebien  Punkte  zwar  starr  und 
lausdehnbar  gedacht  werden  sollen,  aber  dennoch  mathematische 
ioien  sind.  Es  ist  eine  solche,  der  Vereinfachung  wegen,  im  Anlang 
imadite  Annahme  gestattet,  weil  es  sich  späterhin  zeigt,  dass  die  ge- 
lonten  Umstände,  wie  Gewicht,  Volumen,  Widerstand,  Reibung  u.  dgl. 
«  besondre  Kräfte  in  die  Rechnung  eingeführt  und  dadurch  ihr  Einfluss 
I  angemessener  Weise  beröcksicbligt  werden  könne. 

Ein  zweites,  gleichfalls  festzuhaltendes  Uebereinkommen  betrifll  eine 
eieichnungsart.  Wenn  die  gerade  Linie  AM  die  Richtung  einer  Kraft 
Qdeutet,  wobei  A  der  Anheftungspunkt  der  Kraft,  M  entweder  ein  be- 
iümmter  oder  beliebiger  Punkt  auf  der  Linie,  je  nachdem  die  Verhält- 
usslinie  der  Intensität  der  Kraft  zugleich  auf  ihrer  Richtung  mit  aufgetragen 
Btoder  nicht,  sosoll  die  Verhältnisszahl  der  Intensität  der  Kraft,  die  etwa 
lurch  P  repräsentirt  wird,  auf  der  Linie  AM  zwischen  A  und  M  irgendwo 
Irauf  geschrieben  werden  und  zwar  mit  dem  vorgesetzten  positiven  (+) 
^^eichen,  wenn  die  Kraft  strebt,  den  Anheftungspunkt  A  nach  dem  Punkte 
V  hin  zu  ziehn ,  also  ihn  dem  Punkte  M  zu  nähern ;  mit  dem  negativen 
H  Zeichen  dagegen ,  wenn  die  Kraft  strebt ,  den  Anheftungspunkt  A  in 
<I^Qi  Sinne  von  M  nach  A  zu  stossen ,  also  ihn  von  dem  Punkte  M  zu 
-nlfernen.  —  An  und  für  sich  wurde  durchaus  Nichts  hindern,  die  ent- 
gegengesetzte Hypothese  anzunehmen,  da  es  ja  nur  ein  Uebereinkommen 
'^^;  hier  jedoch  soll  das  Genannte  festgehalten  werden. 
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§.  1. 

Wenn  mebre  KrAfte  P,  Q,  A,  cet.  zu  gleicher  Zeit  wirken  und  sich 
gegenseitig  das  Gleicbgewicbt  halten,  so  wird  dieses  offenbar  gestört  wer- 
den» wenn  man  eine  dieser  Kräfte,  z.B.  P,  wegnimmt.  Kb  muss  also 
diese  eine  Kraft  P  dem  Zusammenwirken  aller  übrigen  KrSfle  Q^R.S^  eü. 
das  Gegengewicht  halten.  Dieselbe  Kraft  P  hSlt  aber  auch  offenbar  einer 
andern  Kraft  F  das  Gleichgewicht,  welche  mit  ihr  an  Intensität  gleidi 
ist  und  ausserdem  in  derselben  Richtung,  aber  in  gerade  entgegengeseti- 
tem  Sinne  wirkt.  Es  muss  also  die  einzige  Kraft  F  ebenso  viel  wirken, 
als  die  Kräfte  Q,  A,  S,  eet  zusammengenommen;  erstere  ersetzt  also 
vollkommen  alle  die  letztem.  Wir  sehen  hieraus,  dass  es  im  Allgemei- 
nen immer  möglich  sein  wird ,  eine  einzige  Kraft  zu  finden ,  welche  aof 
einen  Körper  dieselbe  Wirkung  hervorbringt,  als  mehre  andre  zusammen- 
genommen. Diese  einzige  Kraft  nennt  man  die  Resultante  oder  Hit- 
telkraft, wogegen  die  mehreren,  welche  sie  ersetzt,  die  Composan- 
ten  oder  Seitenkräfte  heissen.  Hit  Hilfe  dieser  Benennung  spricht 
sich  das  vorhin  Gesagte  so  aus:  Wenn  mehre  auf  einen  Körper 
wirkende  Kräfte  sich  wirklich  das  Gleichgewicht  halten,  so 
ist  jede  einzelne  von  ihnen  gleich  und  gerade  entgegen- 
gesetzt der  Resultante  aller  übrigen. 

Unsre  erste  Aufgabe  wird  nun  offenbar  diese  sein:  das  Gesetz  auf- 
zustellen, nach  welchem  man  die  Resultate  mehrerer  Kräfte  findet;  dieses 
nennt  man  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  (composition  des 
forces).  Hieran  schliesst  sich  dann  unmittelbar  die  Aufsuchung  des  um- 
gekehrten Gesetzes,  nach  welchem  statt  einer  Kraft  mehre  gesetzt 
werden  können,  welche  zusammen  dieselbe  Wirkung  ausüben,  als  jene; 
dieses  wird  Zerlegung  einer  Kraft  in  Seitenkräfte  (decomposition 
des  forces)  genannt. 

Ein  sehr  wesentlicher  Miifssalz,  der  hei  den  meisten  der  nächst- 
folgenden Deductiooen  in  Anwendung  kommt,  ist  dieser: 

Jede  Kraft  kann  man  mit  Beibehaltung  der  Richtung 
und  des  Sinnes  ihrer  Wirkung  in  jedem  beliebigen  Punkt 
ihrer  Richtung  angebracht  denken,  wenn  nur  der  neue  An- 
heftungspunkt  auf  unveränderliche  W eis ^,  durch  eine  starre 
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und   uoauBdabnbare  gerade  Linie  mit  dem  urspriinglichen 
Ankeltungspunkt  verbunden  ist. 

Der  Beweis  ergibt  sieb  leicht.  Denn  es  sei  ( Fig.  h )  AM  die  Rich- 
tung der  Krall  +  P  und  B  ein  Punkt  auf  derselben ,  der  njit  A  auf  un- 
veränderliche Weise  verbunden  ist,  so  kann  nan  sich  in  diesem  Punkte 
B  zwei  gleiche,  in  einerlei  Richtung,  aber  in  gerade  entgegengesetztem 
Sinn  wirkende  Kräfte  +F  und  — F  angobraclit  denken,  die,  weil  sie 
sich  unmittelbar  selbst  das  Gleichgewicht  halten,  durchaus  keine  Störung 
verursachen  oder  irgend  einen  Einfluss  auf  das  möglicher  Weise  sonst 
vorhandene  Kräftesystem  haben  können.  Setzen  wir  jetzt  noch  die  Inten- 
utit  der  Kraft  F  gleich  der  Intensität  der  Kralt  P,  so  können  wir  auch 
die  Ansicht  fassen,  dass  die  beiden  an  sich  gleichen  Kräfte  -f  Pund  — F, 
weil  sie  an  den  Endpunkten  der  starren,  unausdehnbaren  geraden 
Linie  AB  in  gerade  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  sich  gegenseitig  auf- 
beben. Sonach  bleibt  statt  der  drei  Kräfte  +P,  —  P' ,  +  P'  nur  die 
eiazige  Kraft  +  P'  übrig ,  welche  in  den  Punkt  B  angeheftet  ist  und 
wddie  in  die  Stelle  der  Kraft  +P  getreten  ist,  die  in  dem  Punkt  A  an- 
geheftet war,  und  zwar  mit  derselben  Wirkung,  da  P^  an  Intensität  gleich 
P  angenommen  wurde. 

§.  2. 
Wenn  die  Richtungen  zweier  Kräfte  P  und  Q,  die  auf  einen  Punkt 
A  (Fig.  L)  wirken ,  einen  Winkel  MAN  mit  einander  bilden,  so  wird  die- 
ser Punkt  i,  unter  dem  vereinigten  Eiutluss  beider  Kräfte,  gewiss  dahin 
streben,  seinen  Ort  zu  verlassen,  d.h.  sieb  zu  bewegen.  Da  dieses  aber 
ofTenbar  nur  nach  einer  Seite  hin,  nur  in  einer  Richtung  geschehen 
wird,  da  er  ja  nach  mehreren  Seiten  zugleich  sich  nicht  bewegen 
kann,  so  wird  eine  in  derselben  Richtung,  in  entgegengesetztem  Sinn  an- 
gebrachte, hinlänglich  grosse  Kraft,  sie  möge  R  heissen,  diese  Bewegung 
aufheben  und  also  den  beiden  Kräften  P  und  Q  das  Gleichgewicht  halten, 
^äre  AL  die  Richtung  dieser  Kraft  R,  so  wird  auf  der  über  den  Anhef- 
lungspunkt  A  rückwärts  verlängerten  AL  eine  Kralt  R*  =  R  liegen,  wel- 
che dieselbe  Wirkung  ausübt  als  die  beiden  Kräfte  P  und  Q  zusammen- 
Seocmmen,  also  deren  Resultante  ist.  Uieraus  folgt  zunächst  dieser  wich- 
I  %Satz:  Jede  zwei  Kräfte,  welche  auf  Einen  Punkt  wirken, 
'      haben  eine  Resultante. 
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Wag  die   Richtang  dieser  Resultante  anbetrifft,    so  kfinnen  wir  nur 
zwei  Bestimmungen  und  zwar   ganz   im   Allgemeinen  darüber  feststellen. 
Erstens   nämlich  wird  sie  in  einerlei  Ebene  mit  der  durch  die 
beiden  im  Punkt  A  zusammentreffenden  Richtungen  AM  ood 
AN  der  Seitenkräfte  P  und  Q  gelegten  Ebene  enthalten  sein 
müssen.     Denn   diese  beiden  Kräfte  wirken   nur  innerhalb   dieser  Ebene 
und  PS  ist  also  schon  deshalb  keine  Veranlassung  vorhanden,  weshalb  der 
sollicitirte  Punkt  aus  dieser  Ebene  heraustreten  sollte,    aber  selbst  wenn 
dieses  denkbar  wäre,  so  liegt  kein  Grund  vor,  weshalb  er  eher  nach  der 
vordem  als  vielleicht  symmetrisch  nach  der  hintern  Seite  der  Ebene  sich 
bewegen  sollte,  da  beide  Seiten  eine  vollkommen  gleiche  Berechtigung  ha- 
ben, und  er  wird  also  vermöge  des  Satzes  von  dem  zureichenden  Gniode 
in  der  Ebene  der  Gomposanten  P  und  Q  bleiben  müssen.  —  Zweitens 
wird  die  Resultante  in  den  kleineren  Winkel  fallen,    den  die 
Richtungen  der   beiden   Gomposanten   mit   einander   bilden. 
Denn  wenn  die  Kraft  P  allein  wirkte,  so  würde  sich  der  Punkt  A  in  der 
Geraden  AM  fortbewegen,  da  aber  die  Kraft  Q  dazu  kommt,  so  wird  diese 
ihn   nach  der  rechten  Seite  von  AM  hin  abziehn  und  wenn   andrerseits 
die  Kraft  Q  allein  wirkte,   so   würde  er   sich  in  der  Geraden  AN  fortbe- 
wegen,  während   er  durch   das  Hinzutreten  der  Kraft  P  nach    der  linken 
Seite  von  AN  hin  abgezogen  wird.     In  keinem  Fall  aber  wird   der  Punkt 
A  veranlasst,   in   den   Raum  U ,   Hnks   von   AM,    oder   in   den   Raum  F, 
rechts  von  AN  hineiuzugehn ,  er  niuss  also  innerhalb  des  spitzen  Winkels 
MAN  bleiben. 

Die  weitere  Frage  ist  nun  aber,  auf  welche  Weise  dieser  spitze 
Winkel  MAN  durch  die  Resultante  AV  gelheilt  wird.  Diese  kann  man 
nur  in  einem  einzigen  Falle  a  priori  beantworten.  Wenn  nämlich  beide 
Kräfe  P  und  Q  einander  gleich  sind,  so  ist  kein  Grund  vorhanden,  wes- 
halb die  Resultante  sich  mehr  der  einen  als  der  andern  Gomposanten  nä- 
hern sollte,  sie  muss  stets  gleich  weit  von  beiden  entfernt  bleiben,  d. b. 
sie  wird  den  Winkel  MAN  halbiren. 

Was  die  letzte  Frage,  nämlich  die  nach  der  Grösse  der  Resultante, 
d.  h.  nach  dem  Verhältniss  derselben  zu  den  Grössen  der  Gomposanten 
betrifft,  so  wird  man  nur  in  drei  Fällen  durch  einfaches  Raisonnement 
darüber  entscheiden  können,   wenn  der  Winkel  MAN  nändich  =  0  oder 
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=  ft  oder  Vi  ^  is^«  —     Wenn  der  Winkel  erstens  =  0  ist,  so  fallen 
nicht  nur  die  Riditungen  der  beiden  Kräfte  P  nnd  Q  zasammen,  sondern 
sie  wirken  auch   in  einerlei  Sinn  und  erhalten  deshalb  nach  dem  in  der 
Einleitung  entwickelten  Begriff  von  Kraft,   als  messbarer  Quantität,   die 
Summe  P  +  0  lu  ihrer  Resultante;  ganz  fihnlicb  ergibt  sich  bei  einem 
Winkel  =  180*,  wobei  die  beiden  Composanten  zwar  in  einerlei  Rich- 
tung, aber  in  gerade  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  die  Differenz  P — Q 
als    Resultante.      Für    beide  Fälle    zusammengenommen  kann  man  den 
SatZy  ausgedehnt  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften,   so  aussprechen: 
Von  beliebig   vielen  Kräften,   die  in   einerlei  Richtung 
wirken,  ist  die  Resultante  gleich  dem  Ueberschuss  der  Sum* 
me  derjenigen,  welche  in  dem  einenSinne  wirken,  über  die 
Summe  derer,  welche  in  dem  entgegengesetzten  Sinne  wir- 
ken and  sie  wirkt  selbst  indem  Sinne  der  grössern  Summe, 
Um  von  dem  dritten  Fall  zu  sprechen,  denke  man  sich  (Fig.  IL)  drei 
gleicbe  Kräfte  P  auf  den  Punkt  A  wirken  und  zwar  in   den   Richtungen 
AMp  AN,  AL,  welche,  je  zwei,  einen  Winkel  von  120®  mit  einander  bil- 
den.    Diese  drei  Kräfte   werden   sich   nolhwenJig  das  Gleichgewidit  oder 
denPunkti  in  Ruhe  halten  müssen;  denn  sollte  er  sich  nach  irgend  einer 
Seite  bin  bewegen,    so  stünde  gleich  die  Frage  frei,    weshalb  bewegt  er 
sich  gerade  nach  dieser  und  nicht  nach  einer  andern,  z.  ß.  nach  der  ge- 
rade entgegengesetzten  Seile,    da  alle   wegen   der  Symmetrie   der  Figur 
ganz  gleich  berechtigt  sind.     Nun  haben  wir  aber  S.  8.  §.  1.  gesehn,  dass 
wenn   mehre   Kräfte  sich   das  Gleichgewicht   halten,   jede   einzelne   Kraft 
gleich  und  gerade   entgegengesetzt  der  Resultante  der  übrigen   ist ;    also 
kann  hier  z.  ß.  die  in  der  Richtung  AL  wirkende  Kraft  P  als  die  der  Re- 
sultante der  beiden  nach  AM  und   AN  wirkenden  Kräfte   P  gleiche   und 
entgegengesetzte  betrachtet  werden.    Repräsentiren   A^her  AB  =^  AC=  AD 
die  Grösse  der  Kraft  P,  so  wird,    wenn  man  AB  über  A  hinaus  verlän- 
gert und   AB  =  AB  macht,  AE  die  Resultante  von  AC  und   AD  sein. 
Sie  halbirt  augenscheinlich  den  Winkel  CAD  und  indem  man  E  mit  C  und  D 
verbindet,  entsteht  ein  Parallelogramm,  in  welchem  AE  eine  Diagnonale  ist. 
Hierbei  ergibt  sich  beiläufig  für  den  speciellen  Fall  zweier  gleichen,  unter 
^nem  Winkel  von  120^  wirkenden  Kräfte,  dass  deren  Resultante  der  Grösse 
Qnd  Richtung  nadi  durch  die  Diagonale  eines  Parallelogramms  dargestellt 
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wird,  welches  man  aus  den  Verhältnisslinien  der  beiden  Composanten  und 
dem  zwischen  den  Richtungen  derselben  liegenden  Winkel  bildes  kann. 

lieber  die  Grösse  der  Resultante  wird  man ,  um  mich  so  aoMudrök- 
ken,  negative  Bestimmung  angeben  können.  Wenn  in  Fig.  L  in  den 
Richtungen  AM  und  AN  die  Kräfte  P  und  Q  wirken,  se  itrebt  die  Kraft 
0  mit  der  ihr  innewohnenden  Stärke  den  Punkt  A  in  der  Richtung  AS 
fortzubewegen ,  da  aber  zu  gleicher  Zeit  die  Kraft  P  ihreo  Einflose  aas- 
übt  und  den  Punkt  A  von  der  Richtung  AN  abzulenken  strebt,  so  wird 
sie  nicht  nur  nicht  die  Wirksamkeit  ^er  Kraft  Q  unterslötzen ,  sondern 
im  Gegentheil  deren  Intensität  schwächen,  so  dass  ni<?ht  die  ganse  Kraft 
Q,  sondern  nur  ein  Theil  derselben  zur  wirklichen  Bewegung  des  Purit- 
tes  A  in  der  Richtung  der  Resnitante  beiträgt.  Da  dasselbe  Raisonie- 
ment  in  Bezug  auf  die  Kraft  P  gilt,  so  folgt,  dass  die  Resultante  Jl  fei- 
ner als  die  Summe  P  +  0  der  beiden  Composanten  sein  muss.  Muri» 
dem  einen  Falll,  wenn  der  Winkel  MAN  =■  0  ist,  wen»  also  die  beiden 
Richtungen  AM  und  AN  zusammenfallen,  unterstützen  sich  die  Kräfte 
geradezu  und  es  wird  Ä  =  P  +  ()• 

Scholle.  So  wie  wir  im  Verlauf  dieses  %.  gesehn  haben,  dass  Je(fe 
zwei  Kräfte,  die  auf  einen  Punkt  wirken,  sich  in  eine  einzige  zusannaen- 
setzen  lassen,  deren  Richtung  innerhalb  des  kleinem  Winkels  liegt,  wel- 
chen die  Richtungen  der  beiden  gegebenen  Kräfte  mit  einander  bilden, 
ebenso  werden  wir  auch  umgekehrt  jede  einzelne  Kraft  als  die  Resultante 
von  zwei  andern  betrachten  können  oder  wir  werden  jede  Kraft  in  zwei 
andre  Kräfte  zerlegt  denken  können. 

Es  hat  sich  im  vorigen  S*  g^<)igti  dass  zwei  Kräfte,  welche  auf 
Einen  Punkt  wirken,  deren  Richtungen  also  einen  Winkel  mit  einander 
bilden,  stets  eine  Resultante  haben  müssen ;  es  ist  nun  die  nächste  Frage« 
wie  es  sich  mit  zwei  Krallen  verhält,  deren  RichtJingen  unter  einander 
parallel  sind. 

Es  mögen  Fig.  lU.  A  und  B  zwei  auf  irgend  eine  Weise  fest  und  ntk" 
veränderlich  mit  einander  veibuudenc  Punkte  sein,  an  welchen  in  den  pa-^ 
rallelen  Richlungeu  AD  und  BE  die  Kräfte  P  und  Q  in  demselben  Siuo« 
wirken.    Oa  nach  der  Voraussüetzung  die  Verbindungslinie  AB  starr  iui<i 
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unaiisdehBbar  ist,   so  wird  man  ao  deren  Endpunkten  zwei  in  einerlei 
Riditnng  mit  der  Linie,  aber  in  gerade  entgegengesetzlem  Sinn  AFund 
BG  wirkende  gleiche  Kräfte  S  ond  T  anbringen  können,  welche,  weil  sie 
sich  nolhwcndig  das  Gleichgewicht  halten,    durchaus  keinen  Einfluss  auf 
das  ganze  System  haben  können,   so  dass  die  Wirkung  von  P  und  Q  in 
keinerlei  Weise  geändert  wird,  durch  das  Hinzufagen  von  S  und  7.    Die 
jetzt  Torbandenen  vier  Kräfte  können  wir  auf  beliebige  Weise  combiniren. 
Wir  denken  uns ,  dass  auf  den  Punkt  A  die  beiden  Kräfte  S  und  P  un- 
ter dem  Winkel  FAD  wirken.     Diese  werden   sich  nach  dem  vorigen  §. 
in  eine  Mittelkraft  rereinigcn  lassen,    deren   Richtung  AU  innerhalb  des 
Wiikels  FAU  liegt.     Ebenso  werden   sich  die  beiden   am   Punkt  B  wir- 
kenden Kräfte  T  und  Q  in  eine  Mittelkraft  vereinigen  lassen,  deren  RichT 
tuiig  BJ  ijuierbalb  des  Winkels  GBE  liegl.    Die  Richtungen  dieser  beiden 
Resultanten  AU  uud  BJ  werden,   rückwärts  verlängert,  sich  nothwendig 
in  einem  Punkte  K  irelTea  müssen.     Da  wir  hier,  wie  überall,  das  ^anze 
Pttikten-  UBd  Liniensystem  als  in  sich  nnveränderlicb  fest  betrachten,  se 
dass  also  auch  AK  und  BK  starre  unausdefanbare  Linien  sind,  so  werden 
(oach  S.  8.)  die  Angriffspunkte  der  beiden   nach  AH  und   nach  Bi  wir* 
kende»  Kräfte  nach  K  übertragen   werden  könuen   und   werden  jetzt  als 
zwei  auf  Einen  Punkt  wirkende  Kiäfte  in  eine  einzige  Mittelkraft  vereinigt 
werden  können,  deren  Richtung  KL  innerhalb  des  Winkels  AiT^  liegt  und 
deshalb  die  Verbindungsünie  AB  der  Auheftuugsput)kte  der  beiden  ursprüng- 
lich gegebenen  Kräfte  in  einem  gewissen  Punkte  C  schneiden  wird.    Die  fon 
Aaarii  JT  übertragene  Kraft  AU  können  wir  offenbar  wieder  in  zwei  Seiten^ 
kräfte  zerlegen,   deren   Grösse    und  Richtungen   wir  in  diesem  Fall  auch 
kennen  werden,  da  wir  wissen,  wie  AU  entstanden  ist;  wir  werden  nur  Kit 
parallel  und  gleich  AD^=^P  und  KF'  parallel  und  gleich  AF  =:  <S  zu  machen 
kaben*    Ebenso  wird  sich  die  nach  K  übertragene  Kraft  BJ  in  die  beiden 
Seilenkräfte  KN  #  BE  =  Q  und  KG'  #  BG  ==  T  zerlegen.     Hierdurch 
reduciren  steh  die  eigentlich  in  A  und  B  gegebenen  Kräfte  auf  die  vier 
in  K  wirkenden  KM,  KN,  KF*  uud  KG'.     Da  die  beiden  leUteru  gleich 
UBd  gerade  entgegengesetzt  sind,    so  heben   sie  aich   ohne  Weiteres  auf 
^d  es  bleiben  eur  die  beiden  erstem  KM  und  KN  übrig,  die,   weil  sie 
l^eide  paralkl  mit  AD  und  B£  sind,  in  Eine  Gerade  zusammen£allen  und 
sich  also  ma  P  +  Q  zusammenaddiren,  welches  somit  die  Resullanle  der 
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beiden  gegebenen  Kräfte  ist.  Nun  können  wir  aber  den  Angriffspunkt 
dieser  Kraft  nach  einem  beliebigen  Punkt  ibrer  Richtung,  also  auch  nach 
C  übertragen  und  erbalten  dadurch  zunächst  diesen,  noch  nicht  ganz  er- 
schöpfenden Lehrsatz: 

Wenn  auf  die  Endpunkte  einer  starren  unausdehnba- 
ren Linie  (^AB)  zwei  Kräfte  (P  und  Q)  in  unter  sich  paralle- 
len Richtungen  (AD  und  BE)  wirken,  so  haben  diese  eine  Re- 
sultante und  zwar  ist  deren  Grösse  gleich  der  Summe  (P+0) 
und  deren  Richtung  parallel  der  gemeinsamen  Richtung 
der  beiden  gegebenen  Kräfte,  ihr  Angriffspunkt  iC)  liegt 
auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  ersten  Angriffspunkte 
{A  und  B)  und  zwar  zwischen  beiden. 

Es  fehlt  jetzt  noch  die  Bestimmung   der  Lage  des  AnheftunggpuakU 
C  der  Resultante  in  Bezug  auf  die  Anbeflungspunkte  (il  und  B)  der  bei- 
den Composanten.    In  einem  spcciellen  Fall   kann  man  diese  Frage  oboe 
Schwierigkeit  beantworten.    Sind  nämlich  die  beiden  Kräfte  P  und  Q  ein- 
ander gleich ,   so  werden    natürlich  die  beiden  partiellen  Resultanten  AB 
und  BJ  an  beiden  Punkten  A  und  B  symmetrisch  gegen  ihre  ComposaB- 
ten  liegen ,   d.  h.  es  werden  die  Winkel  FAH  =  GBJ  und  DAH  »  DU 
sein,   also   auch  deren   rcspcctive  Scheitel-  und  correspondirenden  Win- 
kel :  KAB  ==  KBA  und  AKC  =  BKC,  mithin  wird  das  Dreieck  AKB  ein 
gleichschenkliges  und  KC  ist  darin  eine  Linie,  welche  den  Winkel  an  der 
Spitze  halbirt,  und  hieraus  folgt,  dass  durch  diese  Linie  auch  die  Grund- 
linie halbirt  werden  muss,    dass  also  AC  =?  BC  sein   muss.     Sind  da- 
her  die    beiden   an   den  Enden   einer  starren  Linie  wirken- 
den Parallel  -  Kräfte  einander  gleich,    so    liegt   der  Anhef- 
tungspunkt  ihrer  Resultante  in  derMitte  zwischen  beiden; 
diese  Resultante  ist   das  Doppelte   der   einen  Composante 
und  parallel  damit. 

Ohne  weiteres  Raisonnement  ergibt  sich  hieraus  unmittelbar  folgende 
Erweiterung  dieses  Satzes: 

Wenn  man  eine  beli-ebige  gerade  Anzahl  parallel  wir- 
kender Kräfte  hat,  von  welchen  je  zwei  immer  unter  einan- 
der gleidi  und  symmetrisch  in  gleichen  Entfernungen  tob 
8er  Mitte  einer  geraden  Linie  angebracht  sind,  so  ist  ihre 
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gemeinsame  Resultante  gleich  der  Summe  aller,  ihre  Rich- 
tung parallel  der  gemeinsamen  Richtung  der  einzelneu 
Kräfte  und    ihr   Anheflungspunkt   die   erwähnte    Mitte   der 

Linie. 

Scholie.  Dieser  Satz  lässt  sich  ofTenbar  umkehren:  Man  kann  jede 
KraR  in  so  viele  Paare  gleicher  mit  ihr  paralleler  KräRe  zerlegen,  als 
man  will,  wenn  ihre  Anheftungspunkte  nur  symmetrisch  um  den  Anhef- 
tungspunkt  der  gegebenen  Kraft  liegen  und  ihre  Ge$ammtsumme  gleicli 
dieser  ursprünglichen  Kraft  ist. 

Um  nun  im  Allgemeinen  den  Anheflungspunkt  der  Resultante  zweier 
parallelen  Kräfte  zu  finden,  so  mögen  Fig.  IV.  an  der  starren  unausdehn- 
baren Linie  AB  die  Kräfte  P  und  Q  wirken.  Wir  unterscheiden  hier  zwei 
Fälle,  je  nachdem  die  Kräfte  P  und  Q  commensurable  oder  incommen- 
surable  Grössen  sind.  *) 

a)  Wenn  die  Krälte  P  und  Q  commensurable  Grössen  sind ,  d.  h. 
wenm  zwischen  ihnen  ein  rationales  Verhältniss  m:n  stattfindet. 

Man  theile  die  gegebene  Linie  AB  in  dem  Punkte  H  nach  diesem 
selben  Verhältniss,  so  dass 

AH:BH  =  m:n=^P:Q 

Man  verlängere  AB  über  A  hinaus  um  AG  ===  AH  und  über  B  hin- 
aus um  BK  =  B/7,  dann  werden  in  GH,  2  m  solcher  Längeneinheiten 
enthalten  sein,  als  in  KH  deren  2n  sind.  Nun  kann  man  sich  aber  die 
Kraft  P  in  2m  Krafleinheiten  zerlogt  denken,  dann  wird  die  Kraft  Q 
2n  Krafteinheilen  derselben  Gattung  enthalten.  Nach  der  obigen  Scho- 
lie kann  man  P  ersetzen  durch  die  in  ihr  enthaltenen  2m  Theile,  wenn 
man  sie  auf  GH  symmetrisch  um  A  vertheilt,  alle  parallel  mit  AP,  und 
ebenso  Q  durch  die  in  ihr  enthaltenen  2  n  Theile  (von  derselben  Grösse), 
wenn  man  sie  auf  KH  symmetrisch  um  B  vertheilt,  alle  parallel  mit  BQ, 


*)  Dieser  unterschied  zwischen  commensarabeln  ond  incommensarabeln  Grössen 
mässte^  streng  genommen,  bei  den  meisten  der  nachfolgenden  Untersuchungen  gemacht 
werden;  da  aber  die  jedesmalige  detaillirte  Durchführung  zu  viel  Zeit  und  Papier  weg- 
Dehmen  nnd  ansserdem  mehr  oder  weniger  immer  eine  Wiederholung  sein  würde,  da  die 
Methode  sich  tiemlich  gleich  bleibt,  so  wird  es  hinreichen,  diese  Unterscheidung  bei  dem 
gcgeowirtigen  Fondamentalsati  foIUtindig  darchzQarbeiten, 


—    16    — 

also  auch  parallel  mit  Af.     Auf  diese  Weise   sind  an  der  Linie   Gt  in 

immer  gleichen  Entfernungen  lauter  unter  sich  gleiche  parallele  Kräfte  in 

der  Anzahl   (2in  +  2n)  angebracht,    deren  Resultante   nach  dem  letzten 

Satz  in  der  Mitte  von  GK  d.  h.  in  C  liegt.     Nun  ist  aber 

AB  =  GC 

weil  jedes  die  Hälfte  von  GK  ist;  und  wenn  man  hiervon  abzieht 

AC  =  AC 
%o  bleibt  BC  ^  AG  :=i  AH; 

ebenso  wird  AC  =  BK  =  BH 

mithin  BC :  AC  =  AHTbW 

=:z  m  :  n 

^  P  :  Q 
d.  h.  der  Anheftung^punkt  C  der  Resultante  theilt  die  Linie  AB  nach  fcn 
umgekehrten  Yerhältniss  der  an  ihren  Endpunkten  wirkenden  Kr&fle. 

h)  Wenn  die  Kräfte  P  und  Q  incommensurable  Gr6ssefi  gind,  also 
das  zwischen  ihnen  stattfindende  Yerhältniss  nur  in  irrationalea  Zahleo 
ausgedrückt  werden  kann. 

Zunächst  wird  man  die  Richtigkeit  des  folgenden  Hilfssatzes  lekbt 
einsehn : 

Hiifssatz.  Wenn  man  irgend  zwei  parallele  Kräfte  Pund  Q  (gleich- 
giltig,  ob  commensurahel  oder  incommensurahel)  mit  ihren  Anheflungs- 
punkten  A  und  B  und  deren  Resultante  R'  mit  ihrem,  von  irgend  einem 
Wege  her  bekannten,  Anheflungspunkt  C  hat,  und  wenn  man  die  eine 
der  beiden  Seitenkräfte,  z.  B.  Q,  um  irgend  eine  Kraft,  die  S  heissen  mag, 
vergrösscrt,  so  wird  die  Resultante  von  P  und  Q  +  S  ihren  AnheftuBgs- 
punkt  zwischen  C  und  B  haben. 

Denn  um  die  Resultante  von  P  und  Q  +  S  zu  erhalten,  denke 
man  sich  erst  die  Resultante  R'  von  P  und  Q,  welche  in  C  angebracht 
ist  und  dann  die  Resultante  von  R'  und  5,  so  muss  diese  nach  dem 
ersten  Satz  in  diesem  §.  zwischen  C  und  B  fallen. 

PTehmen  wir  jetzt  in  Fig. IV.  die  Kräfte  incommensurahel,  so  (heilen 
wir  die  Linie  AB  nach  demselben  irrationalen  Verhältnisse  was  natürhcb 
ausführbar  ist,  da  das  irrationale  Yerhältniss  der  Kräfte  als  durch  in- 
cojnmensurable  Lisien  gegeben  gedacht  werden  kann;  wir  theilea  also 
AB  so,  dass  AC.BC^Q.P 


I  9>' 
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oivi  behaupte  nun,  dass  (7  der  AnhefloDgspunkt  der  Resultante  Jt  sep, 
mdsse.  Gesetzt  dteae^  Punkt  wUre  nicht  der  richtige ,  so  möge  es  der, 
natirlich  tmi  eine  endliche  Grösse  davon  entfernte  Punkt  L  sein  (der  hier 
zalälltg  nach  B  hro  Hegend  angenommen  ist;  wenn  er  nach  der  andern 
6eke  hin  angenomroeB  wird,  gestaltet  sich  das  Raisonneroent  offenbar 
gaoK  ähnlich).  Man  wird  nun  offenbar  AB  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile 
theiiea  kOmieii,  welche  kleiner  als  die  als  endliche  Grösse  angenommene 
Entfernung  ?on  C  bis  L  ist,  so  dass  wenigstens  ein  Theilungspunkt  zwi- 
•cbeii  C  und  L  etwa  nach  J  fSüt.  Dann  werden  ÄJ  und  BJ  commensu- 
rd>el  seift  mid  es  wird  der  Punkt  J  betraditet  werden  können  als  der 
AriieftuiigspiHikt  der  Resultante  zweier  Kräfte  P  und  Q*  (in  i  und  B), 
welche  nach  der  torigen  Nr.  a.  dieser  Gleichung  genfigen: 

AJ:BJ^Q'  :P 
es  war  abef  AC:BC=:Q:P 

flierMM  wird; 

(?=^undO'  =  ^=P>^±'^''! 
^        ÄC      "^        ÄJ         ^-  BC—CJ 

Iac.bc^ac.cA 

oder  0  =  P.  ^ 1 

BCIbC-'CJ] 

^i    ^Uc.BC+BacJi 

and  Q'=iPA * 

BC.^BC—CJ^ 

Es  war  aber  X  als  der  AnhefUingspuAkt  der  Resultante  von  P  und  Q 
»ogeBoounen ,  akM>  mösste,  nach  dem  angeführten  Hilfssatz,  d«r  Anbef- 
tuDgspunkt  der  Resultante  f on  P  und  der  grössern  Q'  zwischen  L  und  B 
fallen,  er  soll  aber  in  J  liegen.  Dieses  ist  ein  Widerspruch.  Es  ist  da- 
her nicht  erlaubt  anzunehmen ,  dass  der  Anbeflungspunkt  von  P  und  Q 
>n  einen  solchen  Punkt,  wie  L  falle,  der  von  dem  oben  definirten  Punkt 
^  verschieden  ist. 

FasMS  war  nun  idkes,  was  bisher  in  diesem  $.  gesagt  ist,  zusam- 
^«  «•  erbalten  wir  folgendea 

The^jrem.  W.e4iti  an  den  Endpunkten  einer  starren  un* 
ausdehnbaren  Lii^ie  zwei  parallele  Kräfte  in  demselben 
Biane  wiritin,  so  lassen  sich  dies^e  in  eine  «innige  Kraft 
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zusammensetzen,  welche  gleich  ist  ihrer  Summen  mit  ihnen 
in  paralleler  Richtung  und  in  demselben  Sinne  wirkt,,  und 
deren  Anheftungspunkt  auf  der  gegebenen  starren  Linie 
so  liegt,  dass  diese  nach  dem  indirecten  Verhältnissj  der 
an  den  Endpunkten  wirkenden  Kräfte  getheilt  wird,  oder 
so,  dass  die  Producte  aus  jeder  Kraft  in  den  anliegenden 
Abschnitt  der  Linie  zu  beiden  Seiten  dieses  Punktes  gleich 
sind. 

Wenn  in  dem  Punkte  C  (Fig.  IV.)  sUlt  der  Kraft  /l'==P4-Q  eine 
gleiche  aber  in  gerade  entgegengesetztem  Sinn  wirkende  Kraft  Jl  ange- 
bracht wird,  oder  wenn  der  Punkt  unterstützt  wird,  so  dass  er  nicht 
nach  unten  entweichen  kann,  so  werden  dadurch  die  Kräfte  P  und  Q  m 
Gleichgewicht  gehalten  werden.  Man  nennt  aber  bekanntlich  dieses  ganie 
Liniensystem  einen  zweiarmigen  Hebel,  AC  und  BC  die  Hebel- 
arme, C  den  Unterstutzungspunkt.  Das  obige  Theorem  ist  das  so* 
genannte  Princip  des  Hebels,  welches  sich  dann  einfacher  auf  fol- 
gende Aussprache  reducirt: 

Zwei  an  einem  zweiarmigen  Hebel  wirkende  parallele 
Kräfte  sind  im  Gleichgewicht,  wenn  die  Producte  aus  Kraft 
in  Hebelarm  zu  beiden  Seiten  des  Unterstützungspunktes 
einander  gleich  sind. 

Aber  auch  diese  Fassung  kann  man  noch  ändern  und  in  bessere 
Uebereinstimmung  mit  dem  weitern  Verlauf  der  Untersucbaogen  bringeft 
Denn  wenn  man  ?on  dem  Unterstützungspunkt  C  Perpendikel  CD^poirf 
CE=^q  auf  die  Richtungen  der  beiden  Kräfte  P  und  Q  fallt,  so  ist  of- 
fenbar AC:BC—CD:CE 

mithin  nach  obigem  Haupttheorem 

p:q:=^Q:P 
oder  P.p=Q.q 

Nun  nennt  man  aber  im  Allgemeinen  das  Product  aus  einer  Kraft  in 
die  senkrechte  Entfernung  eines  Punktes  von  der  Richtung  der  Kraft  <to 
Moment  der  Kraft  in  Bezug  auf  diesen  Punkt.  •  Hiemach  batet 
das  Princip  des  Hebels  jetzt  so: 

Zwei  an  einem  zweiarmigen  Hebel  wirkende  parallol^ 


'  i 
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KrSfte  sind  im  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Momente  in  Bezug 
auf  den  Unterslutzungspunkt  einander  gleich  sind.  *) 

|.  4. 

Wenn  in  dem  System  Fig.  IV.  die  beiden  in  Einem  Sinn  wirkenden 
parallelen  Kräfte  P  und  Q  als  gegeben  angenommen  werden,  so  wird  ih- 
nen« wie  wir  gesehn  haben,  das  Gleichgewicht  gehalten  durch  eine  Kraft 
R=^P+Qj  welche  in  entgegengesetztem  Sinne  und  in  solcher  parallelen 
Richtung  wirkt,  dass  deren  Entfernungen  p  und  q  von  den  Richtungen 
der  beiden  Kräfte  sich  durch  die  Gleichung  Pp  =  Q,q  bestimmen.  Wir 
können  aber  auch  die  Kräfte  P  und  R  als  gegeben  annehmen  und  deren 
WirkoDg  wird  dann  durch  die  Kraft  Q^R — P  das  Gegengewicht  gehal- 


*)  Es  dfirfte   nicht  uninteressant  sein  einen  ganz  eigentbümlicben,   ich  möchte  fast 
ttgea  materiellen  Beweis  des  Satzfs  Tom  Hebel  hier  mit  anzufahren ,  welchen  ein  holUn- 
4isciicr  Matheoiatiker  Simon  Slevim  (Ende  des  16.  und  Anfang  des  17.  Jahrhunderts)  in 
seiner  Statik  gegeben  hat, 

lUo  denke  sich  Fig.  V.  einen  materielleo  Stab  AB,  der  durcbgkngig  homogen^  Oberall 
gleich  stark  and  gleich  schwer  ist,   so  wird  dieser  offenbar  in  Ruhe  sein,  wenn  er  in 
seiner  Mitte  C  unterstützt  oder  anfgehdngt  ist.     Wenn  man  nun   die  Linie  DE,  gleich  der 
halben  Länge  des  Stabes  AB,  anf  unwandelbare  Art  in  den  willkOrlichen  Punkten  H  und  J 
mit  diesem  Stabe  verbunden  denkt,  wobei  DE  zwar  als  starre  unausdebnbare,  aber  den* 
noch   als  mathematische  Linie  d.  h.  ohne  Schwere  angenommen  wird,   so  wird  der  Stab 
anch  noch  in  Rohe  bleiben,  wenn  der  Anheftungspunkt  der  unlerstAtzenden  oder  aufhän- 
genden Kraft  von  C  nach  irgend  einem  Punkt  ihrer  Richtung,   also  etwa   nach  K  verlegt 
wird.     Macht  man   darauf //G'=i7>l,    wodurch   auch,   weil  DE=^I^AB   ist,  J6=JB  wird 
Qsd  schneidet  den  Stab  bei  G  durch,  so  wird  alles  im  ungestörten  Gleichgewicht  bleiben, 
denn  die  durchweg  homogene  Masse  AG  ist  in  ihrer  Mitte  //  und  ebenso  BG  in  der  MiUe 
J  aufgehängt,  und  somit  in  Ruhe  gehalten.    Nun  ist 

also  AH=*UAG^KE 

DDd  BC=^ED 

also  BJ  =  y^BG=KD, 

mithin  wird  %AG:^/^BG==K£:ED 

oder  AG:BG  =  äE:KD. 

Es  steilen  aber  hieri4C  und  BC  Theile  des  massiven  Stabs,  also  Gewichte  oder  Krifte 
ver,  wihrend  KS  und  KD  Hebelarme  des  in  K  unterstauten  Hebels  sind;  sonach  entbilt 
diese  Gleichung  das  Princip  des  Hebels, 
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im*    Zur  Begtimmung  der  Entfernung  lg  +  q)  der  Richtung  dieser  Resul- 
tante *)  von  der  Kraft  P  erhält  man  «ms. 
P:Q  =  q:p 

{P+Q):Q  =  (p  +  q)  ipoäevR:  (R—P)  =^(p  +  q)  :p 

,  .  R.p       .  P.p 

ako         P  +  i"='^iiZIp^^^i^'RlIp 

Wir  werden  also  unter  allen  Umständen  fftr  zwei  parallele  Kräfte, 
mOgen  sie  in  gleichem  oder  in  entgegengesetztem  Sinn  wirkes,  die  Re- 
sultante and  deren  Entfernung  von  der  einen  der  gegebenen  Kräfte  finden 
kennen.  Wir  lassen  hier  aber  den  einen  speciellen  Fall,  dass  die  beiden 
gegebenen  parallelen  Kräfte,  wenn  sie  im  entgegengesetzten  Sinn  nnd 
Hiebt  a«f  denselben  Punkt  wiricen«  einander  gleich  sind,  gänzlieb  ausser 
Beachtung,  da  dieser  später,  im  $.  6  noch  besonders  bebandelt  wer- 
den soll. 

Wenn  man  erst  kennen  gelernt  hat,  wie  man  zwei  parallele  KrIAe  in 
eine  Resultante  zusammensetzen  kann,  so  wird  man  auch  sehr  leicbldie 
umgekehrte  Aufgabe  lösen  können ,  nämlich ,  jede  Kraft  in  zwei  paraHeh 
Seilenkräfte  zu  zerlegen.  Denn  wären  z.  B.  ausser  der  Kraft  R  noch  die 
Anlieftnngspunkte  der  beiden  gesuchten  Seitenkräfte,  also  p  und  q  gege- 

ben,  s»  wiren  diese  Kräfte  selbst:  P=:— — und  Q=i—, — ;  oder  wäre 

P+q  P  +  i 

neben  R  noch  eine   der  andern  Kräfte,  etwa  Q  mit  ihrem  Anheftuogs- 
pimkt  gegeben,  so  würde  man  die  andre  Composante  und  deren  Anhef- 

tungspunkt  finden:  P=R —  Q  und  p==  ^^• 

Femer  wird  sich  der  Satz  fon  der  Zusammensetzung  zweier  parti' 
lelen  Kräfte  feidit  auf  jede  beliebige  Anzahl  ausdehnen  lassen.  Wenn 
nämlich  irgend  eine  Anzahl  paralleler  Kräfte  P^P^P^..*.  gegeben  ist, 
welche  anf  ein  System  von  unter  sich  fest  verbundenen  Punkten  wirkeo, 


*)  Das  Wort  Resultante  soll  im  Fotgenden  nicht  immer  in  seinem  strengsten  ShUt 
d.  h.  als  Vertreterin  der  Gesammtwirtnirf  meiirar  Krlifle  genommen  werden ,  sondeni  ts 
soll  auch  darunter,  nur  der  kfirzern  Ausspräche  wegen,  diejenige  Kraft  ferstanden  wt^ 
4«a^  welche  gltkh  nnd  gerade  enlgegeogesctzi  der  eigenüick«n  ResullMte  itt  liissTt^ 
aNMniiM  CBlstehB  da4areh  m  der  RegeJ  aickt;  sollte  dieses  möglich  scia,  sowird  jedir 
ssit  eine  niliere  Bestimmung  hinzogef&gt  werden« 
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so  Tereinigt  man  zuerst  P^  und  P^  '^  ^i  +  ^2 «  angebracht  in  einem 
nach  den  FrAbeni  bestimmten  PuBkt  dar  Verbindangslinie  der  Anheftangs- 
punkte  d«r  beiden  Krftfte  P|  und  P, ;  indem  man  diesen  neuen  PmAi  mit  dem 
Anbeftungsponkt  der  dritten  Kraft  P^  durch  eine  gerade  Linie  vetUndef, 
bestimmtman  auf  dieser  den  Anheftungapuukt  der  Resultanten  P|  +p2+Ps  Tutt 
P|4-Ps  und  P3  lus.  w.  f.  Dadurch  erhält  man  als  Gesammt-Restritante 
die  Snnffie  simmtlicher  gegebenen  parallelen  KrSfte,  wobei  man  aber 
wohl  darauf  achteo  muss,  diejenigen  Kräfte,  welche  in  dem  einen'Sinne 
wirke»!  ^  positiv»  dagegen  die  in*  entgegengesetztem  Simi  wirkenden  als 
negitiv  zu  nehmen;  so  dass  man  also  auch  sagen  kann:  die  Resultante 
■ihrer  parallelen  Kräfte  ist  gleidi  dem  Ueberscbuss  der  Summe  der 
Krifte,  welche  in  dem  einen  Sinn  wirken,  fiber  die  Summe  der  Kräfte, 
welebe  ni  dem  gerade 'entgegengesetzten  Sinn  wirken.  Der  speeielle  FaB, 
dass  beide  Summen  einander  gleich  sind  und  nicht  zufUlig  auf  einen  und 
desselben  Pnokt  wirken,  wo  sie  sieh  daim  geradezu  gegen  einander  fae^ 
beft,  «011  hier  ebeiilalls,  wie  schon  oben  bemerkt,  Kr  den  g^nwirtigetf 
isgCBblidt  unbeachtet  bleiben. 

Sine  beiläufige  Bemerkung,  die  im  weitern  Verlauf  der  Uatersuohufig 
Ton  Wkhiigkeit  wird,  mag  hier  noch  ihre  Stelle  finden,  da  sie  sich  un^ 
nittelhar  s9  das  Gesagte  anknüpft.  Wenn  man  ein  System  von  paralte^ 
len  Kriften  bat,  welche  auf  eine  Verbindung  von  Punkten  wirken/  so 
findet  nan  nach  dem  forhin  GösAgten  einen  gewissen  Ankeftangspnnkt 
ihrer  ResuUantep  Denkt  mao  sich  nnii  die  Riclituogen  sämmtlieher  KrAfte 
geändert,  aber  so  dass  sie  in  ihrer  neuen  Lage  wieder  alle  unter  ein«« 
ander  parallel  sind,  während  die  Stftrke  der  einednen  Kräfte,  so  wie  auch 
deren  Anknöpfungspunkte  ungeänderl  dieselben  bleiben ,  so  wird  auch  der 
Anknüpfungspunkt  der  Resultante  bei  dieser  geänderten  Lage  derselbe  als 
der  firöhere  sei»»  da  dersdbe  jmt  von  der  gegenieitigeo  Entfernung  der  AUf« 
knöpfiiBgspiiikte  der  eifizelnea  Kräfte  und  von  dem  Terhältniss  der  Gfiese 
dieser  Krifte  abhlngig  ist.  Die  Resiütante  gebt  also  bei  aUen  mßgKcbeii 
Lagen  des  Systems,  wenn  die  einzelnen  Kräfte  nnr  siels  nter  einander 
psralld  siftd,  durch  einen  und  denselb^  Punkt»  Dieser  Pnnki  beissl  der 
Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte,  weicher. eine  besendre  Bede»* 
tang  erhält  bei  der  Untersucbang  über  den  Schwerpunkt 
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Wir  haben  io  $.  2  geftehn ,  dasa  zwei  aof  einen  Punkt  wirkende  Krlfte 
eine  Resultante  Iiaben,  welche  auf  denselben  Punkt  wirkt,  und*  dass  deren 
Richtung  innerhalb  des  kleinem,  von  den  Richtungen  der  beiden  gege- 
benen Kräfte  gebildeten,  Winkels  falle,  wie  aber  dieser  Winkd  getbeilt 
wird  und  in  welchem  Verhältniss  die  Grösse  der  Resultante  zu  der  der 
beiden  Composanten  stehe,  soll  jetzt  mit  Hilfe  des  in  $.3.  entwickelten 
Princips  des  Hebels  für  parallele  Kräfte  bestimmt  werden. 

Es  mögen  in  Fig.  VI.  die  beiden  Kräfte  P  und  Q  auf  den  Punkt  i 
wirken  und  es  mögen  AB  und  ÄC  die  Verhältnisslinien  der  beiden  Krifle 
sein ,  so  mache  man  CE=  AB  und  ziehe  BF  parallel  mit  AB.  Denkt  man 
sich  nun  in  der  Richtung  dieser  Linie  in  F  die  Kraft  Q^  und  in  JF  in 
gerade  entgegengesetztem  Sinn  die  Kraft  Q'^  angebracht,  beide  unter  ein- 
ander und  auch  der  Kraft  Q  gleich,  so  wird  dadurch  Nichts  in  dem 
ganzen  System  geändert  werden,  wenn,  wie  immer«  das  ganae  LiniennetK 
als  ein  starres  unausdehnbares  betrachtet  wird ,  und  wird  daher  die  Re- 
sultante der  vier  Kräfte  P,  (?,  Q',  Q"  dieselbe  sein  als  die  der  beiden 
Kräfte  P  und  Q.  Denkt  man  sich  nun  (was  nach  $.  1.  S.  7  gestattet  ist) 
die  Kraft  Q  statt  in  A  jetzt  in  B  angebracht,  so  wirken  auf  deo  tat( 
B  die  beiden  unter  sich  gleichen  Kräfte  Q  und  Q'\  deren  ResuhaateT 
(nach  $.  2.  S.  9)  QBQ"  halbiren  wird.  Wenn  man  ebenso  die  Kraft  P  statt 
in  A  jetzt  in  B  angeheftet  denkt,  so  hat  man  an  den  Endpunkten  der 
starren  Linie  BF  die  beiden  paraUelen  Kräfte  P  und  Q*  wirkend,  deren  Resul- 
tante 5  (nach  $.  3.  S.  lö)  ihren  Anbeftungspunkt  in  D  hat,  wenn  dieser 
die  Linie  BF  so  theilt ,  dass 

BD:FD=ffxP 

-QP 

^AC.AB 
ist«  Es  ist  aber  ersichtlich,  dass  D  die  Spitze  eines  Parallelogramms  ist, 
welches  man  aus  AB  und  AC,  den  Verhältnisslinien  der  beiden,  Kräfte  f 
und  Q  und  aus  dem  zwisdienliegenden  Winkel  A  bildet.  Hierbei  ergibt 
sich  femer,  da  CB^AB  gemadit  wurde,  also  auch  =(7/>  ist,  dass  die 
Figur  CDFB  ein  Rhombus  ist,  dass  also  die  vorhin  gefundene  RicbtuDK 
der  partieUen  Resultante  T  rückwärts  verlängert  durch  D  geht.  Dedrt 
man  sich  nun  diese  Kraft  T  statt  in  B  jetzt  in  D  angeheftet,   so  habes 


—    28    — 

wir  statt  der  frohem  vier  RrSfle  P,  Q,  Q\  Q"  oder  statt  der  beiden  ur- 
sprftnglichen  Kräfte  P  und  Q  die  beideo  neuen  KrSfte  S  und  7,  welche  beide 
aof  den  Punkt  D  wirken,  deren  Resultante  R  also  auch  durch  denselben 
Punkt  D  gehn  muss.  Dieses  muss  aber  stets  stattfinden,  wie  gross  oder 
wie  klein  die  Yerhiltnisslinien  AB  und  ÄC  auch  angenommen  werden 
mögen.  Die  bei  den  yerscliiedenen  Verhältnissgrösscn  entstehenden  Pa- 
rallelogramme werden  alle  dem  Parallelogramm  ABDC  ähnlich  sein  und 
nach  einem,  dem  so  eben  angestellten  analogen  Raisonnement,  wird  die 
Resultante  immer  durch  den  Angriffspunkt  Ä  und  durch  die  gegehuber- 
liegeode  Ecke  des  Parallelogramms  gehn.  Da  alle  diese  Ecken  in  einer 
genden  Linie  liegen,  so  haben  wir  zunächst  diesen  Satz:  Wenn  zwei 
Kräfte  P  und  Q  nnter  einem  Winkel  BAC  auT  einen  Punkt  A 
wirken,  so  trageman  auf  ihren  Richtungen  die  Verhältniss- 
linien iA,  ilC  ihrer  Stärke  auf,  vollende  das  Parallelogramm 
ABDCy  dann  ist  die  Diagonale  AD  die  Richtung  ihrer  Re- 
snltante. 

Ans  diesem  Satz  folgt  unmittelbar  folgender 

Zusatz:  Wenn  man  die  Richtungen  AP  und  AQ  zweier  Kräfte  und 
audi  die  Richtung  AK  ihrer  Resultante  kennt,  so  wird  man  sogleich  das 
Verhiltniss  der  Stärke  der  beiden  Composanten  finden  können,  wenn  man 
von  einem  beliebigen  Punkt  D  der  Richtung  der  Resultante  Parallele  DC 
und  DB  mit  den  Richtungen  der  beiden  Kräfte  P  nud  Q  sieht;  es  wer- 
den alsdann  die  dadurch  abgeschnittenen  StQcke  AB  und  AC  die  Ver* 
bältnisslinien  der  beiden  P  und  Q  sein. 

Um  nun  auch  noch  die  Verhältnisslinie  der  Grösse  der  Resultante  R 
zu  bestimmen,  denke  man  sich  die  Diagonale  DA  über  A  hinaus  nach 
AM  bin  verlängert  und  denke  in  dieser  Richtung  und  in  diesem  Sinn 
die  ihrer  Grösse  nach  noch  unbekannte  Kraft  R  angebracht,  so  werden 
diese  drei  Kräfte  P,  0,  A  sich  das  Gleichgewicht  halten  und  man  wird 
jede  einzelne  von  ihnen,  z.  B.  Q,  als  die  Resultante  der  beiden  übrigen  P 
und  JI  betrachten  können.  Verlängert  man  nun  die  Richtung  der  Kraft 
Q  über  A  hinaus  nach  AN^  so  wird  dieses  die  Richtung  der  Resultante 
der  beiden  nach  AP  und  AM  wirkenden  Kräfte.  Zieht  man  nun  nach  dem 
vorhin  angeführten  Zusatz  von  einem  Punkt  auf  AN  und  zwar  von  G  aus, 
wenn  beiläufig  AG^AC  gleich  der  Verhältnisslinie  der  Kraft  Q  ist,   eine 
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Parallele  mit  Ulf,  so  trifft  diese  die  AP  in  dem  Punkt  B,  so  daes  AB 
die  frühere  und  auch  die  jetzige  VerUUnisslinie  der  Kraft  P  ist«  Ee  wird 
aber  femer,  wenn  man  GH  parallel  mit  AB  zieht,  AH  die  VerhUtniaslinie 
der  Kralt  ü,  so  dass  Psieb  zu  ü  verhält,  wie  AB  zu  AH  und  da  AG^AC 
und,  wie  leicht  aus  der  Construetion  ersichtlich,  AH^BG=iAD  ist,  so 
folgt 

P:Q:R  =  AB:AC:AD 
d.  h.  wir  erhalten  jetzt  folgenden  allgemeinen,  unter  dem  Namen  des  Prin- 

m 

cips  des  Parallelogramms  der  Kräfte  bekannten 

Satz:  Wenn  zwei  auf  einen  Punkt  A  wirkende  Kräfte  P 
und  Q  durch  die  Verhältnisslinien  AB  und  AC  repräseotirt 
werden,  so  stellt  die  Diagonale  AD  des  aus  jenen  beiden 
Kräften  und  dem  zwischenliegenden  Winkel  ihrer  Richtun- 
gen gebildeten  Parallelogramms  ABDC,  sowohl  der  Richtang 
als  der  Grösse  nach  die  Resultante  dar.*) 


*)  Wegen  der  Wichtigkeit  dieses  Satzes  soll  hier  noch  ein  anderer  Be- 
weis desselben  und  zwar,  der  Hauptsache  nach,  ebenso  wie  Um  Poissoa  io 
seinem  Trait^  de  m^canique  gegeben  bat,   milgetheilt  werden. 

Es  mögen  in  Fig.  VII.  auf  den  Punkt  M  in  den  Riebtungen  MA  und  MB 
die  beiden  gleichen  Kräfte  P  wirken,  so  wird  die  Richtung  der  Resultante  R 
die  Linie  AD  sein,  welche  (nach  S.  10^  den  Winkel  AMB=i2»  halbirt,  so 
dass  AMD^BMDt=tD  ist.  Die  Grösse  der  Resultante  R  wird  offenbar  ab- 
hängig sein  von  der  Grösse  der  Gomposante  P  und  von  dem  Wrokel  2«,  ao 
dass  wir  mit  vollem  Recht  setzen  dürfen  R  =  F  (P,  x).  Da  R  und  P  niebl 
absolut  bestimmte  Grössen  sind,  sondern  nur,  was  man  auch  fQr  eine  Mass* 
einheit  der  Rrflfte  wählen  mag,  ihr  gegenseitiges  Verhaltniss  dasselbe  bleiben 
muss,  so  folgt,  dass,  da  in  obiger  Gleichung  die  linke  Seite  vom  ersten  Grad 
in  Bezug  auf  R  ist,  wegen  der  erforderliehen  HoBaogenßität  eine»  Gleichung, 
auch  die  rechte  Seite  die  Grösse  P  nur  in  Aer  ersten  Poteez  und  Us  geneia- 
samen-  Factor  enthalten  muss. 

Hiernach  werden  wir  zu  setzen  haben:  A^P./(a;),  oder  wenn  man, 
wie  es  fQr  gegenwärtige  Untersuchung  passender  ist,  /"  (ob)  =  2 . 9)  (o?)  setzt: 

R=2P.q>(x). 

Man  kam  sieh  nun  aber  jede  der  beiden  KrSfte  P  als  die  Resultanti 
zweier  unter  euandiv  gleichen  KrSfle  Q  denken,  wenn  nur  die  Riehtungen  die- 
ser beiden  letztem,  einer  Seils  MA'  und  MA"  mit  MA  und  andrer  Seits  MB 
und  MB*'  mit  MB  gleiche  Winkel  baden.     Dieser  Winkel  A^MA^AMA'^s^ 


Die  geAindene  frofortiou  P\0:K^  ÄBUCtÄD  wird  sich  mit  Hilfe 
RMiMlrisdMr  AoMbtWDg  a«di  Miik  in  eine  aidre  Form  bringen  bseea; 
da  n&mlich  AB— CD  ist,  so  wird: 


B*MB^=:BMB"  soll  x  heissen.  ALsdann  wird  man  die  Kraft  JR  entweder  als 
die  Resultante  der  beiden  Krdfle  P  oder  als  die  Resultante  der  fief  gleiefieft 
Krifle  Q  beCraditen  können« 

Es  ist  aber  die  Kraft  P,  als  Resultante  der  beiden  gleichen  Krftfte  Q^ 
naeh  dem  Obigen  elfenbar: 

also  wird: 

Nim  kann  man  sieh  femer  die  beiden  Krtfle  Q^  welche  in  den  Rich- 
tungen MA'  und  MB*  wirken,  in  eine  ResuFtante  W  vereinigt  denken,  deren 
Ridilang  MD  sein  muss  und  deren  GrQsse,  analog,  durch 

sosgedrflckt  wird. 

Ebenso  werden  die  beide«  Kr&fte  Qj  welche  in  den  Richtungen  MA** 
and  MB"  wirken ,  sich  in  eine  ebenflflls  nach  MD  gerichtete  Resultante  JR'' 
vtreiiiigeny  deren  Grösse  auagedrödit  ist  dnrcb 

B!*^%Q.f(ß+%). 

Da  nnn  aber  R  sowolil,  als  B!  und  B!*  in  derselbsn  Richtung  MD  mt^ 
ken,  so  muss  offenbar: 

sein,  woraus  sich  nach  Einsetzung  der  angegebenen  Werthe  und  nach  Divi- 
sion durch  2  Q  folgende  Bedingungsgleidmug  s^ur  Bestimmung  der  Natur,  der 
Function  q>  ergibt: 

2y  (a?).^(a)  =  <]pr»— s)  +  ^(ir  +  sK 

Mtttt  kennen  wir  aber  a«a  der  Gleicbing  R^sz2F,^  (ae),  weil  (naoli  ^  1%} 
die  Resultante  R  stets  kleiner  als  2P  sein  muss,  für  die  Natur  d^  Punclieft 
noch  diese  wesentliche  Bestimmaag ,  dass*  ^  ix}  stets  zwischen  0  und  1  liegt, 
so  dass  man  stets  einen  Winkel  w  wird,  angaben  können,  der  zwischen  0* 
und  90*  liegt,  von  der  Art,  dass  q^(ä)^sws0  wisd« 

Nach  &  IQ  und  8.  11  wird  mr  die  specieUen  FaUe  a;»<li*  usnI  JPlt:60^ 
respective  lt  =  2P  und  Rs=:P,  also  ergibt  sicl^i  im  Vergleich  mit  der  alfc- 
gemeinea  Bedingung  Rsz2P.4p(x)i  beziehlicb: 

9>(x)  =  (p(0*)=l 

da  wir  aber  ip(x)  gleich  dem  Cesinus  eines  Winkels  w  gesetzt  haben,  der 
kleiner  als  ein  Rechter  ist,  so  wird  entsprechend 


P:Q:R^C9:Ä€:ÄD, 
oder  da  die  drei  letztem  Linien  die  Sriten   eines  Dreiecks  sind,   wdche 


u?=0* 
und  w=:60* 
4.  h.  in  beiden  FSlien  lo  =  ir. 

Wir  mOssen  aber,  um  weiler  schliessen  zu  können,  zunArhsl  beweisen» 
da^s  wenn  f&r  einen  speciellen  Werlb  von  s=a  die  Funclion  ^(a):=::coia 
ist,  sicli  dieselbe  Natur  der  Function  fAr  eine  ganze  Beihe  von  Werihen  des 
X  ergibt.     Wir  setzen  deshalb  in  der  allgemeinen  fiestimmungsgleichung 

2q>(x).q>{s)==q> (x— i)  +(p  (x  +  x) 
flp  +  j»=a  und  X — x=io,  so  wird: 


9(i-)-^^^^^' 


WO  bei  der  Würze  lauszieh  ung  nur  das  positive  Zeichen  zu  nehmen  ist,  da  nach 
einer  vorhin  gemachten  Bemerkung  ip(x)  stete  positiv,  zwischen  0  und  -f~  ^ 
liegt.     Da  nun  q>  (o)=^eoio^=  1  und  q>  (a)  =  co8a  angenompien  ist»  so  wird: 


/    a   \         /l+co*a  . 


Hieraus  folgt:    wenn  fOr  irgend   einen  speciellen  Werth  a  des  Elements 
von  ^  ix)  die  Natur  der  Function  q>  der  Cosinus  dieses  Elements  ist,  so  fio- 
dei  dasselbe  aucb  hei  halb  so  grossem  Element  statt;  durth  wiederholte  An- 
wendung desselben  Schlusses  erhält  man  daher  allgemein: 


9({n)=«>'(ir) 


Setzt  man  nun  für  den  Augenblick  -; — ^^  ß>  ^'obei  wir  wissen,  dass  ß  eia 

solcher  Werth  des  Elements  a  ist,  dass  ip  (x)=:q>iß)^cosß  wird,  und 
setzen  wir  ferner  in  nnsre  allgemeine  ßestitnmungsgleichang  (n=sjKs=j(f,  so 
giU  diese: 

29  (/»)*«:  1+qp  (2/?) 
d.h.     2co«/»»=  l+9)(2/S) 
mithin     ^(^ß)  ^eQs2ß 
Hieravs  sehliessen  wir  wieder,  wenn  fQr  irgend  einen  bestimmten  Werth 
/?  des  Elements  x.die   Natur   der   Function  (p  der   Cosinus  dieses    Elements 
ist,  dass  dasselbe  auch  beim  doppelten  Element  satt  findet  nihl  durch  Wieder- 
holung des  Schlusses  allgemein : 

g>(mß)  =r  eotmß 

oder  da/S  =  -^  ^(l^  j'^  ^^'  > 


-  »  - 

natörlich  in  demselben  Verbfltnisa  unter  einander  atebb,   wie  die  Sinus 
der  Gegenwinkel: 


Setzen  wir  ferner  -— =:y,  su  ist  y  ein  solcher  Werth  des  Elements  x, 

dass  qp  (x)  =  9)(}^)  =  co«}/  ist;  und  setzen  wir  nun  in  der  allgemeinen  Be« 
Stimmungsgleichung  x=^\y^  "==  i/  ui>d  heröcksichligen  dabei,  dass  (p{\Y) 
=  2.y(^y)* — 1  ist,  80  erhallen  wir 

4.qp(|y;»  — 3.9)(|y)  =  cofy. 
Diese  Gleichung  hat  bekanntlich  drei  reelle  Wurzeln: 

=cof(120«  +  ly) 
=co*(240*+|y) 
Da  aber  einer  Seits  y  nie  grösser  als  90®,  ^  y  also  nie  grösser  als  30* 
werden  kann  und  da  anderer  Seits  ^  (x)  stets  positiv  sein  muss,   so  werden 
för  vorliegende  Untersuchung  die   beiden  letzten  Wurzeln   keine  Gilcigkeit  ha- 
ben und  man  erhSit  den  einzigen  Werth  (p{\y)'=^cos^yi  oder  nach  Wieder- 

kolong  desselben  Schlusses  9  (  ^   )  ==  <^<^  (  ^  )  d.  h,  nach  Einsetzung  des 

Werihe,  vony:9(^)  =  co.(-^).  • 

Wir  könnten  mit  Leichtigkeit  dieses  Ratsonnement  in  derselben  Art  fort- 
setzen und  dadurch  noch  Potenzen  von  5,  7  und  von  alten  möglichen  Prim- 
zahlen in  den  Nenner  bringen.  Die  Rechnung  wirklich  weiter  zu  verfolgen, 
w9re  öberfiflssig,  es  ist  hinreichend  die  Nögliclikeil  und  Ausführbarkeit  der- 
selben etnzusehn,  und  wirdflrfen  sonach  geradezu  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  man  irgend  einen  Werth  x  sc  o  von  der  Art  kennt,  dass  man  be- 
haupten kann  q>  (x)=9>(a)  sei  gleich  cotat  so  ist  auch  y  1        ■        —  .a  j 


=  cot 


(  OH  ^»  i;a  ~  •  *  I»  ^^^  wissen  wir  aber,  dass  für  «5=  60*  die  Function 
y  (60*)  wirklich  =  CO* 60*  ist,  es  wird  daher  auch  för 

«=  -— -^— —  .60» 
2«.3'».5«.... 

stets  fp  {x)'==öo$x  sein. 

Nun  werden  aber  fOr  die  willkürlichen  Grössen  m,  n,  p,  ^, .«..  immer 

m 
solche  Zahlenwerlhe  gefunden  werden   können,    dass    durch  -; — - — - —  .60® 

°  2» .  3** .  R... 

jeder  beliebige  Winkel  dargestellt  wird,  woraus  man  schliesslich  folgert,  dass 

für  jedes  x:  q>  {x)  =  cosx. 


Da  aber 


80  wird  auch: 
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P:Q:R^$in  CÄDiain  ADC:$in DCA. 


$in  CAD = sin  C AH 

sin  ADC=sinBAD=:sinBAH 

sin  DCA—iinBAC 

P'.QtR^sinCAnisinBAH'sinBAC 


Wenn  also  zwei  gleiche  Kräfte  P  «nter  dem  Winkel  %x  auf  einen  Punkt 
wirken,  so  wird  ihre  Resultante 

R  =  2P.co$x, 
d.  h.  sie  ist  die  Diagonale  eines  aus  den  VerhSltnisslinien  der  beiden  gleichen 
krafte  P  und  dem   zwischenliegenden  Winkel   2x  gebildeten   Parallelogramms 
oder  specicller  Rhombus. 

Hat  man  nun  zweitens  zwei  ungleiche  KrSfte  P  und  Q,  welche  (Fig.  VUI.) 
auf  den  Punkt  A,  zuiOichst  aber  noch  unter  einem  rechten  Winkel  JfüV  wir- 
ken, so  seien  AB  und  AC  ihre  VerbSltnisslinien ;  man  vollende  das  Parallelo- 
gramm ABCDy  ziehe  beide  Diagonalen,  ziehe  Terner  FG  durch  A  parallel 
mit  MC  und  BF  sowohl  als  CO  parallel  mit  AD.  Bei  dieser  Gonstmction 
wird  sowohl  AFBE  als  AQCE  ein  Rjiombus  und  man  wird  nach  dem  Vorigen 
AB  oder  P  als  die  Resultante  der  beiden  gleichen  durch  AF  und  AE  dar 
gestellten  KrAfle  und  ebenso  AC  oder  Q  als  die  Resultante  der  beiden  glei- 
chen durch  AQ  und  AE  (^=iED)  dargestellten  Kräfte  betraclitea  können^  so 
dass  wir  statt  der  beiden  Kräfte  P  und  Q  jelzt  die  vier  Kräfte  AF,  AE,  AG 
und  AE.io^er  ED)  haben.  Da  sich  aber  die  beiden  Kräfte  AF  und  AG  un- 
mittelbar gegenseitig  aufheben,  so  reducirt  sich  die  gaoze  Wirkung  auf  AE-^- 

• 

AE  (oder  ED)  d.  h..auf  2,AE  oder  AD,  welches  die  Diagonale  des  von  P 
Mnd  Q  gebildeten  Parallelogramms  ist.  ' 

\  Hat  man  eodüdi  drittens  (Pig.  IX.)  zwei  ungleichie  Krlfte  Pwb^  Q*  ^^' 
che  unter  einem  beliebigen  Winkel  MAN  auf  den  Punkt  A  wirken,  so  seien 
AB  and  AC  ihre  VerhSltnisslinien;  man  vollende  das  ParaJle Logramm  ABDd 
ziehe  die  Diagonale  AD,  iftlle  auf  sie  die  Perpendikel  CH^  BJ  vmi  ziehe  auch 
FG  senkrecht  auf  AD,  endlich  sei  noch  CG  und  BF  parallel  mit  AD.  Bei 
dieser  Gonstmction  wird  man  nach  dem  soeben  Eulwickelten  AB  oder  P  als 
die  Resultante   von  AF  und  AJ  und  AC  oder  Q  als   die   Resullante  von  AG 

« 

und  AH.  i=^ID)  beiradbtte«  ki^Biien,  so  dass  die  beiden  Kräfte  P  und  0  durch 
die  vier  KrAfte  AF,  AJ,  AG  und  AU  (=iO)  ersetzt  sind.  Da  sich  aber  hier- 
von die  iMiden  Kräfte  AF  und  AG  geradezu  gegenseitig  aufheben ,  so  bleibt 
aU  ResiilUnte  nur  AJ  +  AH  {^JD)  oder  AD,  d.  h.  die  Diagonale  des  aut  P 
und  Q  gebildeten  Parallelogramma* 


d.  b.  w&tm  drti  auf  eines  Pankt  wirkende  Kräfte  P,  Q,  K  sidi  das  Glekh- 
gtwicht  halten)  so  wird  die  ▼erbtitnisstoässige  Stärke  einer  jeden  von  ih- 
Den  durch  den  Sinus  dee  Winkels  repräsentirt,  den  die  Richtungen  der 
beiden  andern  Kräfte  miteinander  bilden. 

Auch  ei^ebt  sich  hierbei  noch  leicht,  wenn  man  ton  den  Endpunkten 
B  und  G  der  beiden  Composanlen  Perpendikel  BJ  und  CK  auf  die  Re- 
sultante ÄD  mit,  so  wird  diese  ÄD^AJ+JD 

=  i/+  AK 
nun  sind  aber  ÄJ  und  AK  die  senkrechten  Projectionen  von  AB  und  AC 
auf  die  Diagonale  AD  und   man  kann  daher  auch  diese  Ausdrucksweise 
wählen:  Die  Resultante  zweier  Kräfte  ist  gleich  der  Summe  der  senkrech- 
ten Projectionen  der  beiden  Composanlen  auf  die  Ridilung  der  erstem. 

Die  obige  dreitbeilige  Proportion  liefert  aach,  wenn  man  sie  in  2wei 
«weilbeibge  auflast: 

P:ä^$inCAD:$iHl>CA^sinCAD:sinBAC 
C:R^  Stil  ADC:  sin  DCA  =  sin  BAD :  Hn  BAC 


woraus 


P=A. 


(?«Ä. 


atn  CAD 
sin  BAC 

sin  BAD 


nn  BAC. 

Tritt  hierbei  der  specielle  Fall  ein ,    dass  der  Winkel  BAC  iwisohaii 
den  Riditungen  der  beiden  Composanten  ein  rechter  ist,   so  iüt  dtasen 
Sinus  =1  und  die  beiden  Winkel  CAD  und  BAD  werden  Complementar- 
Winkel;  dann  kann  man  diese  Wertke  so  schreiben: 
P^R.cosBAD    oder    P=^R.MinCAD 
Q=zR.sinBAD  Q^R.tosCAD, 

Umgekehrt  wird  man  natürlich,  mit  Hufe  desselben  Satzes  vom  Pa-- 
ralleiogramm  der  Kräfte,  jede  gegebene  Khift  in  zwei  Seitenkräfte  zer- 
legen können«  wenn  die  Riehtungen  derselben  vorgeschrieben  sind. 

Ferner  wird  man  jede  beKebige  Anzahl  von  Kräften,  die  In  einerlei 
KJbcBe  auf  Einen  Punkt  wirken ,  in  eine  einzige  Kraft  vereinigen  kSnnen, 
indem  man  zuerst  die  Resultante  der  ersten  und  zweiten  Kraft  sucht, 
sodann  diese  Resultante  mit  der  dritten  Kraft  vereinigt  u.  s.  w.  f. 

Man  wird  «idi  ^ine  beliebige  Ansrid  von  Ktäften,  die  liach  beliebigen 
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Richtungen  im  Räume,  aber  alle  auf  einen  Punkt  wirken,  nach  demselben 
Satz  vereinigen  können.  Denn  da  z.  B.  die  Richtungen  der  ersten  und 
zweiten  Kraft  sich  in  dem  einen,  im  gemeinschaftlichen  Angriffspunkt 
schneiden,  so  wird  man  sich  durch  beide  eine  Ebene  gelegt  denken  kön^ 
nen,  in  welcher  dann  auch  leicht  die  Resultante  und  zwar  durch  den- 
selben Angriffspunkt  gehend  construirt  werden  kann.  Durch  diese  Resul- 
tante und  die  dritte  Kraft  darf  man  sich  dann  wieder  eine  Ebene  gelegt 
denken  und  hierin  wieder  eine  neue  Resultante,  u.  s.  w.  f. 

Auch  umgekehrt  wird  man  irgend  eine  gegebene  Kraft  in  eine  belie- 
bige Anzahl  nach  vorgeschriebenen  Richtungen  wirkender  Kräfte  zerlegen 
können. 

Diese  in  den  letzten  Sätzen  angedeutete  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung der  Kräfte  hat  aber  offenbar  etwas  Zerfahrenes  und  Ungeregeltes 
an  sich,  und  um  dieses  zu  vermeiden,  ist  man,  weil  es  sich  um  räum- 
liche Verhältnisse  handelt ,  auf  die  gebräuchlichen  rechtwmkligen  Coordi- 
naten-Systeme  zurückgegangen. 

Wenn  irgend  eine  Kraft  P  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  gegeben 
ist,  so  muss  die  erstere  Eigenschaft  durch  eine  begrenzte  Verhältnisslinie 
(im  Verhältniss  zur  prasumirten  Maass-Einbeit  der  Kraft)  und  die  zweite 
durch  die  Winkel  ci,  ß,  y^  welche  die  Richtungslinie  mit  drei  rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen  bildet,   bestimmt  sein.       Nimmt  man  nun  Fig.  X. 
den  Anheftungspunkt  0  der  Kraft  zum  Anfangspunkt  des  Coordinaten-Sy- 
Mems  (was  unter  allen  Umständen  geschehen  kann,  indem  man  eventuell 
durch  einfache  HinzufÜgung  von  Constanten  zu  den  Coordinaten  das  ur- 
sprünglich gewählte  Coordinaten-System  in  ein  durch  den  genannten  An- 
heftungspunkt parallel  gelegtes  umwandeln  kann)   und  legt  man  alsdann 
durch  den  Endpunkt  Ä  der  Verbältnisslinie  der  Kraft  P  drei  Ebenen,  die 
parallel  mit  den  Coordinaten-Ebenen  sind,  so  wird  P  die  Diagonale  eines 
Parallelepipedums,  dessen  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten 
OBj  OC,  ODssP.eosa^  P.cotßt  P.co$y  sind,  wenn  a,  ß,  y  dierespecti- 
ven  Winkel  der  Diagonale  P  mit  den  drei  rechtwinkligen  x,  y^  »  Axen 
bedeuten.    Denn  wenn  man  von  A  das  Perpendikel  AB  auf  die  tcy  Ebene 
iäJlt  und  SO  und  AD  zieht,  so  ist  OA  Diagonale  in  dem  Parallelogramm 
ABOD  und  kann  also  als  Resultante  zweier  durch  OD  und  OB  dargestell- 
ten Kräfte  betrachtet  werden,  weiter  ist  aber  auch  OB  Diagonale  in  dem 
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ParaUologramm  OBBC  und  kaon  wieder  als  Resultaote  iweier  durch  OB 
und  OC  dargesleiiten  Kräfte  angesehn  werden,  so  dass.  OA  die  Resultante 
der  drei  reclitwinkligen  Kräfte  OB,  OC,  OD  oder  Pcota,  Pcosß,  Pcosy  ist. 

Wirken  nun  auf  den  Punkt  0  mehre  Kräfte  P|,  P,,  P,, ,  deren 

Richtungen  mit  den  Coordinaten-Axen  die  Winkel  a,  ß,  y  mit  dem  betref- 
fenden Index  bilden,    und  denken  wir  jede  dieser  Kräfte  auf  die  so  eben 
angegebene  Weise  in  drei  rechtwinklige  Seitenkräfle  zerlegt,   so  erhalten 
wir  in  den  Richtungen  der  drei  Axen  folgende  Kräfte: 
in  der  a;Axe: 

V^CQ^(XY^  P\^o%(Xi^  PgCOia^, 

in  der  ykxe: 

Pi  eosßi,  Pj cosß^,  P3  cosß^y 

in  der  sAxe: 

^icosyi,  Ptcosy^,  Picosy^, 

In  jeder  Axe  kann  man  die  Kräfte,  da  sie  alle  in  derselben  geraden 
Linie  wirken,  durch  einfache  Addition  in  eine  einzige  vereinigen,  wobei 
sich  die  in  dem  einen  Sinn  von  denen  in  gerade  entgegengesetztem  Sinn 
wirkenden  unmittelbar  durch  das  gehörige  Vorzeichen  unterscheiden  wer- 
den, wenn  man  nur  darauf  achtet,  die  Neigungswinkel  a,  ß,  y  immer  in 
gleicher  Weise  von  0®  bis  360*  zu  zählen.  Hierdurch  erhalten  wir  drei 
nach  den  drei  rechtwinkligen  Axen  gerichtete  resultirende  Kräfte,  deren 
gemeinsamer  Angriffspunkt  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist  und  die 
wir  durch  X,  Y^  Z  bezeichnen  wollen.  Wenn  man  aus  diesen,  als  Kan- 
ten betrachtet,  ein  Parallelepipedum  constrnirt,  so  wird  die  Diagonale  des- 
selben, die  A  heissen  mag,  ihre  Resultante  sein  und  somit  sogleich  Re- 
sultante sämmtlicher  ursprunglich  gegebener  Kräfte  P.  Bezeidinet  man 
nun  noch  durch  a,  ß,  y  ohne  Index  die  unbekannten  Neignngswinkel  die 
ser  Resultante  A  gegen  die  drei  Axen,  so  hat  man  offenbar: 

X=:A.eosof 

y=:A.co5/? 

Z=:A.co»y 
woraus  man  durch  Quadrirung  und  Addirung  erhält: 
AH€0«a*+coj/»^  +  co«y*)=«X»+F»+Z« 
oder,   da  bekanntlich  co«a*  +  co«/J*  + co«y*»l^  weil  a,  /S,  y  die  drei 
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WiDkel  mnd,   welche  eine  gerade  Linie  mit  drei  reeät^inkügeft  Coel^i* 
naten-Axen  bildet: 

welches  die  Grösse  der  Resuttante  R  giehU     Die  Winkel  derselben  mit 
den  AxeB  erb&it  man  alsdann  aus  den  vorigen  drei  Gleichungen 

X  X 

€08  a=  -=r-  = 


Ä  ^X^+Y^  +  P 

eo8ß=  -=-= 


cosy 


Z  Z 


Audi  erhält  man,  wenn  man  dieselben  vorigen  drei  Gleichungen  der 
Reihe  nach  mit  cosa,  coiß,  eoiy  mulliplicirt  und  dann  addirt 

X.co$a  +  Y.  cosß  +  Z.  eosy=R .  (cosa^  +  cosß^+cosy^) 
oder  wegen  der  vorhin  genannten  Bedingungsgleichung: 

R==X.cosa  +  Y.  hosß  +  Z.  cosy 
d.  h.  die  Resultante  ist  gleich  der  Summe  der  reclitwinlligefi  ^Töjectioneo 
der  drei  Composanten  auf  die  Richtung  der  Resultante. 

Diese  ganze  Entwickelung  ist  naturlich  auch  anwendbar  auf  KtStlt, 
welche  nur  in  einer  Ebene  wirken.  Nimmt  man  diese  alsdann  zur 
a;j( Ebene,  so  hat  man  in  den  bisherigen  Formeln  nur  alle  y  giddi  99* 
zu  setzen,  wodurch  deren  Cosinusse  verschwinden,  was  auch  2^=  0  giebL 

Wir  haben  in  j.  4  (S.  19)  angemerkt,  dajis  drei  unter  einander  p9r 
rallele  Krtfle  P»  Q^  R  im  Gleichgewicht  sind,  wenn  R^P+Q  und  F.f 
nsff.q^  wobei  P  und  Q  in  einerlei  Sinn  undA  in. gerade  entgegeng«seti- 
len  Sinn  wirken  und  f  «nd  q  die  respectiven  senkrechten  oder  mAmt" 
winkligen  Entteunngen  4e$  AnbeftJUAgspunkXs  4er  Kraft  jR  von  dea  Rieb- 
tungen der  beiden  andern  Kräfte  kedeuleo.  Es  wurde  ferner  bemerkt, 
dass  jede  dieser  drei  KrlUte,  z.  B.  Q,  als  dicfenige  betrachtet  werden  könne, 
welche  der  Wirkung  der  beiden  andern  das  Gleichgewicht  hält.  Es  fand 
sich  zu  deren  vollständiger  Bestimmung,  wobei  man  also  P  «uhmI  R  mai 
deren  gegenseitigen  Attstaad  f  ils  gegeben  «nsabt   erstlich  ihre  Grösse 

~P 
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und  die  Entfernaog  ihres  Anliertungspunkte  von  der  Richtung  der  Kraft  X 

Wir  haben  dort  den  speciellen  Fall  R=:P  ausdrücklich  ausgeschlos- 
sen und  dieser  soll  jetzt  einer  genauem  Betrachtung  und  Untersuchung 
unterworfen  werden.  Wenn  wir  für  P  einen  fest  bestimmten  unveränder- 
liehen  Wertli  annehmen ,  das  R  aber  uns  im  Zustand  der  Variabilität  den- 
ken, und  wenn  wir  dann  den  Werth  dieses  R  immer  mehr  und  mehr  dem 
Werth  des  P  sich  nähern  lassen,  so  sehen  wir,  dass  die  Resultante  Q  im- 
mer kleiner,  die  Entfernung  q  aber  ihres  Anheflungspunkts  immer  grösser 
wird,  bis  endlich  bei  R  gleich  P,  die  Resultante  Q=iO,  die  Entfernung 
q  aber  unendlich  gross  wird.  Hier  entsteht  die  Frage,  wie  soll  man  die- 
ses deuten?  Entweder  könnte  man  daran  denken,  da^  die  beiden  glei- 
chen Kräfte  Jl  und  P  sich  geradezu  das  Gleichgewicht  halten;  dagegen 
spricht  aber,  dass  nur  zwei  in  gerade  entgegengesetztem  Sinne  wirkende 
Kräfte  einander  gleich  sind  und  sich  aufheben,  wenn  sie  in  einerlei 
Richtung  wirken,  was  im  vorliegenden  Fall  nicht  zutrifft,  da  wir  ausdröck- 
licli  eine  Entfernung  p  der  Richtungen  beider  Kräfte  angenommen  haben« 
Oder  zweitens,  jenes  Rechnungsresultat  könnte  andeuten,  dass  der  Wir- 
kung der  beiden  gleichen  Kräfte  R  und  P  nicht  durch  eine  einzige  Kraft 
das  Gleichgewicht  gehalten  werden  könne.  Und  dieses  ist  in  der  That 
das  Richtige.  Denn  bezeichnen  wir  die  beiden  gleichen  Kräfte  mit  einer- 
lei Buchstaben  P  nur  mit  hinzugefügten  verschiedenen  Vorzeichen  und  neh- 
men wie  an,  es  wäre  möglich  für  sie  eine  einzige  Resultante  Q,  die  in 
irgend  einer  gewissen  Entfernung  q  angebracht  ist,  zu  finden,  so  dass 
also  zwischen  +P,  — P,  +Q  Gleichgewicht  stattfände,  dann  wird  ebenso 
auch,  da  bei  dem  System  der  beiden  Kräfte  +P«  — P  nach  beiden,  nach 
der  positiven  wie  nach  der  negativen  Seite  hin  Alles  vollkommen  symme- 
trisch und  identisch  ist,  die  Kraft  —Q,  in  derselben  Entfernung  q  wir- 
kend, eine  Resultante  für  +P  und  — P  sein  müssen,  so  dass  auch  +P, 
—  P,  —  (^  im  Gleichgewicht  wären.  Nehmen  wir  nun  zunächst  das  er- 
slere  an,  dass  +P,  — P,  +Q  im  Gleichgewicht  seien,  so  wird  dieses 
offenbar  nicht  gestört  werden,  wenn  man  in  derselben  Entfernung  (  die 
beiden  sich  selbst  vernichtenden  Kräfte  +Q  und  —Q  hinzufügt,  so  dass 
die  lünf  Kräfte  +P,  —  P,  +0,  +0,  —Q  im  Gleichgewicht  bleiben. 
IL  8 
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Nun  wurdt  aker  iFOrfain  angemerkt,  dass  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung sich  auch  +  P,  — P,  — Q  das  Gleichgewicht  halten,  wodurch 
dann  die  beiden  in  einerlei  Sinn  wirkenden  Kräfte  +(?,+(?  sich  gegen- 
seitig aufheben  müssten,  was  offenbar  nicht  mögiidi  ist.  Es  wird  dess- 
halb  nie  eine  einzelne  Kraft  geben  können,  welche  der  Wirkung  der  bei- 
den Kräfte  +',  ^ — P  das  Gleichgewicht  hält;  es  gibt  aber  stets  deren 
zwei,  welche  das  Erforderliche  leisten.  —  Bevor  wir  dieses  beweisen,  mö- 
gen zur  Abkürzung  im  Ausdruck  folgende  Benennungen  hier  angemerkt 
werden. 

Zwei  Kräfte  -f-P,  —  P,  welche  unter  einander  gleich,  in  paralleten 
Riehtungen ,  in  gerade  entgegengesetztem  Sinn ,  aber  nicht  auf  einen  and 
denselben  Punkt  wirken,  werden  Ton  Poinsot  une  eonple  (Koppel) 
genannt,  im  Deutschen  hat  man  noch  nicht  einen  ganz  allgemein  ange- 
nommenen Namen'  defdr,  entweder  heissen  sie  ein  Kräftepaar  oder 
Farallelpaaf  oder  schlechthin  Paar.  Die  senkrechte  Entfernung  p  der 
beiden  Kräfte  nennt  man  den  Hebelarm  des  Paars  oder  seine  Breite; 
nnd  das  Produkt  P .  p,  aus  Kraft  und  Hebelarm ,  das  Moment  des  Paa^ 
res.  —  Als  Winkd,  unter  welchem  die  Kräfte  auf  den  Hebekirm  wirken, 
soll  stets  der  rechte  angenommen  werden,  obwohl  jeder  andre  ebenso 
zulässig  wäre.  -^  Was  die  Natur  der  Bewegung  betrifft,  welche  ein  Kräfte- 
paar dem  Körper,  an  welchem  es  wirkt,  mittheilt,  so  ist  augenscheinlich, 
dass  es  keine  geradlinige  oder  in  einer  bestimmten  Hichtung  hin  fort- 
strebende sein  kann,  weil  ihr  sonst  durch  irgend  eine  einzelne  Kraft 
fflüsste  entgegengewirkt  werden  können.  Um  sich  irgend  eine  YorstelhiDg 
von  der  Natur  der  erziehen  Bewegung  zu  machen,  denke  man  sich  auf 
der  Ebene  des  Paars  zwischen  den  beiden  Kräften  auf  demi  Hebelarm  ste- 
hend und  das  Auge  nach  der  einen  Ton  beiden  Kräften  gerichtet,  so  wmi 
diese  zu  streben  scheinen,  den  Körper,  an  welchem  das  Paar  wirkt,  nach 
der  rechten  (oder  linken)  Seite  hin  zu  drehen,  und  wenn  whr  uns  so 
umwenden,  dass  unser  Aäge  nach  der  andern  Kraft  gerichtet  ist,  so  wird 
auch  diese  ebenblls  streben  den  Körper  nadi  derselben  rechten  (oder  lin- 
ken) Seite  hin  zu  drehen.  Man  sagt  dann,  das  Kräflepaar  habe  einen 
Sinn  zum  Drehen  von  der  Linken  zur  Rechten  (oder  von  der  Rediteo 
fur  Linken).  Diesem  gemäss  spricht  man  auch  von  Paaren,  die  elDerlei 
oder  entgegengesetzten  Sinn  haben.  Man  muss  sich  hierbei  aber  woU 
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bihten,  an  «iiM  Wirklich  eflTeetuirte  Drehung  zu  denken;  denn  dazu  wftrde 
nach  ein  sehr  wesentlicher  Umstand,  nämlidi  die  Fixirting  eines  Punkts 
gehören,  um  welchen  die  Drehung  staKfünde. 

Wenn  wir  nun  auch  nicht  die  eigentliche  Natur  der  Wirkung  eines 
Parallelpaars  definiren  können,  so  wissen  wir  doch  sicher,  dass  es  irgend 
eine  Wirkung  ausübt,  weil  wir  im  Stande  sind,  dnrch  Hinzufugung  andrer 
Kräfte  Gleichgewicht  herzustellen.  Als  Fundament  hierzu  kann  man  fol- 
genden Satz  aufstellen: 

Satz.  Wenn  ein  Kräflepaar  (+P,  — P)  und  in  derselben 
Ebene  an  irgend  einer  beliebigen  Stelle  eine  einzelne  Kraft 
Q  (welche  nach  dem  Frühern  nie  im  Gleichgewicht  sein  können)  gegt^ 

P.p 

ben   sind,   so  lässt  sich   immer  eine  solche  Linie  {=      '   ■ 

finden,  dass  das  Kräftepaar  (+l(^, -^0)  an  dem  Hebelarm  9 
dem  ersteren  Kräftepaar  das  Gleichgewicht  hält. 

Beweis.  In  Fig.  XI.  sei  das  Kräflepaar  (+P,  — P)  andemHebel- 
arm  AB=^p  und  die  Kraft  -f  C?  ii^  ^^  Punkt  C  gegeben.  £s  wurd  be* 
hauplet,  dass  es  auf  AB  einen  solchen  Punkt  E  gebe^  das«,  wenn  man 
?on  ihm  ein  Perpendikel  EF=sq  auf  die  Richtung  der  Krallt +0  fällt  und 
auch  in  ihoDt  eine  Kraft  — Q  parallel  mit  +Q  anbringt »  die  vier  Kräfte 
+  P,  —  P,  +0,  —  0  im  Gleichgewicht  sind. 

Man  verlängere  die  Richtung  der  Kraft  Q,  bis  sie  AB  in  dem  Punkt 
D  schneidet.  Hierhin  kann  man  sieb  die  Kraft  Q  übertragen  und  dann 
in  die  beiden  Kräfte  +  7,  +  5  zerlegt  denken.  Die  beiden  an  den  End* 
punkten  von  AD  wirkenden  Kräfte  +P  und  +S  werden  sich  iu  eine 
einzige  Kraft  +  (P  +  S)  in  dem  Punkte  Jf  vereinigen,  wenn  dieser  letz- 
tere so  liegt,  dass  P.AM^S.DM  ist.  Wenn  man  nun  einen  Punkt  E 
so  wählt,  dass  S.EM=P.BM  ist  und  in  E  die  Kraft  —S  anbringt,  so 
werden  sich  die  an  den  Endpunkten  von  fifi  wirkenden  Kräfte  — P  und  —5 
in  «iae  einzige,  io  demselben  Punkt  Jf  wirkende  Kraft  —  (P  +  iS)  ver^iiii-^ 
g^,  welche  offenbar  der  vorigen  KraR  +(P+S)  das  Gleichgewkfat  bätL 
Bringt  naii  nun  noch  in  E  die  Kraft  -^T,  gleich  und  gerade  entgegen- 
gteetEt  der  in  D  erfiülte>wn  zweiten  Gompesanten  ven  Q  an^  so  leuchtet 
ein,  dass  die  sechs  Kräfte  +  P,  —  P,  +r,  ~J,  +fi,  ~S  im  GJeich* 
gewicht  sind;   oder  wenn  man  sowohl  ivß  ai^  in  jD  die  beiden  Seiten- 

8* 
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kräfte  7  und  S  in  ihre  ursprüngliche  Mittelkraft  Q  vereinigt  und  die  in 
D  angebrachte  nach  F  überträgt,  dass  die  beiden  Kräftepaare  (+P»  — P) 
am  Hebelarm  AB^sp  and  (+(?t  — (?)  am  Hebelarm  EF=q  sich  das 
Gleichgewicht  halten.  Um  die  Linien  DE  und  EF  näher  zu  bestimmen, 
addiren  wir  die  beiden  vorhin  benutzten  Gleichungen: 

P.ÄM=zS.DM 

P  •BM'ssS  »EM 
wodurch  wir  erhalten:  P.ABss.  S.DE. 

Wenn  wir  aber  für  einen  Augenblick  den  Winkel  EDF  durch  a  be- 
zeichnen 9  so  ist  S==Q.8ina 
und  DE.8inaz=EF 
also  S.DE.8ina=:Q.EF.8ina  oder  S.DEc=zQ.EF,  mithin: 

P.ÄB==Q.EF 
oder  endlich  P.p  =  Q.q. 

P  n 

Da  der  hier  erhaltene  Werth  g=      '    ■  ganz   unabhängig   von    dem 

Anheftungspunkt  und  der  Richtung  der  Kraft  Q  ist,  so  wird  es  vollkom- 
men gleichgültig  sein,  wo  und  wie  die  Kraft  Q  gerichtet  ist,  wenn  sie 
nur  in  derselben  Elbene  mit  dem  Kräftepaar  (+P,  — P)  liegt.  Wo  und 
wie  also  das  Kräftepaar  (+0»  — (?)  mit  dem  Hebelarm  {  in  dersdben 
Ebene  liegt,  wenn  es  nur  in  entgegengesetztem  Sinn  zu  drehen  strebt 
als  das  Kräftepaar  {+P,  — P)  an  dem  Hebelarm  p,  so  hält  es  diesem 
das  Gleichgewicht.  Dieses  heisst  doch  aber  nichts  Anderes  als:  Ein 
Kräftepaar  kann  geradezu  an  jede  beliebige  Stelle  seiner 
Ebene  und  in  ganz  beliebige  Richtung  gebracht  werden, 
stets  übt  es  dieselbe  Wirkung  aus. 

Ferner  wird  man  aber  auch  für  jede  beliebige  andre  Kraft  Q*  einen 

P.p 
zugehörigen  Hebelarm  q*  =  -r~  finden  können ,   so   dass   das   Kräftepaar 

(+  (y^  —  ff)  ^^  diesem  Hebelarm  {'  dem  Kräftepaar  (+  P,  —  P)  an  dem 
Hebelarm  p  das  Gleichgewicht  hält.  Es  wird  daher  das  Kräftqiaar  i+ffi 
—  O')  am  Hebelarm  q*  dieselbe  Wirkung  haben,  als  das  Kräfte|>aar  (+A 
— Q)  am  Hebdarm  q.  Die  wesentliche  Bedingung  aber,  woraus  der  be- 
treffende Hebelarm  bestimmt  wurde»  war 

P.p=:(?-g 
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und  wird  im  iwiBÜen  Fall  analog  aein : 

woraus  sieh  ergibt:      Q^q^ff^q^ 
oder  dieaer  Satz: 

Zwei  Krirtepaare^  die  in  einerlei  Ebene  und  in  einerlei 
Sinn  wirken,  sind  einander  gleich,  wenn  ihre  Momente 
gleich  aind. 

Hieran  knflpfen  sich  mimittelbar  mehre  wichtige  Folgerangen. 

1 )  Wenn  man  in  einer  Ebene  zwei  Kriftepaare  i+'P^  —  F)  am  Hebel- 
arme ABrszp  und  (+P,  — P)  am  Hebelarm  CD^p^^  also  beide  von 
gleichen  Kriften  aber  Terschiedenen  Hebelarmen ,  dabei  in  gleichem  Sinne 
wirkend  hat,  ao  wird  man  (wenn  in  A  und  C  die  positiven,  in  B  und  D 
die  negatiren  KrSfte  wirken)  nach  dem  Yorigen  das  zweite  KrilAepaar  so 
▼erlegen  können,  dass  C  in  B  fällt  und  die  beiden  Hebelarme  eine  ge- 
rade Linie  AD^p+p^  bilden;  in  dem  Punkte  B  wirken  aber  dann  zwei 
gleiche  und  gerade  entgegengesetzte  Krflfle,  die  sich  mithin  geradezu  auf- 
heben, so  dass  in  A  die  Kraft  (+P)  und  in  D  die  Kraft  (+P)  an  dem 
Hebelarm  p  +  q  flbrig  bleiben ,  welche  in  ihrer  Verbindung  die  beiden 
Paare  ersetzen.  Das  Moment  dieses  neuen  Paars  ist  aber  P.(p+pO  ^^®'' 
=:P.p  +  P.p*  d.h.  gleich  der  Summe  der  Momente  der  beiden  einzelnen 
Paare,  wodurch  sich,  wenn  wir  dasselbe  Raisonnement  auf  mehre  als 
zwei  Paare  in  analeger  Weise  weiterfahren ,  folgender  Satz  herausstellt : 

Wenn  mehre  Kräftepaare,  welche  alle  gleiche  Kräfte 
aber  Terschiedene  Hebelarme  haben,  in  einer  Ebene  gege- 
ben sind,  so  ist  die  Gesammtwirkung  aller  gleich  der  Wir- 
kung eines  einzigenKräftepaars,  an  welchem  dieselbeKraft 
wirkt  und  dessen  Hebelarm  gleich  der  Summe  der  Hebel- 
arme der  einzelnen  Paare  ist.  —  Das  Moment  des  resulti- 
renden  Kräftepaars  ist  gleich  der  Summe  der  Momente  der 
einzelnen  Paare« 

Sollten  unter  den  gegebenen  Kräftepaaren  einige  in  entgegengesetztem 
Sinn  zu  drehn  streben,  so  ist  leicht  ersichtlich ,  dass  deren  Hebelarm  als 
subtractiv  auftreten ,  so  wie  auch  ihre  Momente  negativ  sein  werden. 

2)  Wenn  man  in  einer  Ebene  zwei  Kräftepaare  (+Py  —  P*)  am 
Hebelann  AB^p  und  (+P\  —P")  am  Hebelarm  CD^p^  also  beide 
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▼on  ▼erschiedenen  Kräften  aber  gleicbeiuH«belaroieQ ,  Mm  iA  glaidleiii 
Sinn  strebend  hat,  so  wird  man  das  zv^ts  Paur  so  verlegen  können, 
dass  CD  mit  AB  zusammenfallt,  wobei  sieh  dapn  die  KrMte  F  und  F* 
ohne  Weiteres  zusammenaddiren.  Man  erhält  dadurch  ein  Kräft^ar  Ton 
demselben  Hebelarm  p  und  einer  daran  wirkenden  Kraft,  welche  die 
Summe  der  Kräfte  der  beiden  gegebenen  Paare  mU  Das  Moment  die- 
ses neuen  Paares  ist  (P'+P")'P  oder  =^  P*  .p  +  P".p  d.h.  gleich  der 
Summe  der  Momente  der  beiden  einseinen  Paare.  Hieraus  argibi  sich 
durqh  einfache  Erweiterung  folgender  Sats: 

Wenn  mehre  Kräftepaare  von  verschiedenen  Kräften 
aber  gleichen  Hebelarmen  in  einer  Ebene  gegeben  sind,  so 
ist  die  Gesammtwirkung  aller,  gleich  der  WirkuMg  eines  ein- 
sigen  Kräftepaars  mit  demselben  Hebelarm«  während  aber 
die  daran  wirkende  Kraft  gleich  der  Summe  der  Kräfte  der 
einzelnen  Paare  ist.  -^  Das  Moment  des  reeultirenden 
Kräftepaars  ist  gleich  der  Summe  der  Momente  der  einiel- 
nen  Paare. 

Wegen  der  Kräftepaare,  die  in  entgegengesetztem  Sinn  wirken,  gilt 
das  Analoge,  was  bei  Num.  1.  bemerkt  wurde. 

3)  Wenn  man  iwei  Kräftepaare  (+P,  --  P)  am  Hebelarm  p  und  (+0* 
—  0)  am  Hebelarm  j,  von  verschiedenen  Kräften  und  verschiedenen  Hebel- 
armen hat,  so  kann  man  das  eine  derselben,  z.  B.  (+0»  — Ql  em  Hebel- 

arme  q  in  ein  anderes  (+P,  — P)  am  Hebelarm  — ^   verwandeln,    da 

wir  oben  gesehn  haben,  dass  Kräflepaare  einander  gleich  sind,  wenn  ihre 
Momente  gleich  sind.  Dadurch  erballen  wir  nun  zwei  Kräftepaare  von 
gleichen  Kräften  aber  verschiedenen  Hebelarmen,  die  sich  nach  Nunu  1. 
zusammensetzen.    Hieraus  folgt  dann  endlich  dieser  Satz: 

Mehre  Kräftepaare  in  einer  Ebene  von  beliebigen  Kräf- 
ten und  beliebigen  Hebelarmen  lassen  sich  stets  in  ein  ein- 
ziges Paar  zusammensetzen  und  zwar  wird  von  diesem  nur 
die  eine  Bedingung  erfordert,  dass  sein  Moment  gleich  ist 
der  Summe  der  Momente  der  einzelnen  gegebenen  Paare. 

Auch  hier  gilt  in  Bezug  auf  Kräftepaare  von  entgegengesetUem  Sinn 
dieselbe  Bemerkuog^  wie  bei  den  beiden  vorigen  Nummern. 
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Wemi  mm  nun  iwei  Krdftepaare  (+  P,  -^f)  an  dem  EeiMlani  p 
und  (+i^>  — P')  an  dem  Hebelarm  p'  hat,  so  feri]aUesMliP:P'=«i:«i' 
und  pif^^minf^  so  das«  P  eine  gemse  Einheit  der  Kraft  «imal»  f  aber 
«i'mal  und  p  eine  gewieee  Längeneinheit  umal«  p'  aber  «mal  enUwUe*); 
ahdann  kann  man  daa  Krftftepaer  (+P9  — P)  an  dem  Hebelarm  p«  nach 
der  ersten  der  drei  vorigen  Nummern,  betrachten  als  die  Swnme  Ton 
n  Kräftepaaren  mit  derselben  Kraft  P  an  einem  Hebelarm»  der  dielilBgen- 
einfaeit  ist,  «nd  darauf  wieder  jedes  der  so  erhaltenen  n Paare,  naeb  der 
iwehen  der  drei  Torigen  Nummern  als  die  Summe  von  mKrÜlepianBQ, 
an  welchen  die  Einheit  der  Kraft  an  einem  Hebelarm  gleich  der  Uagen«* 
einheit,  wirkt,  so  dass  man  im  Ganzen  m.n  solcher  Paare  erhält,  deron 
Gesaramtwirkmg  gleich  der  des  gegebenen  Kriftepaars  (+P7  "**P)  am 
Hebelarm  p  Ist«  Auf  demselben  Wege  ergibt  sich ,  dass  die  Wirkung  des 
zweiten  Kräftepaars  i+P*,  — P)  am  Hebelarm  p'  gleich  ist  der  m'.n'iii- 
dien  Wirkung  eines  gleichen  Paars»  an  welchem  die  Einheit  der  Kraft 
an  einem  Hebelarm  gleich  der  Längeneinheit  wirkt«  Daher  werden  sich 
die  Wirkungen  beider  gegebenen  Paare  zu  einander  Terhallen 
wie  «tu: mV  oder  nach  der  angenommenen  Bedeutung  Ton  m  und  w,  so 
wie  P.piP.p*  oder  wie  ihre  Momente.  Setzen  wir  nun  P'  gleich 
der  Einheit  der  Kraft  und  p'  gleich  der  Einheit  des  Längenmaasses,  so 
wird  das  zweite  Paar  die  Einheit  der  Paare  und  man  wird  seine,  der  in- 
nem  Natur  nach  unbekannte,  Wirkung  als  die  Einheit  der  Wirkungen 
aller  Paare  betrachten  können.  Hiemach  geht  aber  die  genannte  Propor- 
tion in  folgende  über:  v 
Wirk,  des  1.  Paar.:  Einheit  d.  W.  =  P.pil 
oder:  die  Wirkung  eines  Kräftepaars  (+P»  — P)  am  Hebelarm 
p  ist  gleich  P.p  d.  b.  gleich  dem  Moment  des  Paares  oder 
gleich  demProd4ict  aus  Kraft  und  Hebelarm.  Hierbei  muss  man 
natürlich  das  Product  Ton  P  und  p  in  demselben  Sinn  nehmsin,  wie  man 
es  stets  beim  Product  Ton  benannten  Grössen  tfaut,  nämlich  die  einzel- 
nen Faetoren  gemessen  durch  ihre  bezüglichen  Einheiten,  so  dass  sie 
eigentlich  unbenannte  Zahlen  werden. 

Für  die  letzten  hier  aufgestellten  Sätze  lässt  sich  auch  leicht  eine. 


*)  Wegen  der  CommeDinrabüiUt  oder  JncommensarabtliUit  siehe  die  Aam.  auf  S.  15.' 
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andre  sehr  gebräuchliche  Aussprache  finden,  die  nach  dem  Durcbgeapro- 
chenen  keine  weitere  Rechtfertigung  erfordert: 

1)  Kräftepaarevon  gleichen  Kräftenund  ungleichen  Hebel- 
armen verhalten  sich  zu  einander  wie  ihre  Hebelarme. 

2)  Kräftepaare  von  gleichen  Hebelarmen,  aber  verschie- 
denen daran  wirkenden  Kräften,  verhalten  sich  za  einander 
wie  diese  Kräfte« 

3>)  Kräftepaare  von  beliebigen  Hebelarmen  und  beliebi- 
gen daran  wirkenden  Kräften  verhalten  sich  zu  einander  wie 
die  Producte  aus  den  Kräften  in  ihre  Hebelarme*). 


*)  Moebiai  hat  in  seintm  „Lthrbacb  dtr  Statik^*  eine  andre  Art  der  Zeiebniiig 
qnd  auch  der  Beaaichnnng  fir  eil  Krftflepaar  angenommen,  als  die  nrsprängUch  fon 
Poinsot  in  seiner  „Statiqne"  gewählte  war.  Letzlerer  zeichnet  z.  B.  Fig.  XH.  den  Hebel- 
arm AB^  trflgt  an  dem  einen  Endpunkt  A  die  Verhiltnisslinie  4C  der  wirkenden  Kraft  nach 
unten  gerichtet  an  nnd  nennt  diese  -^-P,  and  an  dem  andern  Endpunkt  B  eine  mit  AC 
gleich  lange Verh&Itnisslinie  BE  derselben  Kraft  nach  oben  gerichtet  an  nnd  nennt  diese 
r~P\  Moebins  dagegen  zeichnet  die  erste  Kraft  ebenso  nach  unten  und  nennt  nie  AC,  die 
zweite  aber  zeichnet  er  im  zweiten  Endpunkt  des  Hebelarms  (da  es  Ja  an  sieb  gleick- 
giltig  ist,  ob  eine  Kraft  in  B  o<ler  in  irgend  einem  andern  Punkt  z.  B.  D  ihrer  Richtimg 
angebracht  wird)  ebenfalls  nach  unten,  nennt  sie  jedoch  DB,  indem  er  bei  der  Bezeich- 
nung der^  eine  Kraft  reprisentirenden  Linie  stets  diese  Anordnung  der  Buchstaben  feit- 
hllt,  dass  derjenige  Buchstabe,  welcher  den  Anheftungspunkt  der  Kraft  bezeichnet,  Tor- 
ansteht^  w&hrend  der  zweite  die  Richtung  und  Seile  angibt,  nach  welcher  bin  der  Ai- 
heftnngspnnki  bewegt  werden  soll,  so  dass  also  z.  B.  BD  und  DB  zwei  gleiche  und  io 
gerade  entgegengesetztem  Sinn  wirkende  Kräfte  bedeuten.  Bei  dieser  gewiss  sehr  fiel 
Zweckmässiges  darbietenden  Bezeichnung  erhält  man  von  dem  Ausdruck  Moment  eines 
Kräftepaars  unmittelbar  die  sinnliche  Anschauung,  dass  es  den  Flächeninhalt  des  Parallelo- 
gramms ABCD  bedeutet,  wodurch  die  Beweise  Tieler  Sätze  sehr  erleichtert  werden  und 
wodurch  Moebius  auf  äusserst  interessante  geometrische  Relationen  gekommen  ist.  Aber 
dennoch  schien  es  mir  dem  Zweck  der  gegenwärtigen  Schrift  angemessener,  die  Bezeich- 
nung ?on  Poinsot  beizubehalten,  da  es  mir  schneller  und  leichter  Terständlicb  tu  seil 
scheint,  wenn  man  Ton  einem  Kräflepaar  .(-f-P*  — P)  an  dem  Hebelarm  f  spricht,  ab 
wenn  man  es  durch  AC  uud  DB  bezeichnet,  wobei  man  nothwendig  erst  in  die  Figur 
sehn  muss,  um  den  Sinn  davon  zu  erkennen  und  ausserdem  doch  noch  die  Breite  itdes 
Parallelogramms  angeben  muss. 
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'  Ksher  haben  wir  stets  angenommen  ^  dass  die  mit  einander  su  rer* 
gleichenden  Kräftepaare  in  einerlei  Ebene  liegen.  Gehen  wir  nun  aber 
weiter  und  denken  uns  zunächst  Fig.  Xlll.  zwei  unter  einander  parallele 
Ebenen  MN  und  UV,  so  möge  in  der  erstem  das  Parallelpaar  (+P,  —P) 
an  dem  Hebelarm  ÄB=:p  gegeben  sein.  Nimmt  man  alsdann  in  der  zwei- 
ten Ebene  an  irgend  einer  beliebigen  Stelle  die  Linie  CD  gleidi  und  pa- 
rallel mit  iB  —  p  an  und  daran  wirkend  die  Kräfte  (+i*'.  —  i^),  wobei 
F=P  sein  soll,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Wirkung  dieses  letztem 
Kräftepaars  die  des  erstem  ersetzt. 

In  der  That,  wenn  mau  zuerst  nur  das  Krfiftepaar  (+'*  — P)  ^n 
dem  Hebelarm  AB  hat,  so  siehe  man  in  der  sweiten  Ebene  die  Linie 
CD  gleich  und  parallel  mit  AB  und  terbinde  die  ?ier  Punkte  i,  £,  C,  D 
durch  gerade  Linien,  welche  natürlich  wie  immer»  wie  schon  oben  S.  7 
bemerkt  worden,  als  starre  unausdehnbare  gedacht  werden  mössen,  da 
die  beiden  Ebenen  MN  und  UV  als  Durchschnittsebenen  eines  und  des* 
selben  Körpers  oder  als  fest  mit  einander  verbunden  zu  betrachten  sind; 
dann  werden  die  beiden  Linien  AD  und  BC  als  Diagonalen  eines  Parallelo- 
gramms sich  in  ihrem  gemeinsamen  Hittelpunkt  E  schneiden.  Nun  ist  es 
offenbar  erlaubt  in  den  Punkt  C  die  gerade  entgegengesetzt  wirkenden 
KrSSie  +F  und  — P"  und  im  Punkt  D  die  ebenfalls  gerade  entgegen- 
gesetzt wirkenden  Kräfte  +F*  und  — P'  anzubringen,  ohne  die  geringste 
Störung  in  dem  gesammten  System  zu  yerursachen ,  wenn  man  die  Kräfte 
F  und  F*  an  absoluter  Grösse  gleich  annimmt.  Nimmt  man  dieselben 
aber  auch  noch  gleich  und  parallel  mit  der  Kraft  P,  so  haben  wir  nun 
sechs  Kräfte:  +P,  —  P,  +F,  -F,  +  P",  —  P",  welche  dieselbe 
Wirkung  äussem  als  die  beiden  urspr&nglichen  Kräfte  +P  und  — P 
allein  und  welche  man  nun  auf  die  passendste  Weise  zusammenstellen 
kann.  Es  vereinigen  sidi  aber  (S.  IL)  die  beiden  in  einerlei  Sinn  an  der 
Linie  iiD  wirkenden  Kräfte  +P  und  +F*  in  eine  einzige  +iSs=-|-P+P" 
in  dem  Hittelpunkte  E  von  AD  und  ebenso  vereinigen  sich  die  beiden  in 
einerlei  Sinn  an  der  Linie  BC  wirkenden  Kräfte  — P  und  — F'  in  eine 
eJDzige  — S=  —  P  —  F'  in  dem  Hittelpunkt  E  von  BC.  Da  nun  die  Rieh* 
t&ogen  aller  Kräfte  unter  einander  parallel  waren ,  so  werden  +  S  und 
-~5  in  gerade  entgegengesetztem  Sinn  wirken  und  da  sie  ausserdem 
gleich  sind»  so  werden  sie  sich  geradezu  gegen  einander  aufheben.   Dem- 
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Bach  Meiben  alatt  der  torigen  6  KrlAe  nur  nodi  in  der  Eben^  UVA  bei- 
den Krfiflte  +1^  und  — rF  ftbrig,  oder  da  P':s=P  war,  das  Kriftepaar 
i+Pf  — P)  am  Hebelarm  CD^sp^  welches  die  Wirkung  des  Erftftepaars 
(+P,  — P)  am  Hebelarm  AB=:p  \n  der  Ebene  UN  ersetzt. 

Da  nun  aber  auch  noch  femer  das  Kriftepaar  (+P,  -^P)  am  Hebel* 
arm  CDssp  (S.  36)  in  seiner  Ebene  beliebig  verlegt  und  gedreht,  }a  so- 
gar (S.  37)  durch  ein  anderes  Kriftepaar  (+(?i  —  (?)  an  «nem  Hebel- 
aitn  {  ersetzt  werden  kann,  wenn  nur  P.ps:zQ,q  ist,  so  erhalten  wir 
folgenden  sehr  allgemeinen  Satz: 

Die  Wirkung  eines  Kräftepaars  <+P, — P)  andern  Hebel- 
arm p  kann  durch  die  Wirkung  eines  andern  Kriftepaari 
(+ Qj  "^  (?)  &n  den  Hebelarm  f,  welches  an  einer  beliebigen 
Stelle  in  derselben  oder  in  einer  parallelen  Ebene  liegt, 
ersetzt  werden,  wenn  nrnr  die  einzige  Beding« ng  erfAlUwiril, 
dass  ihre  Momente  gleich  sind,  also  P.px=:Q.q  ist. 

Es  ist  ans  diesem  Satz  ersiditlich ,  dass  sich  hier  dieaelben  Folge- 
rungen ffir  Kriftepaare  in  parallelen  Ebenen  ergeben,  wie  solch« 
(8.  37  H.  f.)  in  den  Nummern  1 — 3  fQr  Paare  in  ein  er  Ebene  gemgen  mL 


Gehen  wir  nun  wieder  einen  Schritt  weiter  und  nehnmi  vßm  Krifle- 
paare  in  zwei  nicht  parallelen  Ebenen,  so  werden  sich  letztere  in  einer 
goraden  Linie  schneiden  und  jedes  Kriftepaar  wird  man  (S.  36  o.  37)  ia 
seiner  Ebene  so  Terwandeln  und  verlegen  kMinen,  dass  beide  einen  gle^ 
chen  Hebdnrm  und  zwar  in  der  gemeinsamen  Durchschnittslinie  beider 
Ebenen  haben.  Wir  denken  uns  daher  (Fig.  XIV.)  das  Kriflepaar  <-f  ?, 
-^F)  an  dem  Hebelarm  AB  in  der  Ebene  MN  und  das  Kriftepaar  (-+0^ 
— <?)  an  demselben  Hebelarm  AB  in  der  Ebene  17^.  Da  wir  niets  den 
Winkel,  unter  welchem  die  Kräfte  auf  den  Hebelarm  wirken,  afc  einen 
rechten  annehmen ,  so  wird  sowohl  die  durtih  DAC  als  die  durch  BBF 
gelegte  Ebene  senkrecht  auf  der  gemeinsamen  Durchschnitteliiiie  AB  steha 
und  es  werden  also  auch,  wenn  man  beiderseitig  die  ParaHelogranme 
vollendet,  die  Diagonalen  AG  und  BH  senkrecht  auf  derselben  Linie  AB 
stehn,  beide  in  einerlei  Ebene  WX  liegen  und  mithin  einander  perdld 
gehn.    Nun  Unnen  wir  aber  die  Diagonale  AG  Ms  eine  resiütimnde  Kraft 
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4-M  dir  MAeii  Kriftt  4- 1*  und  4- 0  md  «beme  di«  IHigoMi«  Bff  ah 
aioi  UMikiMsie  Kraft  —  Jt  dgr  beiden  KrStte — P  and  -^Q  beMtclilen', 
mJCkm  wird  aneh  das  Krillqpaar  <  + Jl^  ~ll)  an  den  Bebelam  AB  ab 
reaidtiniidae  foUtepaar  der  beiden  Paare  (+Pf  —  P)  und  (  +  (?,—(?) 
an  deBDaeiben  Hebeiarm  berforgebn.     Hierana  ergibt  aith  felgender  Satz: 

Wenn  man  awei  KrflfUj^aare  <+P,  — P)  und(+(?,  — © 
mit  gleicbem  fiebeiarnoe  i,  in  awei  gloh  «nt^t  d^m  Neigung«* 
Winkel  J  schneidenden  Ebenen  hat^  ao  cetistroire  man  atas 
den  Verhftltnisslinien  P  und  Q  und  aus  dem  Winkel  /  ein 
Parallelöframas»  dessen  Diagebale  H  heiaa^n  nag,  «ö  ist 
(+Ry  — R)  an  einem  gleichen  Hebelarm  i  das  reaultirende 
Kriftepaar  der  beiden  gegebenen  Paare  und.  awar  in  einer 
Ebene  liegend,  welche  durch  die  Durcbachnittalinie  der 
beiden  gegebenen  Ebenen  sp  gelegt  ist«  dass  aie  deren  Nei- 
gungswinkel J  ebenso  tbeill  wie  die  Diagonale  A  den  Win- 
kel J  im  Parallelogramm. 

Dieses  resoltirende  Kräftepaar  kann  man  natftriicfa  in  seiner  eigenm 
Ebene  oder  in  eine  parallele  Ebene  beliebig  Teriegen  und  Verwandeln. 

Durch  wiederholte  Anwendung  desselben  Salies  findet  man  offenbar 
für  eine  beliebige  Anzahl  von  Krftftepaaren ,  (fie  Jn  beliebigen  Ebenen  lie- 
gen, ein  Einiiges,  wddies  deren  Gesammtwirknng  reprSsentirt. 

Wir  werden  aber  diesem  SaUse  noch  eine  andre  Aussprache  gd^en 
können ,  wobei  die  Analogie  mit  den  einfiieben  Kräften'  ^Mer  henror- 
tritl.  Wenn  man  nlmüch  die  in  den  beiden  Ebenen  nrsprflnglieb  gege- 
heMn  Kfiftepaare  daroh  (+<S,  — A)  an  dem  Hebelarm  $  imd<+r,  ^T) 
an  dem  Hebelarm  i  bezeichnet,  so  sind  deren  Wirkmgen  (hadi  S.  99) 
5.1  und  r.r,  die  man  respective  gleich  aelaen  bann  P.A  und  Q.Ä^  so 
dass  sich  yerhait: 

S.$iT.i^P:QrsiLiM 
wi»  X  und  M  niobt  einmal  Kriifte  bedeuten  d&irfen ,  indem  wir  4ae  Ver- 
bUtaiae  der  Prodacte  S.i  und  f.l  als  w  reines  ZaUeBrerhiilnisa  w$t* 
faaaen  können*    fliemacb  «pricbt  aich  der  vorige  Satz  ao  aus: 

Wenn  die  KrAftepaare  (+5,  — S)  ans  Hebelarm  t  und  (-ff, 
•—7)  am  Hebelarm  t  in  awe«  eich  unt^  den  Winkel  J.«clitt.ea» 
d^nd^n  )6b4Ae«  (•geb«iinftnd>;8:p  «niM/flau)  die-asbanBaanten 
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Verbiltnisszahlen  ihrer  Momente^  als  Linien  I  ahd  Jf  oder 
P  und  Q  gedacht,  unter  dem  Winkel  J  zu  einem  Parallelo- 
gramm zusammen,  dessen  Diagonale  A  heissen  mag;  alsdann 
verhalten  sich  die  Momente  oder  Wirkungen  der  componi- 
renden  und  des  resultirenden  Paares  wie  die  anbenannten 
Zahlen  PiQiR  und  letzteres  Paar  liegt  in  einer  Ehene,  wel- 
che den  Neigungswinkel  J  der  beiden  gegebenen  Ebenen 
ebenso  theilt  wie  die  Diagonale  R  den  Winkel  J  im  Paral- 
lelogramm. 

Da  sich  aus  dem  erwähnten  Parallelogramm  offenbar  ergibt: 
Ä  =  yp«  +  (?«  +  2P.Q,eo8J 
so  wird,  wenn  man  diese  ganze  Gleichung  mit  A  multipiicirt ,  das  Mo- 
ment oder  die  Wirkung  G  des  resultirenden  Paares: 

G^R.A=^yl(P.Ä)^+{O.A)^  +  2iP.A){O.A)eo$J 

=V(s.«)*+(r-o^  + 2(5.5)  er. ocosj 

Wenn  der  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen  ein  rechter  ist»  so  wird 

oder  fif  =  V?+** 
d.h.  das  Moment   des  resultirenden  KrSftepaars  ist  gleich 
der  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  Mo- 
mente der  componirenden  Paare. 

Sind  hierbei  noch  l  und  /u  die  Winkel,  welche  die  Ebene  des  resul- 
tirenden Krifltepaars  mit  den  beiden  andern  bildet,  so  ergibt  sich  aaefa 
unmittelbar  rückwärts: 

L=iG.co$l 
M=G  .cosfi. 

In  dem  obigen  Satz  wurde  verlangt,  dass  man  die  Verhältnisszahlen 
oder  Linien  unter  dem  Neigungswinkel  der  Ebenen  beider  Kriftepaare  za 
einem  Parallelogramm  zusammensetze.  Der  Ort,  wo  diese  Constroction 
ausgeführt  wird,  ist  ganz  willkürlich.  Man  kann  jedoch  auch  hierfür  eine 
nähere  Vorschrift  geben,  die  noch  beiläufig  einen  sdir  wesentlichen  Vor- 
theil  gewährt.    Dazu  dient  folgende  Betrachtung. 

Damit  ein  Kräflepaar  vollständig  bestimmt  sei,  müssen  drei  Dinge  ge- 
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geben  sein:  erstens  die  Ebene,  in  welcher  das  Paar  wirkt,  zweitens  die 
Verbftltnisszahl  oder  Verbältnisslinie  seiner  Wirkung  oder  seines  Moments 
und  drittens  der  Sinn,  in  welchem  das  Paar  zu  drehen  strebt.  Nun  ist 
aber  nach  S.  42  gleichgiltig,  ob  ein  Kriftepaar  in  einer  oder  in  einer 
beliebigen  damit  parallelen  Ebene  wirkt;  deshalb  wird  es  durchaus  nicht 
unumgänglich  erforderlich  sein  gerade  die  Ebene  des  Paares,  sondern 
nur  deren  Lage  zu  kennen,  welche  offenbar  durch  eine  Gerade  bestimmi 
sein  wird,  die  auf  ihr  und  somit  auf  allen  damit  parallelen  Ebenen  senkrecht 
steht.  Diese  senkrechte  nennt  Poinsot  die  Ax  e  des  Paars.  Denkt  man  sich  da- 
her  ?on  einem  beliebigen,  aber  als  fest  angenommenen  Punkt  im  Raum 
ein  Perpendikel  auf  die  Ebene  des  Paars  gefällt  und  auf  dieser  Axe  vom 
angenommenen  Punkt  aus  die  Verbältnisslinie  des  Moments  aufgetragen, 
so  wird  hierdurch  die  Lage  der  Ebene  des  Paars  und  auch  dessen  Wir- 
kung gegeben  sein.  Aber  auch  der  Sinn,  in  welchem  das  Paar  zu  dre* 
hen  strebt,  wird  durch  diese  Axe  angedeutet  werden  können,  wenn  man 
nur  ein  bestimmtes  Uebereinkommen  trifft.  Denken  wir  uns  nämlich  in 
dem  Scheitel  der  Axe  stehend,  das  Auge  nach  der  Ebene  des  Paars  ge- 
richtet, und  stellen  wir  x.  B.  fest»  dass  das  Paar,  wenn  es  den  Sinn  bat 
von  der  Linken  nach  der  Rechten  zu  drehn,  ein  positives  Moment  haben 
solle ,  welches  auf  der  Axe  von  ihrem  Scheitel  nach  der  Ebene  des  Paars 
hin  aufgetragen  wird,  wenn  es  dagegen  in  dem  Sinne  von  der  Rechten 
zur  Linken  zu  drehen  strebt,  ein  negatives  Moment  hat,  welches  auf  der 
Axe  von  ihrem  Scheitel  auf  der  rückwärts  gehenden  Verlängerung  auf- 
getragen wird,  so  ist  das  Kräftepaar  in  allen  seinen  drei  erforderlichen 
Beziehongen  durch  seine  Axe  vollständig  repräsentirt. 

Der  vorhin  bewiesene  Satz  bleibt  bei  der  soeben  durchgesprochenen 
Auffassung  vollkommen  derselbe,  nur  werden  wir  die  dort  gebrauchten 
Grössen  £,  if ,  ff  jetzt  die  Axen  der  einzehien  Kräftepaare  nennen« 

Man  wird  aber  jetzt  auch  unmittelbar,  ohne  dass  es  nötbig  sein 
dArfte  einen  besondern  Beweis  hinzuzufügen,  da  er  derselbe  wie  der 
(S.  31)  für  einlache  Kräfte  gegebene  sein  würde,  folgenden  Satz  tUr  drei 
Krfiftepaare  aussprechen  können: 

Wenn  drei  Kräftepaare  in  drei  verschiedenen  Ebenen 
gegeben  sind  und  zwar  durch  ihre  Axen  I,  Jtf,  JV,  welche  von 
einem  und  demselben  Scheitelpunkt  ausgehn,  so  ist  die  Axe 
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des  resultirenden  Kräftepaars  die  Diagonale  0  de»  Parti- 
lelepipedums,  welches  man  aus  den  gegebenen  Axen  L^  M, 
N  gebildet  bat. 

Wenn  die  Ebenen  der  drei  gegebenen  Paare,    also  auch  ihre  Aseo, 
auf  einander  senkrecht  stebn,  so  wird  naturlich: 

md  wenn  man  A,  ju,  v  die  Winkel  nennt,  welche  die  Axe  des  resuhi- 
renden  Paares  mit  denen  der  componirenden  bildet,  so  ist 

I  =  Ä.cosX, 

N^  G.eosp. 
In  diesen  CUeicfaungen  liegt  zugleich  die  Kegd,  wie  man  jedes  be- 
liebig im  Raam   gegebene  KrSflepaar  durch  drei  andre  Paare   ersetzen 
kann,  wekfae  in  drei  unter  einander  senkrechten  Ebenen  liegen. 


Wenn  man  nach  dem  Vorigen  erkannt  bat,  wie  man  swet  oder  drei 
in  beliebigen  Ebenen  liegende  Kräftepaare  in  ein  einiiges  nsammenseCsen 
kann,  so  wird  man  auch  dorch  wiederholtes  Anwenden  desselben  V^fah« 
rens  jede  mögliche  Anzahl  von  Kräftepaaren  in  ein  einziges  vereiaigen  können. 

Denken  wir  uns  jetzt  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften  P',  P^,  P"',...^ 
die  auf  irgend  welche  Weise  an  einem  Körper  oder  einem  &f9Um  von 
Punkten  angebracht  sind,  so  wählen  wir  uns  irgend  einen  beslimmteOi 
wie  immer  mit  dem  System  auf  unveränderlicbe  Weise  vertrandtnen  Ponkt 
O  (mAge  er  der  An&ngspmikt  der  Coordinaten  heissen);  alsdann  könnet 
wir  in  diesem  Punkt  in  Bezug  auf  jede  einzehie  in  einem  gegnbenen 
Pnnkt  Ä  wirkende  Kraft  F,  zwei  gerade  entgegengesetzt  wirkende,  unter 
einander  and  der  gegebenen  gleiche  KräCle  +P,  — P  angebracht  denken, 
welche,  da  sie  sich  das  Qeichgewicht  halten,  durchaus  Nichts  ia  dens  gan* 
ntn  System  ändern«  Wir  haben  also  statt  der  einen  in  Ä  wirkenden  Kraft 
jetzt  eine  gleiche  nnd  paraUele  aber  in  O  wirkende  Kraft  und  misserdtfli 
ein  Kriflepaer  (+P»  *— P)  ^^  dem  ;Hebeiarm  AO  (oder  anch  an  einem 
Hebelarm ,  welcher  gleich  der  senkrechten  Entfemnng  der  betdna  Kcb» 
tungen  der  in  Ä  nnd  O  angebrachten  Kräfte  ist);  dieses  Kräflepnar  kann 
man  anck  noch  in  derselben  Ebene  oder  anch  in  irgend  einer  pnraUeieB 
Ebene  beliebig  verlegen« 


—  «  — 

W«DQ  man  min  dasselbe  Verfahren  anf  jede  einaige  der  gegdbtaen 
Krifle  P  aftirendet,  so  erhftlt  man  dadurch  aaerat  in  dem  Punkte  0  eben« 
Senate  firiAe,  als  überhaupt  gegeben  sind  and  weiche  atte  diesen  letziern 
gleich  lad  parallel  sind  and  ansserdem  nech  in  yersekiedenefi  Ebenen 
eine  gleiche  Anzahl  von  Kräftepaaren.  Nach  dem  Bbherigen  lassen  sich 
aber  alle  in  O  wirkenden  Kräfte  in  eine  einzige  Kraft  JI  und  die  in  den 
verschiedenen  Ebenen  wirkenden  Kräftepaare  in  ein  einziges  Kraflepaar 
(4-iS^t  ^^S)  vereinigen.  Wenn  man  wiU,  kann  man  auch  diesea  resul- 
tirende  Kräftepaar  noch  parallel  mit  sich  so  verlegen»  dasa  def  Anhitflungs- 
pnnkt  von  +8  mit  dem  Anheftnngspunkt  von  K  zueammenfäUt,  wobei 
sich  dann  diese  beiden  S  und  R  in  eine  einzige  Kraft  T  vereinigen»  so  dass 
anaser  dieser  noch  die  Kraft  -^S  übrig  bleibt,  wekhe  nicht  in  derselben 
Ebene  mit  jener  hegt. 

Hierdurch  erhalten  wir  folgenden  ganz  allgemeinen  Schiusa: 

Wenn  aif  einen  K&rper  oder  auf  ein  System  von  untetf 
sich  auf  unwandelbare  Weise  verbundenen  Punkten  belid» 
bige  Kräfte  wirken,  so  lassen  sieh  diese  alle  entweder  auf 
eine  einaige  Kraft  und  ein  einziges  Kräftepaar  oder  auf  awei 
einaelne  nicht  in  einerlei  Ebene  liegende  Kräfte  surück- 
führen. 

In  beidoi  Ffilhsn  mnfs  der  Zusatz,  im  Allgemeinen,  beigeflkgt 
werden;  denn  es  können  sogleich  anznführende  Specialitäten  vorkommeUf 
bei  denen  daa  Gesagte  nicht  vollständig  \m  dem  angedeuteten  Sinn  statt- 
flndet.  Wenn  nämlich  die  resultirende  Kraft  JI  verschwindet,  währosd 
das  Kräftepaar  (+^t  *^S)  einen  endlichen  Werth  behält ,  so  führen  sich 
sämmtliebe  gegebene  Kräfte  auf  ein  einziges  Paar  enrück  und  wenn 
zw^tens  die  Ebene  des  resultirenden  Paares  (  +  £,  —5)  mit  der  reaul- 
trrenden  Kraft  JI  in  derselben  oder  in  einer  damit  paraMelen  Ebene 
liegt,  in  welchem  !etztem  Fall  das  Paar  (nach  S.  42)  in  die  Ebene  der 
Kraft  JI  übertragen  werden  kann,  so  redadren  sich  sämmUiche  geg€l)ene 
Kräfte  auf  drei  in  einerlei  Ebene  liegende,  die  sich  natürlich  schlieasliidi 
in  eine  einzige  vereinigen  laesen. 

Da  nun  einer  Seite  eiaem  Kräftepaar  niemah  duroh  eine  einaige 
Kraft,  sondern  nur  durch  ein  Kräftepaar  von  gleichem  Moment »  )daa  aber 
in  entgegengesetztem  Sinne  zu  drehen  strebt,  das  Gleichgewicht  gehalten 
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werden  kann  ond  da  andrer  Seite  zwei  nicht  in  einerlei  Ebene  liegende 
Kräfte  sich  auf  ein  Kräftepaar  und  eine  einzelne  Kraft  zurückfahren  las-* 
sen,  so  folgt  unmiUelbar,  dass,  mit  Ausnahme  der  angegebenen  Specialis 
täten,   ein  System  von  Kräften  unter  keinen  andern  Umstän- 
den im  Gleichgewicht  sein  wird,  als  wenn  die  resultirende 
Kraft  R  für  sich  gleich  Null  ist   und  auch  das  Moment  des 
resultirenden  Kräftepaars  (+5,  — S)  für  sich  Terschwindet 
Wenn  nun  aber  dieses  zuletzt  Gesagte  nicht  stattfindet,  so  stellt  sieb 
als  nächste  Frage  offenbar  diese  heraus:    ist  es  möglich,  der  einzehien 
Kraft  R  und  dem  Kräftepaar  {+S^  — S)   durch  Hinzufügung  einer  ein- 
zelnen Kraft  R*  das  Gleichgewiclit  zu  halten?  —  Hier  gibt  es   offenbar 
nur  drei  zulässige  Annahmen  ober  die  neue  Kraft  R':   entweder  sind  die 
beiden  Kräfte  Jl  und  R'  so  beschaffen,  dass  sie  sich  in  eine  einzige  Tereinigen 
lassen  und  dann   kann  nach  dem  Vorhergehenden   diese  nicht  mit  dem 
Paare  (+S,  — S)  im  Gleichgewicht  sein  —  oder  zweitens,   die  Kräfte 
R  und  A'  lassen  sich  auf  eine  einzige  Kraft   und   ein  Kräftepaar  zurück- 
führen,  dann  lassen  sich  dieses  Paar  mit  dem  ursprünglichen  (+S,  — S) 
in  ein  einziges  Paar  zusammensetzen  und  wir  erhalten  wieder  eine  einzelne 
Kraft  und  ein  einzelnes  Paar,   die  sich  natürlich  nicht  das , Gleichgewicht 
halten  können  —  oder  endlich  drittens  A'  bildet  mit  A  ein  einzelnes  Paar, 
so  dass  also  A'  =  -^A  in  einer  passenden  Entfernung  mitjl  parallel  ist; 
dann  vereinigen  sich  diese  zu  einem  einzigen  Paare,   während  keine  ein- 
zelne Kraft  dabei  vorkommt:  soll  nun  Gleichgewicht  statt  finden»  so  muss 
das  Moment  dieses  neu  entetandenen  resultirenden  Kräftepaars  gleich  NoU 
sein,  was  offenbar  nicht  anders  möglich  ist,  als  wenn  die  beiden  Kräfte- 
paare (+A,  — A)  und  (+5,  — S)  in  einerlei  oder  in  parallelen  Ebenen 
liegen  und  ausserdem  gleiche  Momente  haben.      Das  Letztere  läast  sich 
jeder  Zeit  ermöglichen,  indem  man  dem  zugehörigen  Hebelarm  eine  pas- 
sende Grösse  gibt  und  man  wird  daher  beliebig  vielen  an   eipem 
System  vom  Punkte  wirkenden  Kräften  stets  durch  Hinzu- 
fügung einer  einzelnen  Kraft  das  Gleichgewicht  halten  kön- 
nen,   wenn   die   einzelne   resultirende  Kraft    in    derselben 
oder  in  einer  parallelen  Ebene  mit  der  des  resultirenden 
Kräftepaars  liegt. 
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Bedingnngsgleicliangeii  des  Gleichgewichts  eines  beliebigen  Systems  von 

*  Kräften. 

Wir  haben  am  Schluss  der  vorigen  Vorlesung  gesehn,  dass  wir  jede 
Kraft  P,  die  auf  einen  beliebigen  Punkt  A  wirkt,  ersetzen  können  durch 
eine  gleiche  und  parallel  wirkende  Kraft  P  in  einem  beliebigen  aber  be- 
stimmt angenommenen  Punkt  0  und  durch  ein  Kräftepaar  (+P,  — P) 
an  dem  Hebelarm  iO,  und  wir  haben  ferner  gesehn,  Jass,  wenn  das 
ganze  System  im  Gleichgewicht  sein  soll,  die  Resultante  aller  in  0 
wirkenden  Kräfte  für  sich  gleich  Null,  so  wie  auch  das  resultirende  Kräfte- 
paar für  sich  gleich  Null  sein  müsse.  Die  Sprache  in  diesem  Gesetz  ist 
aber  offenbar  keine  analytisch  verständliche  und  wir  müssen  daher  letz- 
tere gegenwärtig  hier  suchen. 

$.7. 

Nehmen  wir  nun  zunächst  an,  dass  alle  Kräfte  in  einerlei  Ebede 
wirken,  so  sei  (Fig.  XV.)  OX  und  OY  ein  rechtwinkliges  Courdiinaten-Sy- 
Btem,  in  Bezog  auf  welches  die  Anheftungspunkte  und  Richtungen  der 
Kräfte  bestimmt  sein  mögen.  Die  verschiedenen  Stellungen,  welche  die 
Richtungen  den  Axen  gegenüber  einnehmen  können,  sind  in  der  Figur 
för  einen  Quadranten  vollständig  verzeichnet.  Wir  gehen  diese  vier  Fälle 
einzeln  durch,  indem  wir  dabei  ein  für  alle  Mal  festsetzen:  1)  dass  die 
3fCoordinaten  oberhalb  der  XAxe  positiv,  unterhalb  derselben  negativ; 
die  a;Coordinaten  rechts  von  der  FAxe  positiv,  links  negativ  genommen 
werden  sollen;  2)  dass  die  Kräfte,  welche  den  Anfangspunkt  0  nach  X 
hin ,  so  wie  auch  die ,  welche  denselben  Punkt  nach  Y  hin ,  oder  mit 
einem  Wort,  welche  die  Axen  in  ihrem  positiven  Sinn  zu  vergrössem 
streben,  positive,  die  andern  aber  negative  genannt  werden  sollen;  und 
S)  dass  die  Momente  derjenigen  Rräftepaare,  welche  in  dem  Sinne  von 
links  nach  rechts  zu  drehen  streben,  positiv,  die  Momente  derjenigen  aber, 
welche  in  dem  Sinne  von  rechts  nach  links  zu  drehen  streben,  negativ 
genommen  werden  sollen. 

n)  Wenn  die  Kraft  P|  in  dem  Punkte  By  von  links  nach  rechts  und 
von  oben  nach  unten  wirkt ,  so  denke  man  sich  dieselbe  in  die  beiden 
mit  den  Ca«fdiaatenaxen  paiiallelen  Kralle  X|  und  Yi  zerlegt.  Zieht  imn 
11.  4 
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nun  die  beiden  Coordinaten  des  Anheflungspunkts  Bf  nämlich  Bi  Cf|  (=^|) 
und  BiHf  {=iXf)  und  denkt  sich  alsdann  in  dem  Punkt  Gi  auf  der  XAxe 
zwei  gleiche  Kräfte  X|  in  gerade  entgegengesetztem  Sinne  angebracht  und 
ebenso  in  dem  Punkt  Hi  auf  der  FAxe  zwei  gleiche  Kräfte  Y^  ebenfalls  in 
gerade  entgegengesetztem  Sinn  wirkend ,  wodurch  offenbar  Nichts  in  dem 
ganzen  System  geändert  wird,  so  erhält  man  dadurch  in  Stelle  der  einen 
Kraft  P|  jetzt  sechs  Kräfte,  welche  wir  in  folgender  Weise  gruppiren 
können:  1)  eine  Kraft  X|  in  der  XAxe  selbst,  welche  diese  zu  vergrös- 
sern  strebt;  2)  ein  Kräitepaar  an  dem  Hebelarm  B|  (?|  (=yi)  mit  der 
Kraft  X|,  welches  in  dem  Sinne  von  links  nach  rechts  zu  drehen  strebt, 
dessen  Moment  daher  positiv  sein  muss  und  also,  da  sowohl  die  Kraft 
als  die  Coordinate  positiv  sind,  =  +  X|yi  sein  wird;  3)  eine  Kraft  F| 
in  der  FAxe  selbst,  welche  diese  zu  verkleinern  strebt;  4)  ein  Kralle 
paar  an  dem  Hebelarm  Ä,  tf,  (=  a?| )  mit  der  Krall  F, ,  welches  in  dem 
Sinne  von  links  nach  rechts  zu  drehen  strebt^  dessen  Moment  daher  po- 
sitiv sein  muss  und  also,  da  die  Kraft  F|  in  sich  negativ  gedacht  wird, 
die  Coordinate  a?|  aber  positiv  ist,  =  —  F|  a?|  sein  wird. 

b)  Indem  wir  ebenso  die  Kraft  Pj  durch  sechs  Kräfte  ersetzen  und 
sie  in  ähnlicher  Weise  als  vorhin  gruppiren,  erhalten  wir  1)  eine  Krall 
X)  in  der  XAxe  selbst,  welche  diese  zu  vergrössern  strebt;  2)  ein  Kräfte- 
paar am  Hebelarm  B^G^j  (==^s)  mit  der  Kraft  Xs,  welches  in  dem  Sinne 
von  links  nach  rechts  zu  drehen  strebt,  dessen  Moment  daher  positiv  sein 
muss  und  also,  da  sowohl  Kraft  als  Coordinate  in  sich  positiv  sind, 
=  +  Xsys  sein  wird;  3)  eine  Kraft  F,  in  der  FAxe  selbst,  welche  diese 
zu  vergrössern  strebt;  4)  ein  Kräftepaar  an  dem  Hebelarm  B%H^  i^^^i) 
mit  der  Krall  F,,  welches  in  dem  Sinne  von  rechts  nach  links  zu  dre- 
hen strebt,  dessen  Moment  daher  negativ  sein  muss  und  also,  da  sowohl 
Kraft  als  Coordinate  in  sich  positiv  sind,  =: — F^j?}  sein  wird. 

c)  Die  Krall  P,  liefert  1)  eine  Kraft  X,  in  der  XAxe  selbst,  welche 
diese  zu  verkleinern  strebt;  2)  ein  Kräftepaar  am  Hebelarm  B^G^  (=yt) 
mit  der  Kraft  X«,  welches  in  dem  Sinne  von  rechts  nach  links  zu  dre- 
hen strebt,  dessen  Moment  daher  negativ  sein  muss  und  also,  da  die 
Krall  Xg  in  sich  negativ,  die  Coordinate  aber  positiv  ist,  =i+X^yg  sein 
wird;  3)  eine  Kraft  Fj  in  der  FAxe  selbst,  welche  diese  tu  verkleinern 
•trebt;  4)  ein  Kräitepaar  an  dem  Hebelarm  B^Hg  ('^Xg)  mit  der  Kralt 
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y, ,  welches  in  dem  Sinne  von  links  nach  rechts  zu  drehen  strebt,  des- 
sen Moment  daher  positi?  sein  muss  und  also,  da  die  Kraft  F,  in  sich 
negatiT,  die  Coordinate  aber  positi?  ist,  = — YiX^  sein  wird. 

d)  Die  Tierte  Kralt  P4  liefert  endlich:  1)  eine  Kraft  X,  in  der  XAxe 
selbst,  welche  diese  zu  verkleinern  strebt ;  2)  ein  Krdftepaar  an  dem  Hebel- 
arm £4(74  (=^4)  mit  der  Krall  X4,  welches  in  dem  Sinne  Ton  rechts 
nach  links  zu  drehen  strebt,  dessen  Moment  daher  negativ  sein  muss  und 
also,  da  die  Kraft  X4  in  sich  negativ,  die  Coordinate  aber  positi?  ist, 
«+X|y4  sein  wird;  3)  eine  Kraft  Y^  in  der  FAxe  selbst,  welche 
diese  zu  vergrössern  strebt;  4)  ein  Kraftepaar  an  dem  Hebelarm  B^H^ 
(=074)  mit  der  Krall  F4,  welches  in  dem  Sinne  von  rechts  nach  links  zu 
drehen  strebt,  dessen  Moment  daher  negativ  sein  muss  und  also,  da  so- 
wohl Kraft  als  Coordinate  in  sich  positiv  sind,  =  —  F4a?4  sein  wird. 

Wenn  nun  aber  einfache  Kräfte  in  einerlei  Richtung  wirken,  so  setzen 
sie  sich  ja  |nach  S.  11  durch  einfache  Addition  zusammen,  und  wenn 
mehre  Kräflepaare  in  einerlei  Ebene  wirken,  so  ist  nach  S.  38  das  Mo- 
ment des  resultirenden  Kräftepaars  gleich  der  Summe  der  Momente  der 
einzelnen  Paare.  Hierdurch  erhalten  wir  als  Gesanuntwirkung  der  be- 
trachtete vier  Kräfte  P: 
in  der  XAxe: 

X,+Xa+X,  +  X4 
in  der  FAxe: 

Y^  +  ¥,  +  Y,  +  Y, 
und  an  Momenten  in  der  XFEbene: 
(X,y,-F,a;,)  +  (X,y,-F,a?,)  +  (X,y,-.F,(r,)+(X4y4-F4ia?4) 

In  allen  diesen  drei  Ausdrucken  muss  man  wohl  darauf  achten,  dass 
den  verschiedenen  Kräften  X  und  Y  stets  das  ihnen  zukommende  Vor- 
zeichen zuertheilt  werde,  je  nachdem  sie  die  Axen  zu  vergrössern  oder 
zu  verkleinern  streben. 

Es  sind  hier  nur  die  vier  möglichen  Lagen  der  Kraft  P  in  einem 
einzigen  Quadranten  durchgenommen.  Die  Verfolgung  derselben  auch 
in  den  übrigen  Quadranten  ist  hier  übergangen,  weil  sie  durchaus 
keine  Schwierigkeit  darbietet,  wenn  man  nur  auf  das  Vorzeichen  der 
Coordinaten  achtet.  So  würde  z.  B.  die  Kraft  P5  ein  Kräftepaar  an  dem 
Hebelarm  BgGg  («»^5)  mit  der  Kraft  X5  liefern,  welches  in  dem  Sinne 


M  »a» 
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von  rechts  nach  links  lu  drehen  strebt,  dessen  Moment  daher  negati? 
sein  muss  und  "also,  da  die  Kraft  X5  positiv,  die  Coordinate  ys  aber  in 
sich  negativ  ist,  =^+X^ys  sein  wird;  bei  dem  zweiten  hier  entstehenden 
Kräflepaar  an  dem  Hebelarm  B^H^  (=^5)  ist  die  Kraft  1^5  in  sich  nega- 
tiv zu  nehmen,  weil  sie  den  Punkt  0  nach  unten  zu  drucken  strebt,  die 
Coordinate  075  dagegen  positiv;  es  wird  daher  das  Moment  dieses  Paares, 
da  es  in  dem  Sinne  von  links  nach  rechts  zu  drehen  strebt,  positiv,  also 
=&•— FsdP^  sein  müssen. 

Denkt  man  sich  dieses  nun  für  alle  möglichen  Lagen  der  gegebenen 
Krfiite  durchgeführt,  so  wird  man  leicht  zu  folgendem  allgemeinen  Schlass 
gelangen : 

Wenn  eine  beliebige  Anzahl  n  von  Kräften  in  einerlei 
Ebene  gegeben  sind,  so  zerlegt  man  jede  einzelne  in  zwei 
mit  den  Coordinatenaxen  parallele  Seitenkräfte;  alsdann 
wird  die  Gesammtwirkung  sämmtlicher  Krä'fte  aus  folgen- 
den drei  Theilen  bestehn: 

1)  in  der  XAxe,  die  5umme  der  mit  dieser  parallelen 
Composanten:  * 

X|+x,+X3+ =iXp=x, 

2)  in  der  FAxe,  die  Summe  der  mit  dies^er  parallelen 
Composanten: 

Y,  +  Y^+r,  + =  2Yp=Y, 

S)  in  derselben  Ebene,  die  Summe  sämmtlicher  Mo- 
mente: 

(X,y^  —  Y^x^)  +  (X^y2-Y^x^)  +  ....^2{Xpyp—YpXp)=^N. 

p-i 

Die  Bezeichnung  der  Composanten  der  einzelnen  Kräfte  durch  X|  Yi 
J^Y%  u,  s.i^.  ii^t  für  die  Anwendung  lucht  zweckmässig,  weil  die  Rich- 
tung jeder  Kraft  P  offenbar  durch  den  Winkel  gegeben  sein  wird,  den 
sie  mit  einer  von  beiden,  z.  B.  mit  der  XAxe  bildet.  Wenn  man  hier 
nun  streng  darauf  achtet,  diesen  Neigungswinkel  immer  in  einer  und  der- 
selben Weise  m  zählen,  z.  B.  von  der  XAxe  ausgehend,  sich  nach  links 
drehend  bi»  man  mr  Richtungslinie  der  Kraft  kommt,   so  wie  est  in  d«r 
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Figar  dardi  kleine  Bögen  mit  beigefttgten  beai^idien  a  angedeutet  M, 
Bo  wird  euB  gani  in  Allgemeinen  schreiben  dürfen 

XssP.eosa  und  Y=:P.$ina 

m 

WO  dann  sagleleh>  bei  der  gehörigen  Beachtung  des  Winkele  und  seiner 
goniometriecfaen  Function,  jede  Kraft  das  ihr  lukommende  Voneichen 
erhfilt 

Hiemach  erhalten  die  obigen  drei  Bestandtbeile  der  Gesammtwirkung 
Tolgende  Gestalt: 

Pi  cosai  +  Pj  cofttj  +  Pi  coscfj  +  . ..  .=-SPpcescfp=X 

Pi«tnaj  '\'P^$ina^  +  Pi$inag  +  ...^SPpSinap=iY 

P|  Qfi  cosa^  — a?|  sin Oj)  +  P,  (y, cosa^  —  »j smcra)  + . . .  • 

p-» 
=:2Pp(ypC0tap  —  Xp$map)=N. 

Wir  haben  hierdurch  alle  gegebenen  Kräfte  auf  zwei  einselne  Kräfte 
X  und  y  und  auf  ein  Kräftepaar  zurückgeführt.    Da  sich  aber  die  baden 

Kräfte  X  und  Y  in  eine  einzige  ^X^+Y^  rereinigen  lassen ,  so  erhalten 
wir  eine  einzige  Kraft  und  ein  Kräftepaar.  ^ 

Stellen  wir  nun  die  Bedingung,  dass  sämmtHche  Kräfte  sieh  das 
Gleicbgemeht  halt^  seilen,  so  wird  dieses,  da  eine  einzelne  Kraft  nie 
einem  Kräftepaar  dss  Gteiehgewtefat  halten  kann,  nicht  andere  inSglrdi 

sein,  Als  wenn  dfe  Kraft  ^X*+Y^  ffir  sich  und  auch  das  KrSftepaar  ffir 

sich  gleich  Null  wird.  Die  erste  Bedingung,  dass  ^X'+^^^O  sei,  hat 
uumiltelbar,  weil  es  Summe  zweier  Quadrate  ist,  das  Verschwinden  der 
einzelnen  Grössen  JT  und  Y  zur  Folge,  so  dass  man  diese  Bedingungs- 
gleichungen  des  Gleichgewichts  erhält: 

X=0 

r=o 

Findet  nun  aber  nicht  Gleichgewidit  statt,  so  ist  en  die  nächste 
Frage,  ob  es  eine  einzelne  Kraft  gibt,  welche  dem  ganzen  Stetem  der 
gegebenen  Kräfte  das  Gleichgewicht  halten  könne,  oder,  was  dasselbe  be- 
sagt, ob  eine  einzige  Kraft  die  Wirkung  sämmtUeher  Kräfte  ezsetzen  könne. 
Wenn  es  eine  solche  Kraft,  die  R  hetssen  mag,  gäbe,,  so  tiäüsste  durch 
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HinzufüguDg  der  Kraft  — -R  zu  den  ursprünglich  gegebenen  KräfteD,  Gldch- 
gewicht  erzielt  werden.  Nennt  man  daher  a  den  Neigungswinkel  dieser 
neu  hinzutretenden  Kraft  gegen  die  ZAxe,  so  wie  x  und  y  (alle  drei 
Grössen  a,  x^  y  ohne  Index)  die  Coordinaten  ihres  Anheflungspunkts, 
80  wird  man  nach  den  vorhin  angefahrten  Bedingungsgleichungen  des 
Gleichgewichts  folgende  Relationen  zu  deren  näherer  Bestimmung  erhalten: 

X — Rcota^=0 

Y—Rsina  —  Q 

N — R  iy  .co$a  —  x.sina)  =  0. 
Hieraus  ergibt  sich  zunächst: 

X  Y 

co$a=:  .  =-,  «tiia  = 


VX»+r*  VJ^  +  r* 

JV— Xy  — ra?=:0. 

Aus  der  ersten  Gleichung  erhält  man  die  absolute  Grösse  der  Resul- 
tante, die  beiden  folgenden  geben  die  Neigung  ihrer  Richtung  gegen  die 
Coordinatenaxen  und  die  dritte  gibt  diese  Riclitung  unter  der  analytischen 
Form  als  Gleichung  einer  geraden  Linie,  wo  x  und  y  die  laufenden  Coor- 
dinaten repräsentiren. 

Man  erhält  hier  nicht  einen  bestimmten  einzelnen  Anheftungspunkt 
für  die  Resultante,  weil  es  offenbar  im  Allgemeinen  gleichgiltig  ist,  in 
welchem  Punkt  ihrer  Richtung  man  sich  dieselbe  angebracht  denkt. 


a)  Ein  hierher  gehöriger,  wenn  auch  sehr  einfacher,  doch  wegen 
seiner  grossen  Anwendbarkeit  äusserst  wichtiger  specieller  Fall  ist  dieser, 
dass  die  Richtungen  aller  Kräfte  unter  einander  parallel  sind. 

Wir  können  hierbei,  ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun,  anneh- 
men, dass  die  KAxe  parallel  mit  der  Richtung  sämmlliclier  Kräfte  geht, 
so  dass  der  Neigungswinkel  a  jeder  dieser  Richtungen  gegen  die  XAie 
ein  rechter  wird.  Hierdurch  werden  natürlich  die  Cosinusse  aller  a  der 
Einheit  gleich,  während  deren  Sinusse  verschwinden. 

Die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  reduciren  sich  für  diesen  Fall  auf: 

P,-|-P,  +  P,+....=:0 
^l«t'+^«a?l  +  ^1^3  +....=  0. 
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Id  diesen  Gleidmngeii  ist  fttr  Psranel-Krifte  offenbar  folgendes  6e- 
setx  ausgesprochen: 

Parallel«  Kräfte,  die  in  einerlei  Ebene  wirken,  sind  im 
Gleichgewicht,  wenn  1)  ihre  Summe  (selbstverständlich  jede  ein- 
zelne Kraft  mit  dem  ihr  zukommenden  Vorzeichen  genommen)  gleich 
Null  ist  und  wenn  2)  dieSumme  der  Producte  dieser  Kräfte 
in  die  senkrechten  Entfernungen  ihrer  Richtungen  von 
einem  fest  angenommenen  Punkt  (wobei  sowohl  die  Kräfte  als 
auch  die  EntfemuDgen  von  einem  festen  Anfangspunkt  mit  den  entspre- 
chenden Vorzeichen  genommen  werden  müssen)  gleich  Null  sind, 
oder  mit  andern  VITorten,  wenn  die  Summe  der  Mamente*)  der 
einzelnen  Kräfte  in  Bezug  auf  einen  beliebigen,  aber  fest 
angenommenen,  Punkt  gleich  Null  ist 

Wenn  diese  Kräfte  sich  nicht  das  Gleichgewicht  hielten,  so  wäre 
die  nächste  Frage,  ob  sie  durch  eine  einzige  Kraft  im  Gleichgewicht  ge- 
balten werden  könnten,  oder,  was  dasselbe  heisst,  ob  sie  eine  Resultante 
haben.  Wenn  eine  solche  existirr,  so  heisse  sie  selbst  R  und  ihre  Ent-- 
femung  von  dem  festen  Anfangspunkt  x  (ohne  Index),  dann  wird 
Ä=Pj+P,  +  P,  +  .... 

woraus  sich  ausser  der  Bestimmung  fär  R  auch  noch  die  für  x  ergibt: 

Pi+Pi+i'i  +  ..- 

Dieser  letztere  Ausdruck  wird  stets  einen  bestimmten  Werth  angeben, 
wenn  nicht  R  oder  die  Summe  aller  Kräfte  gleich  |Nu!l  wird,  in  welchem 
Fall  er  unendlich  werden  kann  und  alsdann  auf  ein  Kräftepaar 
zurückführt. 

Die  hierbei  erhaltene  Gleichung 

Haj  =  p,  a?|  +P^X2  +  Pia?i  +  -'-' 


*)  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  anf  einen  Punkt  nennt  man  das  Prodnct 
aas  der  Kraft  in  das  von  dem  Punkt  anf  die  Richtung  der  Kraft  gefftllte  -Perpendikel, 
(siehe  auch  S.  18). 

Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  /eine  Ebene  nennt  man  dal  Prodnct  aus 
der  Kraft  in  das  Tom  Anheftongspunkt  der  Kraft  anf  jene  Ebene  geflllte  Perpeadikel. 
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Usst  auch  aipe,  bai  ainar  spiteni  Uqteraucbupg  sehr  vweckmiaiige  Am- 
spracbe  zu,  nämlich: 

Die  Suinme  der  Momente  von  P£|raIlel)ir|irteQ  io  Bezug 
auf  einon  beliebigen  Punkt  ihrer  Ebene  ist  gleich  dem  No- 
Qiapt  ihrer  Resultante  in  Bezug  auf  denselben  Punkt» 

b)  Ein  zweiter  ganz  specieller  Fall  durfte  auch,  seiner  Ableitung  aus 
(^^n  allgemeinsten  Formeln  wegen,  interessant  gepug  sein,  um  hier  eine 
Stelle  zu  finden. 

Wir  nehmen  (Fig.  XVI.)  nur  zwei  Kräfte  Pf  uqd  P|  als  gegd)eq  an 
und  sudien  für  diese  die  Besultanle.  Um  die  Rechnung  zu  veFeinfocbeo, 
nehmen  wir,  was  offenbar  erlaubt  ist,  die  Verbindungslinie  B^B^  der  bei* 
den  Anheftung^punkte  der  Kräfte  zur  XAxe  an.  0  sei  der  Apfaogspunkt 
der  Coordinaten,  so  dass  B^O^sx^  und  B^O^Xt  ist,  während  beide  zu- 
gehörigen y  gleich  Null  werden.  Die  allgemeinen  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung  der  Resultante  werden 

P^cota^  +  P2C0sa2=^Rc09a 
P|Stnat  +  P%sina2^=R8ina 
— Pi  a?|  sin cTj  —  Pj a?2 sin cr2  =  Ä  (y  cosa — xsin a). 

Hieraus  erhält  man: 

Ä=  VPt^  +  P2*  +  2P,  P,CO«  («J  — Ol), 

Pi  €08  a*  4"  P%  cos  am 
Vp,  HPiH2  P|  P2  co^  (aj— «j)' 
sina  =  Pj  sin  a,+P,  sing,    _ 

VPi*  +  P2'+P|P2  C05(a2— «i)' 

(Pi  COS  a,  +  Pj  cos  «i)  y  =  (x  —  a?|)  P|  sin  a^  +  (a?— 0*2)  ^i  ^i^  «s- 

Wenn  wir  in  der  letzten  Gleichung,   welche  die  der  Resultante   ist, 

jf=:0  setzen,   so   erhalten   wir  die  Abscisse  des  Durchschnittspunkts  der 

Resultante  mit  der  XAxe: 

__   P|  aPj  sin  CTi  +  P2  x^  sin'a^ 
Pi  «tn  cTi  +  P2  «n  ai 

oder  in  besserer  Gestalt: 

(x — x^).P^sinaf  +(x  —  X2).P^sinai^=0 
oder :  {x — Xi ) :  (a?2  —  ^) = P2  ««'»» «i :  P|  ««w  cr| 

Wäre  nun  in  der  Figur  C  dieser  DurchschniUspunkt,  so  dass  CO=x 
ist,  so  gibt  4ia  gefundene  Proportion: 
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BgCiBfC^  P^ sin a^iPi  Sinai 
4er  weno  man  das  erste  und  dritte  Glied  mit  sina^  iind  dis  zweite  und 
ierte  Glied  mit  sinct^  multiplicirt  und  darauf  das  dritte  und  vierte  Glied 
urch  siu4Xi  und  sina^  dividirtt 

Bi  C.sina^  :Ä,  C.Äina,  ==P,:P, 
Nun  »ind  aber  die  von   C  auf  die  Richtungen   der  Kräfte  geföllten 
erpendikel  olTenbar: 

Pj  =  —  B^Csina^  und  pj  =  — B-iCsina^ 
lithin  gei^t  die  Proportion  über  in; 

der  PiPi^PtP^f  d.h.  wir  erhalten  den  bekannten  SatZ;  dass,  fur*s 
J^ichge wicht,  auch  beim  Wjokelhebel  MCN  die  statischen  Mo- 
lente  beider  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Unterstutzungspunkt 
inander  gleich  sein  müssen. 

S-8. 

Gehen  wir  jetzt  zu  dem  allgemeinsten  Fall  über,  dass  die  auf  einen 
LÖrper  wirkenden  Kräfte  ganz  beliebig  irgend  wie  im  Räume  liegen,  so 
wählen  wir  uns  irgend  einen  Punkt  im  Raum  zum  Anfangspunkt  der  Coor- 
inalen  und  legen  durch  ihn  drei  auf  einander  senkrecht  stehende  Coor^ 
linaten-Ebenen.  Nun  mOge  (Fig.  XVII.)  in  dem  Punkt  Bf  eine  Kraft  Pf 
n  beliebiger  Richtung  wirken.  Von  diesem  Anheflungspunkt  fi|  fälle  man 
in  Perpendikel  B^D  auf  die  op^ Ebene,  so  wenltu  seine  zugehOirigen 
loordinaten  OE^x^y  0C=  ED^yt  und  ß|D^2|.  Nun  zerlege  man 
ie  Kraft  P|  in  drei  mit  den  Coordinaten-Ax<;n  parallele  Sfitenkräfte  X|, 
\,  Zi ,  bringe  darauf  im  Anfangspunkt  0  in  dor  ZXxe  awei  gleiche  und 
erade  entgegengesetzte  Kräfte  +Zi  und  —^  un,  so  erhäilt  man  statt 
er  einen  Kraft  Z|  in  dem  Punkte  B^  eine  parallele  und  gleich  grosse 
^raft  Z|  im  Anfangspunkt  0  in  der  ZAxe  selbst  und  ausserdem  eia 
Täftepaar  (+Zp — Z|)  an  dem  Hebelarm  OBi  oder  auch  (wenn  man  den 
.nheflungspunkt  von  B^  nach  dem  Punkt  D  in  derselben  Richtungsliaie 
er  Kraft  Z^  verlegt  denkt)  an  dem  Hebelarm  OD,  Nun  kann  man  aber 
ach  S.  44  jedes  Kräftepaar  in  zwei  andre  zerlegen,  wenn  die  Verhalti»iss- 
nien  dieser  drei  Paare  respective  die  Diagonale  und  die  beiden  Seiliea 
inea  ParallekigramHi^  sin4,   al;|o  wird  man  das  Kräftepaar  (^Zi^  ^^i) 
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an  dem  Hebelarm  OD  durch  zwei  Kräftepaare  an  den  Hebelarmen  OE  und 
OC  ersetzen  können,  wenn  man  an  ihnen  dieselbe  Kraft  Z|  wirkend  annimmt 
Da  diese  Kraft  senkrecht  auf  der  Ebene  XOY  steht,  so  werden  diese  beiden 
Paare  respcctive  in  den  Ebenen  XOZ  und  YOZ  liegen,  und  da  OB  die  Coor- 
dinate  X|  des  Anheftungpunkts  B|  und  OC  die  Coordinaie  yi  desselben 
Punkts  ist,  so  werden  ihre  Momente  =Z|a:|  und  =Ziy^  sein.  Hiernach 
sieht  man,  dass  sich  statt  der  einen  Kraft  Zj  im  Punkt  B|  folgende  drei 
Grössen  ergehen: 

1)  eine  Kraft  Z,  im  Anfangspunkt  0  in  der  ZAxe  selbst  wiricend, 

2)  ein  Kräftepaar  in  der  xs; Ebene  mit  dem  Moment  Z^Xi  und 

3)  ein  Kräftepaar  in  der  ^«Ebene  mit  dem  Moment  Z^y^. 

Wenn  man  in  ganz  gleicher  Weise  von  B^  ein  Perpendikel  auf  die 
X« Ebene  fällt  und  das  dabei  entstehende  Kräflepaar  ebenfalls  in  zwei 
andre  zerlegt,  so  erhält  man  in  Stelle  der  einen  Kraft  Y^  im  Punkt  £| 
diese  drei  Grössen  : 

1)  eine  Kraft  F|  im  Anfangspunkt  0  in  der  FAxe  selbst  wirkend, 

2)  ein  Kräftepaar  in  der  ^s  Ebene  mit  dem  Moment  YiZ^  und 

3)  ein  Kräftepaar  in  der  x^ Ebene  mit  dem  Moment  Y^x^. 

Und  fällt  man  drittens  von  dem  Punkt  B^  ein  Perpendikel  auf  die 
y« Ebene,  so  erhält  man,  nach  Zerlegung  des  dabei  entstehenden  Paares, 
statt  der  einzigen  Kraft  X|  im  Punkt  ^|  folgende  drei  Grössen: 

1)  eine  Kraft  X|  im  Anfangspunkt  0  in  der  XAxe  selbst  wirkend, 

2)  ein  Kräftepaar  in  der  or^ Ebene  mit  dem  Moment  X^y^  und 

3)  ein  Kräftepaar  in  der  xzEbene  mit  dem  Moment  X^z^. 

Diese  hier  aufgeführten  neun  Grössen  kommen  Silso  in  SteUe  der  ein- 
zigen Kraft  P|  in  die  Rechnung.  Wenn  man  sie  genauer  betrachtet,  so 
ergeben  sie  in  jeder  der  drei  Coordinaten-Ebenen  zwei  Kräftepaare,  die 
sich  natürlich  nach  S.  38  in  eines  zusammensetzen  lassen ;  so  Onden  sich 
z.B.  in  der  x«  Ebene  die  beiden  Paare  mit  den  Momenten  Z|X|  und  X|S|. 
Wenn  man  hierbei  aber  die  auf  S.  49  gemachte  Bemerkung  beachtet,  wo- 
nach  diejenige  Kraft,  welche  eine  Axe  zu  vergrössern  strebt,  als  positir, 
diejenige  aber,  welche  eine  Axe  zu  verkleinern  strebt,  als  negativ  in  die 
Rechnung  einzuführen  ist,  so  wird  das  Moment  des  aus  den  beiden  ge- 
nannten resultirenden  Kräftepaars  =Z| X|  —  X^x^  werden. 

Auf  gleiche  Weise  werden  sich  die  beiden  in  der  y«Ebene  wirken- 
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n  KrAftqpaare  in  eines  zusammensetzen,  dessen  Moment  :=  F|  S| 
Zjjf,  ist. 

Und  drittens  setzen  sich  die  in  der  a:;^  Ebene  wirkenden  Paare  in 
les  zusammen,  dessen  Moment  =X|^|  —  Yi^t  ist. 

Sonach  haben  wir  ganz  allgemein  für  jede  einzelne  Kraft  P,  die  auf 
len  gewissen  Punkt  By  dessen  Coordinaten  x,  y,  z  sind,  wirkt  und 
ren  Composanten  parallel  mit  den  drei  Coordinatenaxen  X,  F,  Z  sein 
l^gen,  folgende  sechs  Terme  in  die  Rechnung  einzuführen: 

1)  in  der  XAxe  selbst:  eine  Kraft  =  X, 

2)  in  der  KAxe  selbst:  eine  Kräfte  F, 

3)  in  der  ZAxe  selbst:  eine  Kraft  =  Z, 

4)  in  der  ys Ebene:  ein  Parallelpaar,  dessen  Moment  =iY%  —  Zy  ist, 

5)  in  der  xz Ebene:  ein  Parallelpaar,  dessen  Moment ssZr — Xs  ist, 

6)  in  der  a;y Ebene:  ein  Parallelpaar,  dessen  Moment  =  Xy  —  Freist. 
Denkt  man  sich  nun  jede  einzelne  der  gegebenen  Kräfte  P  in  diese 

alogen  sechs  Beslandtheilc  zerlegt,  so  erhält  man  olTeubar  in  jeder  der 
ei  Coordinaten-Axen  eine  entsprechende  Anzahl  von  einfachen  Kräften, 
i  sich  nach  S.  11  durch  simple  Addition  vereinigen  lassen,  und  ausser- 
m  in  jeder  der  drei  Coordinaten-Rbenen  eine  gleichfalls  entsprechende 
izahl  von  Momenten,  die  sich  nach  S.  38  gleichfalls  durch  simple  Ad- 
lon zusammensetzen  lassen;  so  dass  man  als  Gesammtwirkung  sämmt- 
her,  an  einem  Körper  angebrachten  Kräfte  folgende  sechs  Quantitäten 
bält: 

jr,  +  x,  +  jf,  + —x^2ip 

JT I  "T"  *%    I    Fj  -j-  ••.«•        •      •      •      •      •      ^^  X  ==  ^1*  Xp 

£*  I   "T*  « j  "T"  ^3     i"  ..•••  •       •       •       •       •       ^^^^  ^  — —  -*•  Zip 

(F,«,-Z,y,)  +  (F,«,-Z,y,)  + =  £  =  -^(Fp«p-^yp) 

(Z|  a?| — -X'iÄj)  -^-iZ^x^ — X2»2)+ ^M:=z2(ZpXp  -Xp%p) 

(X,y,-F,a?,)4-(X,y,-Fja^)  + ^  N -^S^Xpyp^YpXp) 

»  durch  das  vorgesetzte  Summenzeichen  2  und  durch  die  an  die  drun- 
'  stehenden  Buchstaben  angehängten  Indices  p  die  Summe  aller  analogen 
nne  ausgedrückt  sein  soll,  welche  man  erhält,  wenn  man  diesem  Index 
allmählig  alle  Werthe :  1 ,  2 ,  3 , . . .  n  d.  h.  so  viele  Werthe  zuertheilt, 
verschiedene  Kräfte  an  dem  Körper  wirken. 
Da  nun  offenbar  in  einem  praktischen  Fall  nicht  die  einzelnen  Seiten- 
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kräfte  X,  F,  Z,  sondern  die  ganze  Kraft  P  und  deren  Riebtung,  natftr* 
lieh  durch  ihre  Neigungswinkel  er,  ß,  y  gegen  die  drei  Coordinatan-Aien, 
gegeben  ist,  so  wird  es  auch  zweckmässig  sein,  die  genannten  Ausdrücke 
in  der  hiernach  sich  ergebenden  Form  vor  Augen  zu  haben.  Es  wird 
alsdann : 

Y  —  2Pp.co8ßp 

Z^ISPp,co8yp 

L  =  2Pp.(zp,eosßp — yp.cosyp) 

M^2Pp.{Xp.cosyp — Zp.cosap) 

N=:2Pp.(yp.cosap — oßp.cosßp) 

Die  hiernach  erhaltenen  drei  Kräfte  X,  F,  Z  in  den  drei  rechtwink- 
ligen Coordinaten-Axen  lassen  sich  nach  S.  31  in  eine  einzige  R  zusammen- 
setzen, ^welche  die  Diagonale  des  von  jenen  gebildeten  Parallelepipedumft, 

also  =  ^1^  +  Y^  +  Z^  ist ;  und  ebenso  lassen  sich  die  drei  in  den  drei 
Coordinaten-Ebenen  resultirenden  Kräftepaare,    deren  Momente  £,  Jlf,  iV 

* 

sind,  nach  S.  45  f.  in  ein  einziges  Paar  vereinigen,  dessen  Moment  G  faeis- 

sen  soll,  und  welches  nach  der  angezogenen  Stelle  =  ^U+ld^+N^  ist 

Man  gelangt  also  schliesslich  zu  einer  einzigen  Kraft  R  und  einen 
einzigen  Kräflepaar  G. 

Soll  nun  das  ganze  System  im  Gleicbgewicfat  sein,  so  haben  wir 
schon  S.  47  angemerkt,  dass  eine  einzelne  Kraft  nicht  einem  Kräfltpair 
das  Gleichgewicht  halten  kann ,  dass  demnach  A  (ur  sieb  und  aiteh  G  für 
sich  gleich  Null  werden  muss.  Hieraus  folgt  aber  wieder  stgkid,  da 
jede  dieser  beiden  Grössen  die  Summe  von  drei  Quadraten  ist,  dass  jeder 
ihrer  Summanden  gleich  Null  sein  müsse,  wodurch  sich  diese  sechs  Be- 
dingungsgleichungen des  Gleichgewichts  ergeben: 

PfCQSa^  -fPjCOSCTj  + =:X=0, 

PiCOtßi  +P2C0S/J,  + =  F»=0, 

Pj  cof  yj  +  P%  cosy2  + =  ^=  0, 

P,  («,co5 /?|—y,  cos y,)-f =  1  =  0, 

Pi  (OTi  cosy^  — «|  cosoi)  + =  Af  =  0, 

Pi  (yi  COS  er,  — x^cotß^)  + ÄiVa=0, 

d.h.  damit  Gleichgewicht  stattfinde,   muss   die  Summe  der 
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»nposanten  der  gegebenen  Kräfte  in  jeder  der  drei  Axen 

id  auch  die  Summe  der  Kräflepaare  in  jeder  der  drei  Co- 

*dinaten*Ebenen,  jedes  für  sich  gleich  Null  sein. 

Findet  nun  aber  zweitens  nicht  Gleicbgewiciit  statt,  werden  also  diese 

en  genannten  Gleichungen  nicht  erfüllt»  so  wäre  es  vielleicht  möglich, 

SS  sich  simmdiche  wirkende  KrUle  auf  eine  einzige  Kraft »   weicht  R, 

wie  ihre  Neigungswinkel   gegen  die  drei  Coordinalen-^Aien  ct^  ß,  y 

boe  Index)  und  die  Coordinaten  ihres  Anheftung^punkta  9,  y,  z  (eben- 

U  ohne  Index)  heissen  mögen»   zurückführen  liessen.    Wenn  eine  sol- 

e  ersetzende  Kraft  wirklich  vorhanden  ist,  so  muss,   wenn  zu  den  ur- 

rfinglkh  gegebenen  Kräften  eben  diese  Kraft  in  gerade  entgegengesetz- 

n  Sinn  hinzugefügt  wird,   das  Gleichgewicht  hergestellt  werdep.     Ais- 

na  werden  aber,  indem  Z,  Y  u.s.  w.  ihre  vorige  Bedeutung  als  Sum- 

sn  von  gewissea  Grössen  beibehalten,   folgende  Bedingungsgleichungen 

lilfinden  müssen: 

X—Rcosa^O 

Y—Rcosß=^0 

Z— Äce«y=0 

£ — R(zcosß — ycosy)ss  0 

M — R{xco8y  —  aico«a)  =  0 

N^Riycosa — a;cos/3)  =  0 

Durch  Quadrirung  und  Addirung  der  drei  ersten  Gleichungen  ergibt 

h  R^^i^  +  r*  +  z^ 

d  hieraus  dann:  C08a=^  ,  , 

^x^+r^  +  p 

¥ 

z 

CO«  y  = -7=====: 

^    V^'  +  i'^  +  z** 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  gehn  die  drei  letzten  Bedingung»« 
Eichungen  des  Gleichgewichts  in  folgende  über: 

£  — rÄ  +  Zy  =  Ü, 

^  — Z«  +  2»  =  », 

Man  überzeugt  sich  Teicbt ,   dass  hieraus  keine  bestunmten  Werthe 


« 
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für  X,  y,  z  d,h.  für  die  Coordinaten  des  Anheltungspunkte  der  Reeul- 
lanle  erhalten  werden  können  und  dass  öherhaupl  diese  drei  Gieicbungen 
nur  dann  neben  einander  beslehn  können,  wenn  der  Bedingung 

LX+MY+NZ=Q 
genügt  wird.  —  Wird  nun  aber  diese  Bedingung  erfüllt,  so  bedeuten 
diese  drei  Gieicbungen  eine  gerade  Linie  und  zwar  einzeln  die  respecti- 
ven  Projectionen  auf  die  yz,  zx,  x^  Ebenen.  Dieses  hat  natürlich  einen 
ganz  ordentlichen  Sinn;  denn  da  es  bekanntlich  gleichgiltig  ist,  in  wel- 
chem Punkt  einer  geraden  Linie  eine  Kraft  angebracht  wird,  so  darf  man 
auch  keinen  einzelnen  Anheftungspunkt  der  Resultante  erwarten ,  sondern 
nur  eine  gerade  Linie,  welche  däe  Richtung  derselben  angibt.  Obige  drei 
Gleichungen  bilden  also  die  Gleichung  der  Resultante.  Diese  drei 
Gleichungen  haben  aber  nur  dann  Giltigkeit  und  es  existirt  also  nur  dann 
eine  Resultante,  wenn  der  Gleichung  LX  +  MY+NZssQ 

genügt  wird.  Dieses  wird  daher  die  Bedingung  sein,  welche  erfüllt  wer- 
den muss,  damit  dem  gegebenen  System  von  Kräften  durch  eine  einzige 
Kraft  R  das  Gleichgewicht  gehalten  werden  könne,  oder  dass  jene  Kräfte 
eine  Resultante  haben.  Man  muss  hier  aber  noch  einen  speciellen  Fall 
ausschliessen ,  nämlich  den,  dass  X,  F,  Z  jedes  für  sich  =0  wird,  dann 
würde  R  ebenfalls  =0  und  es  müssten  sich  die  drei  Kräftepaare  unter 
einander  das  Gleichgewicht  halten,  was  nicht  anders  möglich  ist,  als  wenn 
jedes  einzelne  für  sich  =  0  ist.  —  Der  zweite  eiceptionelle  Fall,  dass  je- 
des der  drei  Momente  £,  M,  N  für  sich  gleich  Null  würde,  hat  liier  kei- 
nen wesentlichen  Einfluss,  da  hierbei  die  Resultante  R  immer  einen  end- 
lichen Werth  haben  könnte. 

Wenn  aber  der  erste  specielle  Fall  nicht  stattfindet,  so  gibt  es  eine 
bestimmte  Resultante  und  deren  Richtung  wird  durch  ihre  Durcbschnitls- 
punkte  mit  den  drei  Coordinaten-Ebcnen  bestimmt,  indem  sich  die  Coor- 
dinaten  dieser  Durchschnittspunkte  in  den  respectiven  Ebenen  in  folgender 

Weise  ergeben: 

L  M  , 

in  der  a;y Ebene,  wenn  man  «  =  0  setzt:  y  =  —  y  1«:=  -=-,| 

.     .  r..  n  M  N 

m  der  ^«Ebene,  wenn  man  ««ü  setzt:  «  =  —  "/'^"^"r' 

in  der  *«Ebene,  wenn  man  y  =  0  setzt:  a?=; «>*=  y 
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Auch  selbst  aus  diesen  allgemeinen  Werlben  der  Coordinaten  des 
Durchschnittspunkls  der  Resultante  mit  den  drei  Coordinaten-Ebenen  er- 
gibt sich  unmittelbar,  dass  bei  dem  vorhin  ausgeschlossenen  Fall  keine 
Resultante  existiren  kann;  denn  wenn,  wie  es  dort  präsumirt  wurde,  X, 
y,  Z,  jedes  filr  sich  =0  wäre,  so  würden  sämmtliche  hier  erhaltene 
Coordinaten  des  Anheftungspunkts  der  Resultante  unendlich  gross  werdeu, 
d.  h.  es  wurde  die  Richtung  der  Resultante  selbst  in  die  Unendlichkeit 
fallen,  was  offenbar  keinen  verständhchen,  endlichen  Sinn  gewährt. 

Scholie.  Es  dörfle  nicht  ohne  Interesse  sein,  hier  folgende  Re- 
merkung  mit  beizufügen.  Wenn  L,  M,  N  In  dem  (S.  45)  angegebenen 
Sinn  die  Axen  der  resultirenden  Kräftepaare  in  den  drei  Coordinaten- 
Ebenen  bedeuten  und  wenn  man  durch  l,  fi,  v  die  Winkel  bezeichnet, 
welche  die  Axe  des  aus  diesen  resultirenden  Kräftepaars  G  mit  den  drei 
rechtwinkligen  Coordinaten- Axen  bildet,  so  erhält  man  nach  S.  46: 

,1  M  N 

cosl  =  -77-,  cos  fj,  =   -yr-»  cos  V  = 


Wenn  zweitens  die  Winkel  der  aus  den  einfachen  Kräften  JT,  F,  J? 
hervorgehenden  Resultante  Ä  mit  denselben  drei  Axen  durch  a,  ß,  y  be- 
zeichnet sind,  so  wird  nach  S.  32; 

X  ^  Y  Z 


cosa  =  -«-,  cos  ß  =  -^,    cosy  = 


Drittens  ist  aber  S. 48  bemerkt  worden,  dass  einem  Kräftepaar  und 
einer  einzelnen  Kraft  R  nur  in  dem  einzigen  Fall  durch  eine  gleiche  und 
entgegengesetzt  wirkende  Kraft  — R  (die  beiläufig  in  einer  entspre- 
chenden Entfernung,  d.h.  an  einem  entsprechenden  Hebelarm  ange- 
bracht ist)  das  Gleichgewicht  gehalten  werden  kann,  wenn  Kraft  und 
Kräflepaar  in  einerlei  Ebene  wirken. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Axe  G,  als  senkrecht  stehend  auf  der  Ebene 
des  resultirenden  Kräftepaars,  mit  der  resultirenden  R  einen  rechten  Win- 
kel machen,  dass  man  also  nach  einem  bekannten  Satz  der  analytischen 
Geometrie  folgende  Redingungsgleichung  haben  müsse: 

cosX.cosa-^'COSfi.cosß  +  cosv.cosy=zO 
oder  indem  man  die  vorhin  genannten  Werthe  der  Cosinusse  einsetzt: 

L.X  +  M.Y+N.Z^Q, 


% 


*    f 
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welches  die  oben  angegebene  Bedingungsgleicbung  für  die  Möglichkeit  einer 
einzigen  Resultante  mehrer  gegebener  Kräfte  war. 

Besondere  Bemerkung.  Die  drei  letzten  Bedingungsgleichnn- 
gen  des  Gleichgewichts,  1=0,  Af  =  0,  iV=0,  welche  che  Annullirung 
der  resiiltirenden  Kräflcpaare  in  den  drei  Coordinaten-Ebenen  aussprechen, 
lassen  sich  noch  in  andre  Form  und  in  andre  Ausdrucksweise  bringen. 
Denn  nimmt  man  (um  die  Deduction  der  schon  einmal  benutzten  Figar 
XVII  anzupassen)  z.  B.  einen  Term  aus  der  zweiten  der  obigen  Bedin- 
gungsgleichungen heraus,  also: 

Pi  Si  cos  y  I  —  P|  Ä|  cos  «1 

so  bedeuten  diese  Glieder,  einzeln  betrachtet,  nichts  Anderes  als  respec- 
tive  die  Momente  der  Kräfte  Z^^P^cosy^  und  X|=P|Co«a|  in  Bezug 
auf  den  Punkt  C,  d.h.  in  Bezug  auf  denjenigen  Punkt,  in  weichem  die 
durch  die  Richtungen  der  beiden  genannten  Kräfte  (welche  die  In  den 
Richtungen  der  beiden  Coordinalen-Axen  liegenden  Composanten  der  Krad 
Pj  sind)  gelegte  Ebene  B^DCG  die  Y-Axe  rechtwinklig  trifll.  Diese  bei- 
den Kräfte  Z^  und  X^  lassen  sich  natürlich  in  eine  einzig«  rusuHireDde 
Kraft  vereinigen,  welche 

=  V^?TX7'*"=  yJP^^.cosy^^  +  P^^.cosa^^ 
oder,  da  im  Allgemeinen  cosa^  +  cosß'^  +  cosy^=l  ist, 

=:Pj.fin/?, 

sein  wird.  Diese  Resultante  mag  für  einen  Augenblick  durch  Ü  bezeich- 
net werden  und  nach  B^  V  gerichtet  sein.  Sie  ist  nothwendig  die  Pro- 
jection  der  Kraft  P^  auf  die  Ebene  Ä^DCG.  Wenn  man  nun  weiter  gebt 
und  yon  dem  Durchschnittspunkt  C  nach  dem  Anheflungspunkte  B^  eine 
gerade  Linie  und  auf  dieser  in  B^  eine  senkrechte  KL  errichtet;  hierauf  die 
Kräfte  Z|=P|Cosyi  und  X|=:PjCO»a|,  so  wie  auch  deren  Resaltante 
Ü^PiSinß^^  jede  in  zwei  Seitenkräfte  nach  den  Richtungen  4|C  und  XI 
V  Wiegt,  so  werden  die  drei  Composanten  in  jeder  der  beiden  fticbumgei» 
sieh  das  Gleiebge wicht  halten  müssen.  Es  werden  aber  dieselben  in  der 
Richtung  von  KL: 

Zi.cosZ^B^K,  X|.e^X|£j£  und  Ü.tosüB^t 

CD      s 
Nun  ist  aber  der  Winkel  Z^  Ä,  K=iB^  CD,  sein  Cosinus  also  =  =g-  =7^; 


-«•■: 
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beoso   ^    X|B|£=:B|CCr,     der    Cosinus   also  =:  7^  =^7»*    ^^^ 

c:  UB^L-CB^B-9Q^^B^CH,  also  müB^L^rinB^CH^—-^^ 

renn  man  das  von  C  auf  die  Richtung  der  Resoltante  U  gefUIte  Perpen- 

likel  CE^fi  setzt.    Setzt  man  jetzt  diese  Ausdrücke  und  auch  die  oben 

ingegebenen  Werthe  für  Z|«  X|,  17  ein,   so  werden  die  drei  nach  KL 

;erichteten  Kräfte: 

Pjl£,  wsy,  ^  P|g|COsat  ^  PjTt^inß^ 
CB^  CB^  CB^ 

)iese  drei  Kräfte  müssen  sich  das  Gleichgewicht  halten,  und  da  auch 

tdion  aus  der  Beschaffenheit  der  Construction  nothwendig  folgt,  dais  die 

iine  von  ihnen  auf  die  eine  Seile  von  B^   und  die  andern  beiden  auf 

lie  andre  Seite  fallen,  so  muss  die  eine  gleich  der  Differenz  der  beiden 

indem  sein;  man  wird  daher  erhalten: 

Pi  jTj  eosy^ P|«|  cofOi  __  Pifi^/?i 

C0|  C0|  CV| 

»der: 

Pi  jp|  cMyi  —  P|  «I  eosa^  =PiPi  «^»/^i^ 
Ss  ist  aber  P^iinß^  die  Projection  der  Kraft  P|  auf  die  jr«  Ebene  und 
}^  ist  zugleich  die  kürzeste  Distanz  der  FAze  von  dieser  Projection,  da- 
ler  wird  P^f^tinß^   das,  was  man  das  Moment  der  Kraft  P|  in 
lezag  auf  die  Axe  F  nennt 

Die  drei  letzten  Gleichungen  des  Gleichgewichts  können  daher  auch 
10  ausgesprochen  werden:  Es  müssen  die  Summen  der  Momente 
ler  einzelnen  Kräfte  inBezug  auf  jede  der  drei  rechtwink- 
igen  Coordinatenaxen  gleich  Mull  sein« 


Corollar.  Ein  ganz  specieller  Fall  für  die  Bestimmung  des  Gleich* 
^ewichts  gegebener  Kräfte  darf  hier  nicht  übergangen  werden.  En  Ui 
ilmlich  der,  wenn  sämmtliche  Kräfte  in  unter  einander  parallelen  Rich- 
tungen wirken. 

Es  ist  offenbar  gestattet,  das  Coordinaten- System  sich  so  gelegt  zu 
lenken ,  dass  die  gemeinsame  Richtung  der  wirkenden  Kräfte  parallel  mit 
einer  der  drei  Axen,  z.B.  mit  der  ZAxe,  geht.  Unter  dieser  Yoraus- 
II.  5 
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Setzung  haben*  w  naturlich  in  obigen  sechs  allgemeinen  Bedingungsglei- 
chuiigen  des  Gleichgewichts  alle  Winkel  a  und  ß,  das  sind  die  Winkel 
der  Richtung  der  Kräfte  mit  der  X  und  FAxe  gleich  einem  rechten  Win- 
kel, ihre  Cosinusse  also  =0  und  alle  Winkel  /,  d.h.  die  Winkel  der 
Richtung  der  Kräfte  mit  der  ZAxe  =0,  also  ihre  Cosinusse  =1  zusetzen. 
Hiernach  reduciren  sich  diese  sechs  Gleichungen  auf  nur  folgende  drei: 

Piyi+Piyi  +  Pzyz  + =o 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben  zunächst  zwei  Kräftepaare ,  das  eine 
parallel  mit  der  y« Ebene,  das  andre  parallel  mit  der  o;« Ebene/  die 
dich  beide  wieder  in  eines  vereinigen  lassen,  welches,  für  den  Fall  des 
Gleichgewichts,  Terschwinden  muss.  Da  aber  ein  resultirendes  KrSflepaar 
liicht  anders  verschwinden  kann ,  als  wenn  jedes  der  beiden  componfren- 
den  Pppre  für  sich  der  Null  gleich  wird,  so  erhält  man  die  beiden  obigen 
Summen  einzeln  =  0. 

Hiernach  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

P!arallele  Kraft  8  sind  im  Gleich  gewicht,  wenn  die  Summe 
aller  Kräftje  =  0  ist,  und  auch  die  Summen  der  Momente  in 
Bezu^  auf  zwei  sich  schiieidende  Ebenen,  die  parallel  mit 
der  fiicht|ung  der  Kr^äfte  sind,  =^  0  sind. 

In  der  hier  angewandten  Deduction  stebn  zwai*  noch  beide  Ebenen 
auf  einander  senkrecht.  Es  bleibt  aber  dasselbe  Gesetz  bestdin,  wenn 
dieselben  auch  irgend  einen  andern  Winkel  (nur  nicht  =  0)  mit  einander 
bilden;  man  muss  alsdann  nur  unter  x  und  y  die  schiefwinkligen  Coor- 
dinaten  der  einzelneu  Anheftungspunkte  verstehn. 

Wenn  nun  ft^ruer  die  Kräfte  sich  nicht  das  Gleichgewicht  hielten, 
dieses  aber  durch  Hinzufügung  der  Kraft  — A  in  dem  Punkt  x,  «  her- 
j»8t,eilt  werden  könnte,  so  ergeben  sich  zur  Restimmung  dieser  Resul- 
tante nach  S,  61  folgende  Gleichungen: 

Ä  =  Pj  +  Pj+/>3  + 

%=Piyi  +  ^2y2+P3y3+ 

Es  ergibt   sich   natürlich  kein    bestimmter  Wertb  ,für  die  «Gfaniioiti 
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das  AnheftangspvBkto  der  ReguIUnte,  sondeni  nnr  eine  auf  der  xy-Ebene 
senkrecbte  Linie,  die  in  deo  respectiyen  EnlfemuDgen 

^_fiyt+P«yi+f,yt+ 

^         ''i+'i  +  ^t+ 

"^  P^+P,+P3  + 

parallel  mit  der  jrs-  und  y«- Ebene  gebt. 

Hierbei  dürfte  es  zweckmässig  sein,  eine  analoge  Bemerkung  bei- 
zufügen ,  wie  wir  sie  S.  21  gemacht  haben.  Denken  wir  uns  nämlich 
das  ganze  System  von  Kräften  so  gedreht,  dass  ihre  Anheftungspunkte 
dieselben  bleiben«  und  ihre  Richtungen  auch  wieder,  obwohl  in  andrer 
Lage,  unter  einander  parallel  gehn,  so  erhalten  wir  wieder. eine  gewisse 
gerade  Linie  als  Richtung  der  Resultante.  Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass 
alle  diese  Resultanten  bei  den  verschiedenen  Lagen  sich  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneiden  werden,  dessen  Coordinaten  sich  leiqht  be- 
stimmen lassen.  Denken  wir  uns  nämlich  das  System  so  gedreht,  dass 
alle  ELräfte  parallel  mit  der  FAxe  gehn,  so  erhalten  wir: 

Ä=P^+P,+P3+ 

P^+P^+P^+ 

P,s,+P^x^  +  P,s^  + 

't+'l  +  '*t  + 

Nehmen  wir  hierzu  noch  den  vorhin  gefundenen  Werth  von  y,  so  ist  der 
Punkt,  welchen  man  den  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  nennt, 
vollständig  bestimmt. 

S.  9. 

In  den  vorigen  ff.  sind  die  Bedingungen  entwickelt,  welche  erfiUk 
werden  müssen,  damit  ein  Körper  oder  ein  System  von  Punkten,  auf 
welches  beliebige  Kräfte  wirken,  im  Gleichgewicht  gehalten  werde;  oder, 
wenn  dieses  nicht  staltfand,  wurden  die  nöthigen  Bestimmungsstücke  der 
Resultante,  sobald  eine  solche  möglich  war,  angegeben.  Hierbei  wurde 
stets  stillschweigend  angenommen ,  dass  der  Körper  vollkommen  firei  und 
einzig  und  allein  dem  Einfluss  der  an  ihm  angebrachten  und  auf  ihn  wir- 
kenden Kräfte  unterworfen  sei.  Nun  können  aber  offenbar  solche  Um- 
stände obwalten,  die  einen  augenscheinlichen  Einfluss  auf  den  Zustand 

6* 
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eines  Körpers  (in  Rücksicht  auf  Ruhe  oder  Bewegung  desselben)  aasüben, 
ohne  geradezu  als  besondre  Kräfte  aufzutreten.  Hierher  wäre  zu  rechnen : 
ein  fester  Punkt,  oder  eine  feste  Linie  innerhalb  des  Körpers»  oder  eine 
Oberfläche  oder  Curve,  auf  welcher  der  Körper  zu  bleiben  verpflichtet  ist 
Dieses  soll  jetzt  in  seinen  Einzeinheiten  durchgenommen  werden. 

1)  Gleichgewicht  eines  Körpers,  welcher  die  Freiheit 
hat,  sich  in  jedem  beliebigen  Sinn  um  einen  festen  Punkt 
zu  drehen. 

Wenn  es   in   einem  Körper  einen  solchen  Punkt  gibt,   um   welchen 
sich    derselbe    in   beliebiger    Richtung    soll    drehen    können,    so    heisst 
dieses  doch  ofl'enbar,   dass  diesem  Punkt  die  Befähigung  zugeschrieben 
wird,  stets   dieselbe  Stelle  im  Raum  beizubehalten,   oder  dass  er  allen 
äussern  Einwirkungen  einen   bestimmten  Widerstand  entgegenstellt.    Die- 
sen Widerstand  werden  wir  uns  als  eine  gewisse  dem  Punkt  innewohnende 
oder  in  ihm  wirkende  Kraft  denken  können,  die  durch  q  bezeichnet  wer- 
den mag.    Fflgen   wir  nun  diese   unbekannte  Kraft  zu  den   übrigen   auf 
den  Körper  einwirkenden   Kräften  hinzu,    so  werden   wir  von  der  an- 
genommenen Festigkeit  des  einzelnen  Punktes  abstrahiren  und  den  Körper 
als  vollkommen  frei  betrachten  und  deshalb  die  obigen  (S.  61)  gefundenen 
allgemeinen 'Bedingungsgleichungen   des  Gleichgewichts  auf  ihn  anwenden 
können.      Nehmen   wir  daher  den  festen  Punkt  zum  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  und  nennen  wir  ^,  rj,  ^  die  drei  rechtwinkligen  Composanten 
der  Kraft  p,  so  werden,  mit  Benutzung  der  an   angezogener  Stelle  an- 
gewandten Bezeichnung,  folgende  Gleichungen  gelten: 

L=0,  Jlf=0,         N=0. 

Da  nun  aber  der  fragliche  Punkt  als  fest  angenommen  ist,  so  wird  die 
seinen  Widerstand  repräsentirende  Kraft  q,  also  auch  deren  Composanten 
Sf  7«  ^*  K^nz  beliebig  grosse  Quantitäten  sein  können;  es  wird  daher  den 
drei  ersten  der  genannten  Gleichungen  unter  allen  Umständen  durch  pas- 
sende Annahme  dieser  Grössen  ^,  tj^  ^  genügt  werden  können.  Es  wird 
daher  für  das  Gleichgewicht  eines  Körpers,  der  die  Freiheit 
hat,  sich  um  einen  festen  Punkt  zu  drehen,  nur  die  Erfüllung 
dieser  drei  Gleichungen  erforderlich  sein: 

X=0,  if  =  0,  -Y=0, 
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d.  h.  es  mflssen  die  Momente  der  Kräfte  in  Bezog  auf  jede 
der  drei  rechtwinkligen  Axen  gleich  Null  sein. 

Der  Widerstand,  den  der  feste  Punkt  zu  leisten  hat,  oder  der 
Druck,  den  er  erleidet,  ist  natürlich  =  —  q,  oder,  nach  der  Richtung 
der  drei  Axen  geschätzt: 

2)  Gleichgewicht  eines  Körpers,  welcher  die  Frejbeit 
bat,  sich  um  eine  feste  gerade  Linie  zu  drehen. 

Die  Drehungsaxe  können  wir  uns  als  eine  gerade  Linie  denken,  welche 
zwei  feste  Punkte  verbindet,  so  dass  wir  in  Stelle  einer  festen  Linie  diese 
einfachere  Vorstellung  gewinnen:  es  seien  in  dem  System  zwei  feste 
Punkte  gegeben.  Nennt  man  nun  diese  beiden  festen  Punkte  A  und  £, 
deren  Entfernung  Ton  einander  =  d,  und  nimmt  den  einen  Punkt,  etwa 
ii,  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  die  Linie  AB  zur  XAxe,  so 
werden  wir  die  Widerstände,  welche  die  beiden  Punkte  leisten,  als  zwei 
Kräfte  q  und  q'  betrachten  können,  welche  in  diesen  Punkten  wirken. 
Die  Kraft  q,  welche  im  Anfangspunkt  A  der  Coordinaten  wirkt,  zerlegt 
sich  augenblicklich  in  drei  Seitenkräfte  ^y  rj,  ^^  welche  nach  den  Axen 
selbst  gerichtet  sind;  die  zweite  Kraft  q'  im  Punkt  B  zerlegt  sich  in  drei 
mit  den  Axen  parallele  Seitenkräfte  ^' ,  rj' y  ^'.  Die  Composante  f', 
welche  schon  in  der  XAxe  selbst  liegt,  lässt  sich  unmittelbar  in  dem  An- 
fangspunkt angebracht  denken,  die  beiden  andern  aber  ?]*  und  ^'  geben, 
wenn  man  sie  nach  A  überträgt,  erstlich  in  den  beiden  Axen  die  Kräfte 
r]*  und  ^',  und  ausserdem  in  der  si/-  und  j's^- Ebene  zwei  Kräftepaare 
mit  den  respecliven  Momenten  r]\d  und  ^'.d.  —  Da  wir  nun  nach 
Hinzufügung  dieser  beiden  Kräfte  q  und  q'  das  System  als  ein  ganz  freies 
betrachten  und  deshalb  die  allgemeinen  Gleichungen  des  Gleichgewichts 
darauf  anwenden  können,  so  erhalten  wir: 

1  =  0,  if+^'.d  =  0,     N—fj'.d—Q 

Da  alle  sechs  Gleichungen,  mit  alleiniger  Ausnahme  von  £=:0,  durch 
passende  Annahme  der  Kräfte  q  und  q*  stets  erfüllt  werden  können,  so 
sieht  man,  dass  einKörper,  der  dieFreiheit  hat,  sich  um  eine 
Axe  zu  drehen,  im  Gleichgewicht  sein  wird,  wenn 
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d«  b,  wenn  die  Summe  der  Momente  aller  KrSfte  in  Beiag 
auf  die  XAxe,  d.  i.  in  Bezug  auf  die  Drehongsaie,  gleich 
Null  ist. 

Zur  Bestimmung  des  Drucks,  den  die  beiden  festen  Punkte  in  den 
Richtungen  der  einzelnen  Axen  erleiden,  ergibt  sich 

fiier  ersieht  man,  dass  sich  in  der  Richtung  der  XAxe  der  Druck  auf 
die  beiden  Punkte  nicht  für  jeden  besonders  ergibt,  sondern  nur  der 
Summe  nach,  was  auch  in  der  Natur  der  Sache  begründet  ist,  da  beide 
Funkte,  als  mit  einander  auf  unveränderliche  Weise  verbunden,  eigentlich 
nur  ein  Ganzes  bilden. 

3)  Gleichgewicht  eines  Körpers,  welcher  sich  in  einem 
oder  in  mehren  Punkten  gegen  eine  feste  Ebene  stützt. 

Wir  nehmen  diese  feste  Ebene  zur  jry  Ebene  an  und  setzen  zunächst 
voraus,  dass  der  Körper  nur  in  einem  einzigen  Punkt  Ä  auf  die  Ebene 
drückt.  Wählen  wir  noch  diesen  Punkt  zum  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten,  so  wird  der  Widerstand  durch  eine  Kraft  zu  ersetzen  sein,  welche 
nur  in  der  Richtung  der  ZAxe  wirkt;  deshalb  werden  die  Bedingungs- 
gleichungen des  Gleichgewichts  eines  solchen  Körpers  folgende: 

X=0,  F=0,  Z  +  e=0, 
jL=0,  Af=0,  iV=:0. 
Es  müssen  also  die  beiden  ersten  und  die  drei  letzten  Bedingungen  stets 
erfüllt  werden,  während  der  dritten  stets  durch  die  beliebig  anzunehmende 
Kraft  ^  genügt  werden  kann. 

Wenn  sich  zweitens  ein  Körper  in  zwei  Punkten  A  und  B  gegen 
eine  Ebene  stützt,  so  nehme  man  wieder  diese  Ebene  zur  Xj^ Ebene,  die 
Linie  AB  zur  XAxe  uild  A  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  an.  Der 
Widerstand  des  Punktes  A  wird  eine  Kraft  ^  geradezu  in  der  ZAxe  geben, 
der  Widerstand  des  Punktes  £  gibt  zunächst  eine  Kraft  ^'  in  der  ORi  Ebene, 
parallel  mit  der  Z  Axe,  oder  wenn  man  sie  nach  A  hin  verlegt,  eine  Krall 
Z*  in  der  ZAxe  selbst  und  ein  Kräflepaar  in  der  x«  Ebene  mit  dom  Ho- 
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meni  tf.^f,  wenn  die  Entfernung  des  Punktes  B  Ton  A  durch  ä^.  be» 
leichnet  wird»  UJemacfa  werden  die  Bedingungsgleichungen  des  Gfeich*' 
gewicbts 

JL=0,  if+?'.a*=:0,  i^=0. 

Die  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  X,  F,  Z  haben  hier  offenbar  eine 

Resultante  =:VX»+ y»  +  Z*=:— (^+ t');  die  Bedingungsgleichung  dafür 
wird  auch  erföUt,  da  XX+ Fif +  ZiV=0.0— O.^'a'  — 0.(f +  Z:')=Ö  ist. 
Diese  Resultante  steht  offenbar,  weil  X=0  und  F=0  ist,  senkrecht  auf 
der  jTj^  Ebene,  die  Coordinaten  ihres  Durchschnittspunktes  mit  dieser  sind 
nach  S.  62: 

d.  b.  die  Resultante  triffi  die  Linie  AB  swisdien  den  Punkten  ii  und  9^ 

weil    YaTF*  '  ^'  ^^^  echter  Bruch  ist. 

Wenn  endUch  der  Korper  sich  in'  drei  oder  mehren  Punkten  gegen 
eine  Ebene  stützt,  so  sei  wieder  diese  Ebene  die  xy Ebene,  der  erste 
Punkt,  welcher  Ä  heissen  mag,  der  Anfangspurkt  der  Coordinaten;  fer^ 
ner  werde  die  Verbindungslinie  von  A  mit  dem  nächsten  Punkt  B  als 
die  XAxe  angenommen,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  alle 
folgenden  Punkte  auf  einer  und  derselben  Seite  von  der  Linie  AB  liegen, 
damit  alle  FCoordinaten  jener  Punkte  positive  Grössen  werden  *  ebenso 
wie  auch  der  Anfangspunkt  A  so  gewählt  sein  soU,  dass  alle  XCöordina- 
ten  der  übrigen  Punkte  positiv  sind.  Indem  man  nun  natürlich  den 
VITiderstand  jedes  einzeloen  Stützpunkts  als  senkrecht  gegen  die  jr^  Ebene 
annehmen  muss,  so  wird,  wenn  man  jeden  dieser  Punkte  B,  C,  i>,  ... 
durch  ihre  Coordinaten  a\  b';  a" ,  h''\  ....  bezeichnet,  jede  einzelne  der 
den  entsprechenden  V^iderstand  ersetzenden  Kräfte,  nach  ihrer  Ueber- 
tragung  nach  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  ersetzt  werden  durc^ 
folgende  drei  Stücke:  1)  eine  ihr  gleiche  Kraft  im  Anfangspunkt  A  der 
Coordinaten,  und  zwar  wirkend  in  der  ZAxe  selbst,  2)  ein  KräfLepaar 
in  def'l^Ebene,  bei  welchem  diese  stlbe  Krait  an  einem  Hebelarm,  gleich 
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der  yCoordinate  des  entsprechenden  Punktes  wirkt,  3)  ein  Kriftepaar  in 
der  jr« Ebene,  bei  welchem  dieselbe  Kraft  an  einem  Hebelarm,  gleich  der 
xCoordinate  des  entsprechenden  Punkts  wirkL  Indem  wir  nun  theils  die 
Kräfte  in  der  einzelnen  Axe,  theils  die  KrfifLepaare  in  den  einzelnen  Coordi- 
natenebenen  zusammensetzen,  erhalten  wir  folgende  erforderlichen 
Bedingungsgleichungen  eines  sich  gegen  eine  beliebige 
Anzahl  von  gegebenen  Punkten  einer  Ebene  stützenden 
Körpers: 

x=o,  r=o,  z  +  s+S'  +  C"  +  e'"  + =0; 

X— S".6"— S'".6'"  — ...s=e,  J»f+S'.a'  +  S''.a"  + =  0,  jY=0; 

von  denen  natürlich  nur  die  beiden  ersten  und  die  letzte  durch  die  auf 
den  Körper  frei  wirkenden  Kräfte  erfüllt  werden  dürfen,  da  die  dritte, 
vierte  und  fünfte  durch  die  Willkürlichkeit  der  Kräfte  ^  stets  erfüllt  wer- 
den können.  Wenn  hier  eine  unbestimmte  Anzahl  von  Stützpunkten 
des  Körpers  angenommen  wird,  so  ist  leicht  aus  der  Form  dieser  Glei- 
diungen  ersichtlich,  dass  der  Widerstnnd,  den  jeder  einzelne  dieser  Stütz- 
punkte zu  leisten,  oder  der  Druck,  den  jeder  dieser  Punkte  zu  erdulden 
hat,  oder  die  Grösse  der  einzelnen  Kräfte  ^  nicht  zu  bestimmen  sein  wird, 
sondern  in  der  Regel  nur  die  Summe  derselben.  Nur  in  dem  einzigen 
Fall,  wenn  nicht  mehr  als  drei  Stützpunkte  angenommen  werden,  haben 
wir  die  nöthige  Anzahl  von  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei 
unbekannten  Kräfte,  nämlich: 

worauB  man  erhält: 

Da  die  auf  den  Körper  frei  wirkenden  Kräfte  loffenbar  eine  Resultante 
haben  müssen,  weil  der  Bedingung  XL+  rAf  +  ZiV=0  genügt  wird  und 

VX»  +  r»  +  za  =  — (^  +  $'  +  5"),  also  ^  0  ist,  so  ergeben  ÜA  nach 
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§2  die  Goordinaten  des   DnrehschnittspinikU    dieser  Resoltante  mit 

mkt  man  sich  nun  z.  B.  die  Lage  der  drei  Punkte  A,  B,  C  so,  wie  sie 
Fig.  XVIIL  Terzeichnet  ist,  wo  also  AB-a',  ÄD:=:af\  CD^V  be- 

aten.  so  folgt,  da  y.p.p*  ""*  *"*  g^g.^g^^  nothwendig  ein 
hter  Bruch  und  a'^a*'  ist: 

eses  heisst  doch  aber  natürlich  nidits  Anderes,  als  dass  die  hier  go- 
ldenen Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der  Resultante  mit  der 
f  Ebene  respective  kleiner  als  die  Höhe  CD  und  kleiner  als  die  Grund- 
lie  AB  des  ia  der  Figur  verzeichneten  Dreiecks  ABC  sind,  dass  also 
»er  Punkt  innerhalb  dieses  Dreiecks  ABC  fällt« 

Hierdurch  ergibt  sich  rückwärts,  wenn  auf  einen  Körper,  der  sich 
gen  drei  Punkte  einer' Ebene  stützt,  beliebige  Krärte  wirken,  so  wird 
r  Körper  im  Gleichgewicht  stehn,  sobald  die  Resultante  derselben  die 
Itzende  Ebene  innerhalb  des  von  den  drei  Stützpunkten  gebildeten  Drei- 
ks  triffL  Der  Druck,  den  alle  drei  Stützpunkte  erleiden,  ist  durch  die 
rhin  gefundenen  Werthe  der  drei  Grössen  ^,  C',  ^"  gegeben;  wenn 
shr  als  drei  Stützpunkte  vorhanden  sind,  so  vertbeilt  sich  der  Drack 
f  die  einzelnen  Punkte  nach  keinem  bestimmten  Gesetz. 

4)  Wenn  sämmtliche  Kräfte  nur  auf  einen  einzigen  Punkt  wirken,  so 
duciren  sich  die  sechs  allgemeinen  Bedingungsgleicbungen  des  Gleich- 
wichts nur  auf  die  ersten  drei:  X=:0,  7=0,  Z==0,  wie  es  schon  S.  31 
gegeben  wurde. 

Setzen  wir  nun  den  speciellen  Fall ,  dass  der  soUicitirte  Punkt  nicht 
nz  frei  ist,  sondern 

a)  dass  er  verpflichtet  ist,  stets  auf  einer  gegebenen 
berfllche,    deren  Gleichung  £  =  0  sein  mag,  zu  bleiben* 
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daM  er  sieb  also  in  einem  gegebenen  Punkt  gegen  diese  Oberfläche  stMze, 
so  werden  wir  ?on  dieser  Bedingung  genugende  Rechnung  tragen ,  wenn 
wir  das  Verlangen  stellen ,  dass  die  Resultante  simmtUcber  auf  den  Punkt 
wirkenden  Kräfte  auf  der  gegebenen  Oberfläche  senkrecht  stehe,  also  nach 
der  Normale  derselben  gerichtet  sei.  Wir  werden  daher  den  Punkt  als 
einen  ganz  freien  betrachten  können,  wenn  wir  den  Widerstand  der  Ober- 
fläche durch  eine  ihrer  Intensität  nach  beliebige  Kraft  N  ersetzen,  deren 
Richtung  nur  mit  der  der  Normale  zusammenfallt.  Nennt  man  nun 
X,  /Uy  y  die  Winkel,  welche  diese  Richtung  mit  den  drei  Coordinaten- 
Axen  bildet,  so  werden  die  rechtwinkligen  Composanten  der  Kraft  N: 

N.cosX^  N.cosfi,  N.cosv 
und  dadurch   erhält  man  als  die  im  yoriiegenden  Fall  erforderlichen  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts: 

2\r.cos/u-|-F=sO, 
JV.co«y-|-Z=0. 

Die  Winkel  A,  ^,  y,  als  die  Winkel  einer  Normale  für  die  Oberfläcke 
£sO,  werden  nach  einem  bekannten  Satz  der  analytischen  Geometrie 
durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

dx 

«  dL 

^  dy 

TT    ^^ 

d% 

wenn  man  der  Abkürzung  wegen 

I 


setzt    Hierdurch  gehen  aber  die  vorigen  drei  Gleichungen  in  folgende  Aber: 

dx 
dy 

vMp 
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iroraus  man  nach  ElimiDation  des  N  erhUt: 

dx  ay 

^   dL       ^  dL      ^ 
dx  dz 

welche    die    beiden    erforderlichen  Bedingungsgleichungen 

des   Gleichgewichta   eines   Körpers   sind,    der  sich   gegen 

eine  OberfUcbe  £==0  stützt. 

Wenn  die  Lage  des  sollicitirten  Punkts  nicht  geradezu  gegeben  ist, 
sondern  nur  die  Natur  der  auf  ihn  wirkenden  Kräfte,  so  kann  die  Frage 
gestellt  werden ,  an  welche  Stelle  der  Oberfläche  der  Punkt  veriegt  wer- 
den mOsse,  damit  die  Resultante  der  auf  ihn  wirkenden  Krifle  normal 
zur  Oberfläche  wäre.  —  Die  Antwort  darauf  ist  ersichtlich  diese,  dass 
man  aus  den  beiden  gefundenen  Gleichungen  des  Gleichgewichts 

r  ^_x  *E«o 

dx  dy 

dx  dx 

ond  aus  der  Gleichung  der  Oberfläche 

L  =  0 
die  drei  Goordinaten  Xy  y^  %  bestimmt. 

V)  Wenn  der  sollicitirte  Punkt  ferpflichtet  ist,  auf 
zwei  Oberflächen  1  =  0  und  £'=:0  zu  gleicher  Zeit,  d,  hi,  auf 
ihrer  Durchschnittscur? e,  d.  h.  auf  einer  gegebenen  Gar?e 
doppelter  Krflmmung  zu  bleiben,  so  wird  die  Resultante  der  auf 
den  Punkt  wirkenden  Kräfte  mit  den  beiden  Normalen,  die  man  in  diesem 
Punkt  an  die  Oberflächen  zieht,  in  einerlei  Ebene  liegen  müssen ,  damit  sich 
dieselbe  in  zwei  nach  diesen  Normalen  gerichtete  Composanten  zerlegen  lasse. 
Den  Widerstand  der  beiden  Oberflächen  wird  man  daher  durch  zwei 
in  den  Normalen  liegende  Kräfte  JV  und  N*  ersetzen  können,  und  wenn 
man  diese  zu  den  übrigen  Kräften  hinzufugt,  ?on  den  Oberflächen  ganz 
abstrahiren  und  den  Punkt  als  vollkommen  frei  betrachten  dürfen. 

Nennt  man  nun  X,  (x^  v  und  X\  fi\  v*  die  Winkel  der  Normal- 
Kräfte  N  und  jY'  mit  den  Axen,  so  wird  man  diese  Bedingungsgleichun* 
gen  erbalten: 
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N.co8fi  +  N\co8fi'  +  F=0 

N.cosv  +  N*.  C08V*  +  Z=0 
oder  wenn  man  durch  Y*  die  analoge  Grösse   in  Bezug  auf  die  zweite 
Oberfläche  X'=:0  bezeichnet,  als  vorhin  V  in  Bezug  auf  1=0: 

dx  dx 

dL  dV 

/V.  F.^T+iV'.r.-— +F=0 
dy  dy 

N.  V.^+N\  r.^ +z=o 

dz  dx 

woraus  man  durch  Elimination  von  N  und  N'  erh&lt: 

'    dy     dx         dz     dy  i 

4.  F  (  —  .  —  —  ~  .  — 

'    dz    dx        dx     dz 


idLd£_dLdL^\ 
\  dx     dy         dy     dx  ] 


welche  die  Bedingungsgleichung  des  Gleichgewichts  eines 
Punktes  ist,  welcher  verpflichtet  ist,  auf  einer  Curve  dop- 
pelter Krümmung  zu  bleiben. 

Wenn  dem  soliicilirten  Punkt  noch  nicht  eine  feste  Stelle  auf  der 
gegebenen  Curve  doppelter  Krümmung  angewiesen  ist,  sondern  w^nn  es  erst 
bestimmt  werden  soll,  wo  er  sich  auf  derselben  befinden  muss,  damit  die 
Resoltante  der  ihrer  Natur  nach  gegebenen  Kräfte  mit  den  Normalen  der 
beiden  Oberflächen  in  einerlei  Ebene  liegen,  so  wird  man  nur  die  soeben 
gefundene  Gleichung  des  Gleichgewichts  mit  den  Gleichungen  der  beiden 
gegebenen  Oberflächen,  nämlich  mit  £  =  0  und  X's=0  zusammenzustellen 
haben,  um  daraus  die  drei  Coordinaten  o;,  y,  s  des  gesuchten  Punkts 
finden  zu  können. 
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Dritte  Torlesmiff. 

Theorie  des  Schwerpunkts. 

%.  10. 

Man  nennt  Schwerkraft  {pesanteur  oder  graviti)  die  un- 
bekannte Ursache,  welche  die  Körper  nach  der  Oberfläche  der  Erde  treibt, 
sobald  nicht  irgend  welche  äussern  Kräfte  auf  sie  einwirken,  sondern  sie 
sich  selbst  überlassen  sind.  Sie  wohnt  jedem  kleinsten  materiellen  Theil- 
eben  des  Körpers  inne  und  strebt,  denselben  in  senkrechter  Richtung 
gegen  die  Erdoberfläche,  d.  h.  in  yertikaler  Riclilung  fortzubewegen. 
Die  Erfahrung  bat  gezeigt,  dass  die  Intensität  dieser  Kraft  verschieden 
ist  in  verschiedener  Entfernung  vom  Mittelpunkt  der  Erde,  dass  sie  näm- 
lich im  umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrats  der  Entfernung  von  diesem 
steht.  Ebenso  ist  sie  auch  verschieden  an  verschiedenen  Stellen  auf  der 
Oberfläche  der  Erde ,  unterm  Aequator  ist  sie  am  geringsten,  unterm  Pol 
um  grössten,  sie  nimmt  mit  dem  Quadrat  des  Sinus  der  Breite  zu. 

Obgleich  nun  die  Richtungen  der  Schwerkraft  der  einzelnen  Elemente 
eines  Körpers  sich  alle  in  einem  bestimmten  Punkt,  dem  Mittdpunkt  der 
Erde,  vereinigen^  also,  streng  genommen,  convergirende  Linien  bilden» 
so  wird  man  sie  doch  bei  allen  Körpern,  die  auf  der  Erde  in  dieser  Hin- 
sicht der  Untersuchung  unterworfen  werden,  als  parallel  betrachten  kön- 
nen, da  die  Entfernungen  der  einzelnen  Punkte  eines  solchen  Körpers 
im  Vergleich  mit  der  Entfernung  vom  Mittelpunkt  der  Erde  als  versdiwin- 
lend,  die  Winkel  also,  welche  die  Richtungen  ihrer  Schwerkräfte  an  die^ 
sem  Mittelpunkt  bilden,  als  unendlich  klein  anznsehn  sind.  Weil  nun 
alle  diese  Kräfte,  die  auf  die  einzelnen  materiellen  Theile  eines  Körpers 
wirken.  Parallel -Kräfte  sind,  so  werden  sie.  eine  Resultante  haben» 
die  ebenfalls  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  gerichtet  ist,  und  diese  ist 
das,  was  man  die  Schwere,  das  Gewicht  {It  poids)  des  Körpers 
nennt.  Bei  allen  Körpern  ist  dieses  Gewicht  ofl'enbar  proportinal  der 
Masse,  also  P-=^g.M^ 

oder  auch  P=zgDVy 

wenn  P  das  Gewicht,  M  die  Masse,    D  die  Dichtigkeit.     V  das  Vo- 
lumen des  Körpers  und  g  die  Schwere  der  Einheit  des  Körpers  bezeichnet. 

Da  alle  Punkte  eines  schweren  Körpers  durch  parallele  Kräfte  soUi- 
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citirt  werden,  so  folgt,  dass,  wenn  man  ihn  in  yerscbiedene  Lagen  in 
Bezug  auf  die  Richtungen  dieser  Kräfte  bringt,  ihre  Resultante  beständig 
durch  einen  bestimmten  Punkt  geht.  Diesen  Punkt  haben  wir  oben  S.  21 
und  S.  67  Hittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  genannt,  hier  heisst 
er  der  Schwerpunkt.  Seine  charakteristische  Eigenschaft  ist  ofifenbar 
die,  dass  der  zugehörige  Körper  in  allen  möglichen  Lagen  um  den- 
selben im  Gleichgewicht  bleibt,  wenn  nur  dieser  Punkt  fixirt  ist,  weil 
stets  die  Resultante  aller  unendlich  vielen  einzelnen  Schwerkräfte  stets 
durch  ihn  geht. 

Es  wird  aber  auch  offenbar  der  Körper  im  Gleichgewicht  bleiboi 
müssen ,  wenn  man  einen  solchen  Punkt  desselben  in  vertikaler  Richtung 
festhält,  dass  dieser  und  der  Schwerpunkt  des  Körpers  in  einerlei  Verti- 
kale liegen.  Der  befestigte  Punkt  kann  entweder  oberhalb  vom  Schwer- 
punkt oder  unterhalb  desselben  liegen ;  im  ersten  Fall  ist  der  Körper  auf- 
gehängt, im  zweiten  ist  er  unterstützt.  Man  könnte  hiernach  den  Schwer- 
punkt eines  Körpers  mit  Leichtigkeit  auf  experimentellem  Wege  finden, 
indem  man  ihn  an  verschiedenen  Punkten  aufhinge  und  den  gemeinsamea 
Durchschnittspunkt  der  verschiedenen  Aufliängungslinien  suchte;  jedoch 
tritt  hier  oft  die  Schwierigkeit  der  geometrischen  ConstmctioH  innerhalb 
eines  Körpers  hindernd  in  den  Weg. 

S.  11. 

Da  die  am  Schluss  des  vorigen  $.  angedeutete  Methode  zur  Bestioh 
mng  des  Schwerpunkts  eines  Körpers  nicht  immer  anwendbar  ist,  ond 
da  andrer  Seits  diese  Bestimmung  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist»  so 
muss  ein  andrer  Weg  eingeschlagen  werden,  und  dieses  ist  der  analytisdie. 

Man  wird  den  Schwerpunkt  eines  Körpers  oder  eines  ganzen  Systems 
von  Körpern  leicht  finden  können ,  wenn  man  die  Schwerpunkte  einzelner 
Theile  desselben  kennt.  Denn  man  kann  sich  alsdann  diese  einzelnen 
Schwerpunkte  als  die  Anheftungspunkte  von  parallelen  Kräften  denken, 
welche  hier  die  Gewichte  der  einzelnen  Theile  sein  werden,  während  der 
Schwerpunkt  natürlich  der  Anheflungspunkt  der  Resultante  aller  dieser 
Composanten  sein  wird.  Wir  haben  aber  S.  66  zur  Bestimmung  der  Re- 
sultante von  Kräften ,  die  alle  der  Z Axe  parallel  gehn,  folgende  Gleichun- 
gen gehabt: 
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Ä=p,+p,+Pg  + 

Rx^PlXt  +PiX2  +  Pifl?i  + 

Äy=Piyi+Pi»t  +  i'i»i  + 

Denkt  man  sich  nun  die  Richtungen  aller  dieser  parallelen  Kräfte  so 
{ändert,  dass  sie  parallel  mit  der  FAxe  gehn,  so  werden  die  analogen 
Gleichungen : 

R  =  Pi+Pt+Pn  + 

Rx=^PiX^  +PjX^  +  PgX^  + 

Ä«  =  Pj«j+P,«,  +  Pj«j  + 

Aus  diesen  sechs  Gleichungen,  die  sich  natürlich  auf  vier  reduciren, 
ergibt  sich  zunächst  folgender  Hilfssatz: 

Die  Resultante  (d.  i.  das  Cewirhl  oder  die  Masse  des  ganzen  Kör- 
pers) ist  gleich  der  Summe  ilrr  parallelen  Composanten  (d.  i.  der  Ge- 
mcbte  oder  Massen  der  einzelticn  Theile  des  Körpers)  und  die  Momente 
der  Resultante  in  Bezug  auf  jede  der  drei  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Ebenen  ist  gleich  der  Summe  der  Momente  der  einzelnen  Composanten 
in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene. 

Da  wir  aber  wissen,  dass,  wie  wir  auch  die  Richtung  der  parallelen 
Kräfte  ändern  mögen,  immer  dasselbe  in  Bezug  auf  ein  neues  Coordina- 
tensystem  stattfinden  wird,  so  werden  wir  umgekehrt  jede  beliebige  Ebene 
im  .Raum  als  eine  Coordinaten- Ebene  betrachten  können  und  dadurch 
folgenden  ganz  allgemeinen  und  zugleich  auch  ausreichenden  Fun  da  7; 
mental-Satz  zur  Bestimmung  des  Schwerpunkts  eines  Körpers  erfaffioni: 

Die  Entfernung  des  Schwerpunkte  eines  Körpers  oder 
eines  Systems  von  Körpern  von  irgend  einer  Ebene  ist 
gleich  der  Summe  der  Momente  der  Gewichte  (oder  Has- 
sen) der  einzelnen  Theile  in  Bezug  auf  diese  Ebene,  divi- 
dirt  durch  die  Summe  aller  Gewichte  (oder  Massen). 

Bestimmt  man  also  nach  diesem  Gesetz  die  Entfernungen  des  Sdiwer- 
pankts  von  drei  nicht  parallelen  Ebenen»  so  findet  man  offenbar  die  Lage 
desselben. 

Wenn  im  speciellen  Fall  die  Ebene,  in  Bezug  auf  welche  die  Momente 
genommen  werden,  durch  den  Schwerpunkt  geht,  so  ist  die  Entfernung 
des  Schwerpunkts  von  dieser  natörliob  gleich  Null  und  man  findet s 
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Die  Summe  der  Momente  der  Mass en«  in  Bezug  auf  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Ebene,  ist  immer  gleich 
Null. 

Dieses  heisst  in  andern  Worten  ausgedrückt:  Die  Summe  der 
Momente  der  Massen  auf  der  einen  Seite  der  Ebene  ist 
gleich  der  Summe  der  Momente  der  Massen,  die  auf  der 
andern  Seite  liegen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren: 

Wenn  die  Summe  der  Momente  der  Massen  in  Bezug  auf 
eine  Ebene  gleich  Null  ist,  so  liegt  der  Schwerpunkt  des 
Systems  in  dieser  Ebene. 

Wenn  alle  Schwerpunkte  der  einzelnen  Theile  eines  Systems  in  einer 
Ebene  liegen,  so  wird  offenbar  auch  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems 
in  derselben  Ebene  liegen,  und  man  darf  daher  die  Momente  nur  in  Be- 
zug auf  zwei  nicht  parallele  Linien  in  eben  dieser  £bene  nehmen ,  nm 
die  beiden  erforderlichen  Coordinaten  des  Schwerpunkts  zu  bestimmen.  — 
Und  liegen  alle  Schwerpunkte  der  einzelnen  Theile  auf  einer  geraden  Linie, 
so  wird  auch  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  auf  derselben  Linie 
liegen,  und  man  darf  nur  die  Momente  in  Bezug  auf  eine  einzige,  diese 
Linie  schneidende.  Gerade  nehmen,  um  die  einzige  erforderliche  Coordiiute 
des  Schwerpunkts  zu  bestimmen. 

Aus  dem  bisher  Gesagten  ergibt  sich  durch  ganz  einfache  Ueber- 
Jegtmg,  so  dass  es  nicht  nöthig  sein  dürfte,  noch  besondere  ErUiutenm- 
gßä  hinzuzufügen ,  folgender  Gründsatz: 

Jede  ebene  oder  körperliche  Figuration,  in  welcher  sieb 
ein  solcher  Punkt  findet,  dass  jede  durch  denselben  gelegte 
Ebene  die  Figuration  in  zwei  symmetrische  Hälften  theilt, 
hat  diesen  Punkt  zu  ihrem  Schwerpunkt. 

Will  man  hier  noch  einen  in  dem  Vorigen  nicht  enthaltenen  Grund 
hinzufügen,  so  könnte  es  dieser  sein:  Wenn  eine  Ebene  eine  Figur  sym- 
.metrisch  theilt,  so  ist  kein  Grund  vorhanden,  weshalb  der  Schwerpunkt 
eher  auf  der  einen  Seite  dieser  Ebene  liegen  sollte,  als  auf  der  andern« 
er  wird  daher  in  der  Ebene  selbst  liegen ;  und  da  dasselbe  für  sämmtlicfae 
durch  den  angenommenen  Punkt  gelegte  Ebenen  gilt,  so  wird  er  in  ihrem 
gemeinschaftlichen  Durchschnitlspunkt  liegen. 


—    81    — 

Unmittelbare  Folgerungen  dieses  Grundsatzes  sind  folgende  drei  Salze: 

1)  Der  Schwerpunkt  einer  durchgängig  gleichmässig 
beschwerten  geraden  Linie  ist  derMittelpunkt  dieser  Linie. 

2)  Der  Schwerpunkt  der  durchgängig  gleichmässig  be* 
schwerten  Fläche  eines  Parallelogramms  ist  der  Durch- 
schnittspunkt seiner  beiden  Diagonalen. 

3)  Der  Schwerpunkt  des  durchgängig  gleichmässig  be- 
schwerten Volumens  eines  Parallelepipedums  ist  der 
Durchschnittspunkt  seiner  vier  Diagonalen. 

S    12. 

Bevor  wir  zur  allgemeinsten  Theorie  des  Schwerpunkts  übergehn, 
sollen  in  diesem  $.  die  bekanntesten  Schwerpunkts -Bestimmungen  durch- 
gesprochen werden,  welche  sich  mit  Leichtigkeit  auf  elementarem  Wege 
aus  den  Sätzen  des  vorigen  $.  entwickeln  lassen. 

Au  fg.  1.  Es  soll  der  Schwerpunkt  eines  Systems  gleich- 
mässig beschwerter  gerader  Linien  (Umfang  einer  Figur) 
gefunden  werden. 

Aufl.  Da  die  Linien  überall  gleichmässig  beschwert  angenommen 
sind,  so  liegt  der  Schwerpunkt  jeder  einzelnen  von  ihnen  in  ihrem  Mittel* 
punkt.  Denken  wir  uns  immer  in  jedem  Schwerpunkt  das  ganze  Gewicht 
der  zugehörigen  Linie  vereinigt,  so  erhalten  wir  ein  System  von  Panktdii,'^ 
in  welchen  Kräfte  wirken,  die  den  Längen  der  einzelnen  Linien  prqw* 
tional  sind,  und  deren  Richtungen  unter  einander  parallel  sind.  Nennen 
wir  nun  hier,  wie  künftig  überall,  ^,  7],  ^  die  gesuchten  Coordinaten  des 
ganzen  Systems  und  bedeuten  für  den  vorliegenden  Fall  x,  y^  z  mit  ver- 
schiedenem Index  die  Coordinaten  der  Hillelpunkle  der  einzelnen  Linien 
und  /|,  /j«  ••*  die  Verhältnisszahlcn  der  Längen  der  einzelnen  Linien ,  so 
erhält  man,  wenn  £  das  Gewicht  sämmllicher  Linien  bedeutet,  folgende 
Gleichungen  zur  Bestimmung  des  Schwerpunkts: 

I=?,+f,  +  I,  + 

L.^=l^Xi+h^i  +  h^t-^ 

l.»?=:/,yi  +  ^2»i  +  'iyi  + 


A 
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i>enkt  man  sich  z.  B.  die  drei  Seiten  a,  fr«  c  eines  geradlinigen  Drei- 
ecks gleichmässig  beschwert,  so  nehmen  wir  die  eine  Seite,  etwa  c,  zur 
XAxe  an,  dann  wird,  indem  wir  unter  a,  (  und  c  zugleich  die  Gewichte 
der  drei  Seiten  verstehn ,  h  aber  das  auf  der  Seite  c  senkrecht  stehende 
Höhenperpendikel  des  Dreiecks  bedeutet,  die  Entfernung  des  Sdiwerpunkts 
der  Dreiecks-Peripherie  von  der  XAxe,  d.  h.  hier  von  der  Seite  e  (deren 
eigenes  Moment  natürlich  =  0  ist) 

a.r  -r  0.- 
""   a+b  +  c 
(a  +  b)     k 


a+b+c   2 


Dieser  Ausdruck  hat  aber  eine    besondre    geometrische    Bedeutung. 
Denn  wenn  man  die  Mitten  der  Seiten  durch  gerade  Linien  verbindet^  $o 

entstein  ein  Dreieck,  dessen  eine  Seite  paraflel  mit  e  geht  and  dessen  HMie^r 

ä     h     V 
ist«    Die  Seiten  dieses  kleinern  Dreiecks  sind  natürlich  -^f  -^t  -^undda- 

2      Z      la 

her  der  Radius  seines  eingeschriebenen  Kreises: 

_  1  V(g+ft  +  c)  (—a+b  +  c)  ja  —  b  +  c)  (g+t—  c) 
^""*  a  +  b  +  c 

Nun  ist  aber  in  dem  grossem  Dreieck 

A«  4^V(fl  +  *  +  c)(-«  +  *  +"^  (a—  fr  +  c){ü  +  i^^c) 

-  *  hc 

niiflia  wird  g  =  n  /     ■_  ä  X~\*     Hiernach  wird  der  Hittelpunkt  des  dem 

kleineirn  Dreieck  eingescbriebenen  Kreises  um  das  Stück: 

2       ^"~  2       2(a  +  H-c) 
a  +  b      h 


a  +  64-c  2 
von  der  Seite  c  entfernt  sein.     Dieses  ist  aber  auch  der  oben  angegebene 
Abstand   des  Schwerpunkts   der  Peripherie  des  ganzen  Dreiecks  von  dtf 
Seite  c.    Da  das  Analoge   offenbar  in  Bezug   auf  jede  Seite  gilt,  so  bit 
man  folgenden  Satz : 

Der  Schwerpunkt   des    gleichmässig   beschwerten  Um' 
fangs  eines  Dreiecks  wird  gefunden^   wenn  man  die  Mitteo 
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ler  drei  Seiten  mit  einander  Terbindel,  wodurch  wieder 
iitk  Dreieek  entsteht,  und  wenn  man  alsdann  den  Mittel- 
lunkt  des  diesem  kleinern  Dreieck  eingeschriebenen 
Ireises  bestimmt. 

Aufg.  2.     Es  soll  der  Schwerpunkt  der  gleichmSssig  be- 

chwerten  Flächen  einesSystems  von  ebenen,  geradlinigen 

•*iguren,  die  beliebig  im  Räume  liegen,  bestimmt  werden. 

Aufl.  Da  das  Moment  des  ganzen  Systems  sich  aus  den  Momenten  der 
iinzelnen  Theile  zusammensetzt,  und  da  jede  geradlinige  Figursich  aus  Drei- 
ecken zusammensetzen  lässt,  so  wird  unsre  nächste  Aufgabe  diese  sein:  Es 
ioll  der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  gefunden  werden. 

Wenn  man  sich  die  Fläche  des  Dreiecks  überall  gleich  belastet  denkt, 
>o  muss  bei  jeder  Linie,  die  man  parallel  mit  einer  Dreiecksseitc  zieht, 
lie  also  auch  durchweg  gleichmässig  belastet  ist,  der  Schwerpunkt  in 
hrer  Mitte  Hegen;  zieht  man  daher  beliebig  viele  Linien  parallel  mit  einer 
»eite,  so  liegen  die  Schwerpunkte  aller  dieser  auf  ihren  Mitten,  d.  h. 
ille  auf  derjenigen  Linie,  welche  die  gegenüberliegende  Spitze  mit  der 
litte  dieser  Seite  verbindet.  Da  nun  auf  diese  Weise  die  Schwerpunkte 
lUer  parallelen  Theile  des  Dreiecks  auf  dieser  Linie  liegen  und  dadurch 
las  Gewicht  des  ganzen  Dreiecks  auf  diese  Linie  übertragen  ist,  so  wird 
lucb  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Dreiecks  nach  S.  80  auf  dieser  Linie 
iegen  müssen.  Dieses  Raisonnement  wird  sich  offenbar  in  Bezug^^j^ 
lUe  Parallelen  mit  jeder  der  drei  Seilen  des  Dreiecks  anstellen  ias8e%  so 
lass  wir  zu  dem  nolhwendigen  Schluss  gedrängt  werden,  dass  derlSli^^ar- 
punkt  des  Dreiecks  auf  jeder  der  drei  Linien  liegen  muss«  die  man  von 
den  Ecken  des  Dreiecks  nach  den  Mitten  der  Gegenseiten  zieht.  Diese 
schneiden  sich  aber  bekimiillioh  in  Einem  Punkt,  und  deshalb  muss  die- 
ser der  Schweif  unkt  des  Dreiecks  sein. 

Nun  werden  aber,  aus  hinlängtid)  bekannten  geometrischen  Gründen, 
diese  genannten  Linien  in  ihrem  gemeinschaftlichen  DorchschniltsfMinkt 
nach  dem  Verbältniss  von  1:2  getheill;  und  ebenso  wird  auoh  jedw 
H6henperpendikel  durch  eine  Linie,  welche  man  durch  diesen  Pmht 
partUei  mit  der  entsprechenden  Seilte  zieht,  nach  demselben  TerblUnies 
gelheül:  deshalb  kann  man  folgenden  Satz  fiftr  die  Bestimmung  des  Schwer- 
fmkXA  «ntt  Dreiecks  aufctelltn: 

6* 
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Der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  liegt  in  dein  Durch- 
schnittspunkt der  drei  Linien,  welche  man  von  den  drei 
Ecken  nach  denMitten  der  Gegenseiten  zieht,  oder  er  liegt 
um  den  dritten  Theil  der  zugehörigen  Höhe  von  jeder  Drei- 
ecksseite entfernt. 

Randglosse.  Es  ist  hier,  wie  bei  so  vielen  andern  fundamentalen 
Betrachtungen  in  der  mathematischen  Deduction,  durchaas  unvermeidlich,  den 
Begriff  des  Dnendhchen  (mug*  es  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  sein) 
mit  hinzuzuziehen.  Denn  möge  man  sich  noch  so  sehr  dagegen  sträuben  nnd 
möge  man  noch  so  viele  und  scheinbar  stichhaltige  Beschönigungsgründe  her- 
vorsuchen,  sobald  man  ernstlich  auf  den  Grund  geht,  es  findet  sich  immer 
in  der  anscheinend  so  fest  gemauerten  Wand  eine  Spalte,  durch  welche  der 
vage  und  fQr  Unkundige  theils  unsichtbare,  iheils  leicht  verführerische  Licht- 
strahl der  Unendlichkeit  hereinlugt.  So  ist  es  in  der  Planimetrie  erstens  bei 
allen  den  sogenannten  rciu  geometrischen  Beweisen  des  Parallelen  -  Theorems 
und  zweitens  bei  der  Bestimmung  des  Umfangs  und  Inhalts  eines  Kreises; 
ebenso  ist  es  in  der  Mechanik  bei  dem  Parallelogramm  der  Kräfte,  so  wie 
auch  bei  gegenwärtiger  Untersuchung  Ober  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks. 
Denn  bei  der  obigen  Deduction  denkt  man  sich  nolhwendig  eine  mit  eioer 
Dreiecksseite  parallel  gezogene  Linie  als  eine  materielle,  da  sie  Schwere  be- 
sitzen soll,  mithin  ist  sie  eigentlich  nicht  eine  Linie,  sondern  eine  unendlich 
diüm^  Schicht. 


»; 


Mapi  hat  nun  versucht ,    diesen  Begriff  der  Unendlichkeit   auf   diese  oder 

•  ■  •  -  .' 

jene  Weise  zu  umgehn ,   und  einer  der  interessantesten  Versuche  ist  offenbar 
folgender  von  Poinsol  mitgetheilte : 

Man  denke  sich  (Fig.  XIX.)  das  Dreieck  ABC,  dessen  Höhe  h  und  dassei 
FUcheninhalt  4a  sein  mag;  ferner  bezeichne  man  durch  x  die  UBbekaonte 
Entfernung  des  Schwerpunkts  des  ganzen  Dreiecks  von  der  Grundlinie  AB- 
Theüt  man  nun  das  Dreieck  durch  die  Linien  DE  und  DF,  welche  die  MiUeo 
Di  Ef  F  der  drei  Seiten  verbinden,  in  die  beiden  unter  einander  coogruenten 
und  dem  ganzen  ähnlichen  Dreiecke  ADE  und  DBF  und  in  das  Parallelogran* 
DECF,  dann  liegt  der  Schwerpunkt  in  jedem  der  beiden  kleinem  Dreiecke 
am  dasselbe,  bis  jetzt  noch  unbekannte,  Stück  x'  von  der  Grundlinie  entferst, 
der  Schwerpunkt  des  Parallelogramms  DECF,   der  nach  S«   81  im  Duck- 
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ehnittspunkt  leioer  Diagoualen  liegt,   ist  um  ^  Ton  AB  entfernt.    Weil  die 

bliebe  des  ganzen  Dreiecks  ss  4a  ist ,  so  wird  die  Fliehe  jedes  der  beiden 
Jeinen  Dreiecke  =a  und  das  Parallelogramm  =2a.  Man  erbilt  daher 
laeh  dem  Sati,  dass  das  Moment  des  ganzen  Systems  gleich  der  Summe  der 
fomente  der  einzelnen  Theile  sein  mnss,  wenn  wir  hier  die  Momente  in  Be* 
ug  auf  eine  durch  AB  senkrecht  auf  dem  Papier  stehende  Ebene,  oder,  kflr* 
er,  in  Beiug  auf  die  Linie  AB  nehmen: 

•enkt  man  sieh  nun  eines  der  kleinem  Dreiecke,  in  derselben  Weise  wie  das 
rsprflngliche,  in  zwei  abermals  kleinere  Dreiecke  und  in  ein  Parallelogramm 
erlegt,  und  nennt  man  x**  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  eines  der  neu 
Qtstandenen  Dreiecke  von  derselben  Grundlinie  AB,  so  wird  offenbar  zwischen 
'  und  x'*  dieselbe  Relation  stattfinden,  als  zwischen  x  und  x*^  wenn  man  nur 

in  die  Stelle  von  h  setzt,  so  dass  man  also  erhalt: 

4    2^2 
arch  fortgesetzte  Eintheilung  der  neu  erhaltenen  Dreiecke  ergibt  sich  offenbar 

''""44+2'' 

4    8^2 


•  •  •  •  • 


id  indem  mao  jedea  folgenden  Werlh  ia  die  Torhergebende  Gleichung  eioaeUl: 

1  ^  .    1     A   .    1     Ä        1     *    . 


ierdurch  ergibt  sich  innerhalb  der  Parenthese  eine  geometrische  Progression 
it  unendlich  vielen  Gliedern,  deren  Fortschreitungs-Exponent  =:  -^  •  also  ein 
!hter  Bruch  ist.     Diese  Reihe  wird   deshalb   eine  convergirende,    d.  h.  eine 
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snminirbare ;  ihr  Werth  isl  nach  bekanntem  Gesetz  =  ^.  Es  fiodet  sich  also 
X,  d.  h.  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des  ursprQnglich  gegebenen  Dreiecks 

von   der   Grundlinie  AB   gleich  -r-    oder    gleich    dem    dritten   Theil    der  ent- 

sprechenden  Hdhe  des  Dreiecks.  Da  sich  in  Bezog  auf  jede  der  drei  Seiten 
des  Dreiecks  das  ähnliche  Resultat  ergeben  muss,  so  folgt,  dass  der  Schwer 
punkt  eines  Dreiecks  von  jeder  Seite  um  den  dritten  Theil  der  enlsprechendeo 
Höhe  von  dieser  Seite  entfernt  sein  mius;  woraus  dann  ferner  durch  einfache 
geometrische  Anschauung  folgt,  dnss  er  der  Durchschniltspunkt  der  drei  Linien 
sein  muss,  die  man  von  den  Spitzen  des  Dreiecks  nach  den  Mittelpunkten 
der  gegenflberliegenden  Seiten  zieht. 

Aufg.  3.  Eb  soll  der  Schwerpunkt  der  gleicbnuässig  be- 
schwerten Fläche  eines  ParaUel-Trapezes  gefunden  werden. 

Aufl.  Es  ist  diese  Aufgabe  offenbar  ein  specieller  Fall  der  vorber- 
gehenden  Aufgabe,  indem  (Fig.  XX.)  das  Parallel-Trapez  i4B(7/)  der  Unter- 
sthied  der  Dreiecke  ABB  nnd  DCB  ist,  und  es  wird  also  das  Moment 
des  ganzen  Dreiecks  ABB  in  Bezug  auf  irgend  eine  Ebene,  oder,  da  es 
sich  hier  wieder  nur  um  eine  ebene  Figur  handelt,  in  Bezug  auf  irgend 
eine  Linie,  z.  B.  in  Bezug  auf  AB  gleich  sein  müssen  der  Summe  der 
Momente  des  obern  Dreiecks  DCE  und  des  ParaUel-Trapezes  ABCD  in 
Bezug  auf  dieselbe  Linie  AB. 

Nennen  wir  nun  die  Grundlinie  AB^G,  die  parallele  Seite  DC=^g, 
die  Höhe  des  ganzen  Dreiecks  ABB,  =  H ,  die  Höbe  des  obern  Dreiecks 
DCEy=:h,  die  Entfernung  des  gesuchten  Schwerpunkts  des  Parallel -Tra- 
pezes von  der  Grundlinie  AB,^jr,  so  werden  sich  die  Flächeninhalte  der 
beiden  Dreiecke  ABB  und  DCE,  da  sich  dieselben  als  Flächen  ibniicher 
Dreiecke  wie  die  Quadrate  gleichnamiger  Seiten  verhalten  müssen,  durch 
G^.a  und  g*.a,  also  der  Flächeninhalt  dos  Parallel  -  Trapezes  durch 
(fis  —  g^)>a  ausdrijckefi  lassen,  worin  a  irgend  eine  beliebige  Flächen- 
einheit  bedeutet. 

Der  erwähnte  Satz  von  dcMi  Momenten  gibt  nun  natürlich,  mit  Bezng 
auf  die  vorige  Aufgabe,  folgende  Beditigung: 


i 
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«der:      »(!^-'9*)x=:H.6*'-iSs*+ikg^ 

6  k 
oder,  da  G:g=B:h,  also  Jf »— ^  ist: 


=  (c-ff^*»(j  +  2(?).  j 


Nimmt  man  zweitens  die  Momente  aller  hier  lur  Sprache  kommea* 
den  FUoben  in  Beiug  auf  die  Linie  DC  und  nennt  dabei  die  Kntfemung 
dos  Schwerpunkts  des  Parallel  «-Trapeses  von  dieser  Linie  s=  y»  so  hal 
«Mm  folgende  Bedingung  s 

— fit. II. (jr—fc--iir)=^(e'- «»).«. »+j».«.i* 

Oders      3(fi>— 9')y»>2£rff>  — SAG» +*$> 

oder  wegen  derselhen  Proportion  GigaaHik,  wie  Yorbin: 

i 
9 

Indem  man  diese  beiden  erbalteopn  Resultate  in  eine  ProporUen  XQaam- 
mesistellt,  ergibt  sich  folgende  merkwürdige  Relation  swischen  den  Ab- 
ständen des  Schwerpunkts  eines  Parallel-Trapezes  von  aeioen  beidee  p^- 
rallden  Seilen: 

(ciy—(G+2g):g+2Cf) 

Aus  dieser  Proportion  ergibt  sich  eine  ganx  vorzüglich  elegante  Gon- 
Btruction  des  Schwerpunkts  eines  Parallel-Trapezes.  Denn  wenn  man 
einer  Seits  beachtet,  dass  das  Trapez  ABCD  der  Unterschied  der  baideii 
Dreiecke  ABS  und  DCS  ist,  und  andrer  Seits»  dass  die  Schwerpunkte 
dieser  beiden  Dreieckt  auf  derselben  Linie  £Jf,  d.  h.  auf  derjeqigen  Linie, 
welche  die  Mitten  der  beiden  Parallelen  AB  und  DC  mit  der  Spitze  B 
verbindet,  liegen  müssen»  und  demsnlolge  audi  der  Schwerpunkt  daß 
Trapezes  auf  Mit  liegen  muss,  so  wird  es  nur  darauf  ankoiDV^n,  dieso 
letztere  Linie  nach  dem  gefundenen  Verhähniss  der  senkrechten  Entfer- 
nungen des  gesuchten  Schwerpunkts  zu  theilen.  Dieses  wird  aber  offen- 
bar dadnrob  geeohebn,  dass  map  an  die  obere  ParaUeie  d^s  Stüpk  BK^Q 


ansetzt,  wodurch  NKssG  +  ^g  wird,  und  an  die  untere  Parallele  nacA 
der  entgegengesetzten  Seite  hin  das  Stück  BL=^g  anträgt,  wodurch 
ML  =  g  •+  {G  Wird;  darauf  K  mit  L  verbindet:  alsdann  wird  der  Durch- 
schnittspunkt P  dieser  Linie  KL  mit  der  Verbindungslinie  der  Mitten  bei- 
der Parallelen  der  Schwerpunkt  des  Trapezes  sein. 

Aufg.  4.  Es  soll  der  Schwerpunkt  des  gleichmSssig  be- 
schwerten körperlichen  [nhalts  einer  dreiseitigen  Pyra- 
mide gefunden  werden. 

Aufl.  Die  Bestimmung  des  Schwerpunkts  bei  der  dreiseitigen  Py- 
ramide ist  ganz  ähnlich  wie  beim  Dreieck.  Man  legt  hier  ebene  Schnitte 
mit  der  Grundfläche  der  Pyramide,  dann  wird  jeder  derselben  ein  Dreieck, 
dessen  Schwerpunkt  nach  Aufg.  2.  bekannt  ist.  Da  alle  diese  Dreiecke 
ähnliche  und  ähnlich  liegende  sind,  so  werden  alle  ihre  Schwerpunkte  Id 
einer  geraden  Linie  und  zwar  in  derjenigen  Linie  liegen,  welche  man  fon 
der  gegenüberliegenden  Ecke  nach  dem  Schwerpunkt  der  Grundfläche  zieht 
Da  nun  aber  dasselbe  in  Bezug  auf  jede  Seitenfläche  der  Pyramide  und 
ihre  [gegenüberliegende  Ecke  stattfinden  muss,  so  wird  der  Schwer- 
punkt  der  ganzen  Pyramide  in  dem  gemeinsamen  Durch- 
schnittspunkt der  vier  Linien  liegen,  welche  man  von  den 
Ecken  nach  den  Schwerpunkten  der  gegenüberliegendeo 
Seitenflächen  zieht. 

Diese  vier  Linien  theilen  sich  aber  aus  bekannten  geometriscbeo 
Gründen  nach  dem  Verhältniss  von  1:B,  und  da  jedes  Mal  die  Ebene, 
welche  man  durch  diesen  Punkt  parallel  mit  einer  Seitenfläche  legt,  auch 
das  zugehörige  Höhenperpendikel  der  Pyramide  nach  demselben  Verhält- 
niss theilen  muss,  so  wird  man  den  vorigen  Satz  auch  so  ausspreche» 
können:  Der  Schwerpunkt  der  Pyramide  ist  von  jeder  Seiten- 
fläche um  ein  Viertel  der  zugehörigen  Höhe  entfernt. 

Anm.  Man  wird  auch  hier,  ganz  ähnlich  wie  beim  Dreieck,  eine 
solche  Ableitung  dieses  Salzes  erhalten,  wobei  der  unvermeidliche  Begriff 
des  Unendlichen  allein  in  der  Summation  einer  unendlichen  convergiren- 
den  geometrischen  Progression  liegt.  —  Auch  dieser  Beweis  möge  hier 
seine  Stelle  finden. 

Zu  diesem  Ende  müssen  wir  aber  zunächst  einen  Hilfesatz  ableiten, 
durch  welchen  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  eines  dreiseitigen  Prismas 
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Ton  jeder  seiner  Seitenflächen  bestimmt  wird.  Es  sei  (Fig.  XXI.)  ABCale 
ein  dreiseitiges  Prisma.  Sind  nun  hier  F,  B,  D,  f,  e,  d  die  Mitten  der 
beiiehiichen  Kanten ,  so  lege  man  durch  FBfe  und  durch  DBde  schnei- 
dende Ebenen^  so  wird  dadurch  das  gegebene  Prisma  in  xwei  kleinere  unter 
sich  congruente  und  ähnlich  gegen  die  Seitenfläche  ABah  liegende  Prismata 
BBDbedy  BAFeaf  und  in  ein  Parallelogramm  DBFCdefe  getheilt.  Bestimmt 
man  nun  die  Momente  der  Schwerpunkte  dieser  dn*i  Theile  in  Bezug  auf 
die  Ebene  ABab,  so  muss  deren  Summe  gleich  sein  dem  Moment  des 
ganzen  Prismas  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene. 

Wenn  man  nun  för  die  gegenwärtige  Untersuchung  h  die  senkrechte 
Entfernung  der  gegenüberliegenden  Kante  Cc  von  der  Seitenfliche  ABab 
nennt,  so  wird  die  Entfernung  der  entsprechenden  Kante  der  Meineren 
Prismata  von  derselben  Seitenfläche  :=z^h  sein.  Nennt  man  nun  die  Ent* 
femung  des  Schwerpunkts  des  ganzen  Prismas  von  dieser  ersten  Seiten- 
fläche sko;,  und  die  jedes  der  kleinern  Prismen  =a;',  so  wird,  wenn 
man  beachtet,  dass  der  Schwerpunkt  eines  Parallelepipedums  im  Durdi- 
Schnittspunkt  seiner  Diagonalen  liegt,  und  wenn  man  dabei  den  kubischen 
Inhalt  des  ganzen  Prismas  =4a  setzt,  sich  folgende  Gleichung  zwischen 
den  Momenten  ergeben: 

tax  =  ax'  +  ax'  +  2a  --^ 

also:  a7  =  4*  +  4^' 

Indem  man  nun  weiter  jedes  der  kleinern  Prismata  in  zwei  neue  Prismen 
und  in  ein  Parallelepipedum  zerlegt,  die  Entfernimg  des  Schiverpiinkts 
jedes  der  neu  construirten  Prismen  von  derselben  Fläche  durch  sß"  be- 
zeichnet, und  indem  man  in  dieser  Zerfällung  und  Bezeichnung  fortföhrt, 
so  erhält  man  offenbar  diese  auf  einander  folgende  Bedingungsgleichungen: 


und  demzufolge  durch  alimäliges  Einsetzen: 

x  =  ih  +  -,\h+^h  + 

oder  durch  Summation  dieser  unendlichen  geometrischen  Progression: 

a?  =  I  /•. 
Dieses  beisst  also,   dass  der  Schwerpunkt   eines  dreiseitigen  Prismas  von 
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j«der  Seite  um  den  driUen  Theil  des  senkreehten  Abatandos  d«r  gegen- 
uberliegenden  Kante  von  ihr  absteht;  oder,  wenn  »an  die  geoDMirisdie 
Anschauung  dabei  zu  Hilfe  nimmt,  dass  er  auf  der  Veriiindutigalime  der 
Schwerpunkte  G  und  g  der  beiden  dreieckigen  Endfläclien  liegt*  -^  Dass 
dieser  Schwerpunkt  ausserdem  beiläufig  (was  für  die  augenblieklicbe  Un« 
tersuchung  von  keiner  Wesentlichkeit  ist)  in  der  Mitte  dieser  Linie  liegt, 
folgt  unmittelbar  aus  dem  oben  ausgesprochenen  Satx,  dass  der  Schwer- 
punkt eines  Körpers  nothwendig  in  einer  Ebene  liegen  müsse,  welche 
denselben  in  zwei  gleiche  und  symmetrische  HäJflen  theilt,  wie  es  hier 
bei  jeder  durch  den  genannten  Punkt  gelegten  Ebene  der  Fall  ist. 

Gehen  whr  nun  weiter  und  denken  uns  (Fig.  XXH.)  eine  dreiseitige 
Pyramide  mit  der  GrundflSdie iBCD  und  der  Spitzel  und  legen  wir  dareb 
L,  welches  die  Mitte  der  einen  Kante  ÄC  ist,  einen  Schnitt  LEP  parallel 
mit  der  Seitenfläche  ABD  und  einen  zweiten  Schnitt  LKM  parallel  mit 
der  Grundfläche  CBD,  und  denken  wir  uns  endlich  durch  H^  die  Mitte 
von  BD,  die  Linien  HK  und  HB  gezogen  und  die  Ebene  HELK  vollendet, 
so  haben  wir  dadurch  die  ursprüngliche  Pyramide,  deren  kubischer  Inhalt 
8s8a,  deren  Grundfläche  BCD  und  das  darauf  von  i4  aus  geßllte  Höhen- 
perpemlikel  =  h  sein  mag,  in  folgende  Theile  zerfällt:  1)  eine  Pyramide 
mit  der  Grundfläche  FCB  und  der  Spitze  I,  deren  Grundfläche  der  vierte 
Theil  von  BCD,  deren  Höhe  =  ^h  und  deren  kubischer  [nhalt  =  a  ist; 
2)  eine  congruenle  Pyramide  mit  der  Grundfläche  KLM  und  der  Spitze  i, 
deren  Grundfläche  wieder  der  vierte  Theil  von  BCD,  dfercn  Höhe  =  4* 
und  deren  kubischer  Inhalt  =-  a  ist;  9)  ein  dreiseitiges  Prisma,  dessen 
eine  Seitenfläche  BFSH  gleich  der  Hälfte  der  allgemeinen  Grundfläche  BCD, 

dessen  gegenüberliegende  Kante  KL  von  dieser  Grundfläche  um  -^  absteht, 

und  dessen  kubischer  Inhalt  also  =  3a  ist;   4)  ein  dreiseitiges  Prisma, 
dessen  eine   dreiseitige  Endfläche  HED  der  vierte  Theil   der  allgemeinen 

Grundfläche  BCD,  dessen  andre   Endfläche  KLM  von   der  ersten  um  -x- 

absteht  und  dessen  kubischer  Inhalt  also  =  3a  ist. 

Nennt  man  nun  »  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  der  ganzen  Pf- 
ramide  von  der  Grundfläche  BCD,  ferner  x'  die  Entfernung  der  Schwer- 
punkte der  beiden  kleinem,  unter  einander  congruenten  Pyramidal  voo 


ihm  ratpeetifen  GrandUchen  and  seUl  abdaan  das  McnMnI  der  $ßmm 
Pyranide  io  Besag  auf  die  Ei>eiit  BCD  gleieh  der  Samoe  der  Moneote 
ilirer  eiaieiilen  Tlieile  in  Benig  auf  dieeelbe  Ebene,  so  erUll  man  fei* 
gende  Bediagangsgleichung : 

oder:  a?  =  A*  +  ^ 

4 

Denlit  Dian  sich  nun  weiter  jede   der  {kleinem  Pyramklea  ebenso  «erlegt 

und  in  fieieg  auf  deren  Tbeile  dasselbe  Raisouneroeot  angestellt  •  und 

ebenso  weiter  fortgefahren,  so  erhält  man  analog: 

-r'-JL     *    4.*" 
h  X'" 

u.  s.  w.  f. 

Durch  allmAliges  Ineinanderselzen  findet  man: 

Dies  ist  ja  aber  das  oben  gefVindene  Gesetz. 

Dass  bei  jeder  mehr  als  dreiseitigen  Pyramide  dasselbe  Gesets  gelten 
muss,  dass  nämlich  der  Schwerpunkt  um  den  vierten  Tbeil  der  Rohe  von 
der  gemeinsamen  Grundfläche  entfernt  sein  muss,  ergibt  sich  wohl  ohne 
weitläufige  Auseinandersetzung  von  selbst,  wenn  man  sich  zuerst  die  viel- 
seitige Pyramide  in  lauter  dreiseitige  zerlegt  denkt  und  dabei  beachtet, 
dass  die  Schwerpunkte  aller  einzelnen  Theilpyrami'len  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  die  um  den  vierten  Tlieil  der  Höhe  von  d6r  gemeinsamen 
Grundfläche  entfernt  ist,  liegen  müssen.  Und  ehenso  schliefst  man  na- 
türlich weiter,  wenn  man  dio  Anzahl  der  Seiten  der  Pyramide  bis  ins 
Unendliche  wachseh  lässt,  wenn  man  also  die  lyraitiide  in  deA  Kegel 
dbergehn  lässt,  dass  auch  bei  dieseln  der  8ch^in)rpilnkt  um  den  vierten 
Theil  der  Höhe  von  der  Grundiläcbe  entfernt  sein  m^sse. 

Aufg.  5.  Es  soll  ^Bt  Schwerpunkt  fiiiet,  parallel  mit 
der  Grundfläche  abgeaiampficu  Pyramide  bestimmt  w^t^len« 

Aufl.    Uenkt  man  sich   hier  die  abgesUtai|lfte  Pyramide    zu  einer 


volbtindigea  durch  Forttetiong  ihrer  Seitenflichaa  aosgebiklett  so  ergibt 
sich  ganz  analog,  wie  bei  An  fg.  3.  bei  der  VeryoUatindignng  «nes  Pa* 
rallel-TrapeieB  znm  Dreieck,  dasa  der  Schwerpunkt  dea  Pjraaiiden-Stnmpfea 
anf  der  Verbindungalinie  der  Schwerpunkte  beider  parallelen  Endflichen 
liegen  müsse.  Um  diesen  Punkt  vollständig  zu  fiiiren ,  darf  man  daher 
nur  das  Verhiltniss  seines  Abstandes  (x)  von  der  untern,  grossem  End- 
fliche  zu  dem  Absland  (y)  von  der  obern  Endflädie  kennen. 

Da  die  hier  erforderliche  Entwickdung  vollkommen  analog  mit  der  am  an- 
gezogenen Ort  f&r  die  Ebene  gegebene  ist,  so  möge  hier  nur  das  Resultat  stebn. 
Es  wird,  wenn  man  G  und  g  die  respective  grössere  und  kleinere  Endfläche  nennt: 

a?:y=  jc+2VfiT7+3flfj:;jff  +2^'G7g+iß\' 

$.  13. 

■ 

Um  nun  von  diesen  Specialitäten  sogleich  zu  der  vollkommen  all- 
gemeinsten Bestimmung  des  Schweq)unkls  irgend  welchen  Systems  öber- 
zugehn,  bemerken  wir  zunächst,  dass  all -fiberall  derselbe,  sdion  früher 
angefahrte  Principial-Satz  gilt,  dass  das  Moment  des,  in  seinem 
Schwerpunkt  vereint  gedachten  Gewichts  eines  ganzen  Sy- 
stems in  Bezug  auf  irgend  welche  Ebene  gleich  ist  der 
Summe  der  Momente  der  einzelnen  Theile  in  Bezug  auf 
dieselbe  Ebene» 

Bei  dieser  allgemeinsten  Bestimmung  des  Schwerpunkts  von  Curven, 
Oberflächen  und  Körpern  wird  es  am  einfachsten  und  deutlichsten,  wenn 
man  die  Läbnit%ische  Vorstellung  des  Unendlich  -  Kleinen  zu  Hilfe  nimmt. 
Man  könnte  allerdings  Alles  vermittelst  der  Exhaustionsmethode  nachwei- 
sen, aber  dieser  Weg  ist  wahrlich  nicht  der  kürzeste,  und  an  Deutlich- 
keit hat  man  auch  gewiss  keinen  Gewinn. 

Wir  bezeichnen  das  Element  einer  Curve  (natürlich  im  Allgemeinen 
von  doppelter  Krümmung)  durch: 

das  Element  einer  Oberfläche  durch: 

dHm,^dx^.dy^  +  daß^.iz^  +  dy*.dz\ 
und  das  Element  eines  Körpers  oder  Volumens  durch: 

Aisx  dtf.ily.fte. 


—  «  "- 

Die  Integrale  hiervon,  zwischen  bestimmten  Grenzen  genommen,'  wie  es 
die  jedesmalige  specieile  Aufgabe  verlangt,  sollen  durch  die  entsprechen- 
den grossen  Buchstaben  5,  {/,  F  bezeichnet  werden. 

Indem  man  sich  nun  in  jedem  der  drei  Fälle  das  Element,  sei  es 
des  Bogens,  oder  der  Fläche,  oder  des  Körpers,  von  unendlich  kleiner 
Ausdehnung  denkt,  so  werden  die  Coordinaten  seines  Schwerpunkts  mit 
seinen  eigenen  Coordinaten  zusammenfallen,  so  dast  die  Momente  der 
Schwerpunkte  dieser  Elemente  in  Bezug  auf  die  drei  Corrdinaten-Ebenen 
respective  werden: 

x.ds,  y.dsj  n.ds;  x.du,  y.d%i^  z.du\  x.dv^  g^dv^  x.dv. 
Die  Summe  dieser  Momente  der  einzelnen  Elemente »  weleiie  offenbar  die 
beziehlichen  Integrale  (zwischen  den  gehörigen  Grenzen)  werden,  sind 
dann  gleich  zu  setzen  den  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  ganzen  Bo- 
gens^ oder  der  Fläche,  oder  des  Körpers,  multipliciH  respective  mit  S 
oder  U  oder  F. 

Hierdurch  erhall  man  folgende  drei  Systeme  von  Formeln  für  die 
allgemeinste  Bestimmung  des  Schwerpunkts,  dessen  Coordinaten  ^,  17,  t 
heissen  mögen: 

Schwerpunkt  eines  Bogens: 

5=  /yldx^  +  dy^-i-dz^ 
S.§=  /  x.yj  dx*  +  dy^  +  dz\ 
S.T]  =  /y .  V  d*'  +  dy*  +  d%\ 

5. ?=s  /z.^dx*  +  dy*  +  dt*. 

Schwerpunkt  einer  Oberflicke: 
U=/   /^dx*.dy*  +  ds* . dt*  +  rfy» . d*\ 

ü.i-  /    /x.<Jdx*.dy*  +  dx*. dt*  +  dy* .  dt*7 
U.Ti=/  jy . V (to* . dy»  +  d»"- . d**  +  dy^ . dt*, 


—    M    — 

Scbwerpudkt  eines  Körpers: 


y.l^A  S  J  /  m. ix. äff. dz, 

y»V^  /  /  /  9'dx.dy.dz, 
F.?s±s  /  /   i  %. im. iy.it. 


%.  14. 

Wena  auch  im  Torigen  §.  die  «ligemeiM  Theorie  der  Schw«q>uolUt- 
Bestimmung  angegeben  ist,  so  finden  sich  doch  so  viele  SpeoialUäten  und 
damit  verkaflpfte  Eigaalhflffllicbkeiten ,  daas  man  dieaelbea  nicht  ausser 
Acht  lassen  darf.  Indem  aber  alle  dieae  Einaelnheiten  nur  Auaflüsaa  a«i 
dem  allgemeinen  Grundprincip  sind,  so  dürfen  wir  sie  nicht  oiders,  ab 
unter  der  Form  gesonderter  Aufgaben  hier  anfTuhren ; 

Aufg.  1.  Es  soll  der  Schwerpunkt  einer  durch  Raum- 
Coordinaten  gegebenen  geraden  Linie  bestimmt  Werden. 

Aufl.  Die  gerade  Line  ist,  als  Linie  im  Raum,  durch  folgende  beide 
Gleichongen  gegeben: 

Sie  soll  begrenat  sein  durch  die  Coordinaten,  welclie  zu  a?  =  m  und  x  =  m' 
gehören.    Demgemftss  wird  die  Lfinga  dieser  beyrenateB  Linie: 


rng 
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Znr  BestimmiiDg  der  Coordinaten  des  S«b«nMfffnktB  «rhClt  uiMi! 


■/■ 


=  /     0?.  VT+oM^'.rfjr 


m 


Vl  +  a«+/J» 


m 


i'  


m 


Qiilbin:  f  = 


m'  •{■m 


2 


1?  =  ^-«  +  «' 

Diese  Grössen  sind  aber  nach  einfacher  analytisch -geometrischer  An- 
schauung die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  geraden  Linie» 
welcher  sich  hier  natürlich  ohne  weitere  Rechnung,  durch  einfaches  Rai- 
soonemc^t,  als  def  Schwerpunkt  der  gef^eH  lAuke  iBi^ben  hätte. 

Aiifg.  2.  Es  soll  der  Schwerpunkt  eines  KreisbogeA's 
bestimnt  werden. 

Aufl.  Weim  na«  den  Mittelpunkt  des  Kl-eises  (mit  deih  Radius  f) 
zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  ^dtsh  Vota  Mifttf pitdkt  fiaifth  tte)-  MMe 
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des  Bog«n8  gesogeneB  Radioi  zur  XAxe  anDimmt,  so  wird  die  Gleichang 

des  in  Rede  stehenden  Kreisbogens  :y=^r* — o;^,  während  die  xCoor- 
dinate  offenbar  gleich  Null  wird,  da  es  sich  im  Augenblick  nur  um  eine 
ebene  Curve  bandelt.  Nennen  wir  die  Länge  des  gegenwärtigen  Kreis- 
bogens iv  S,  so  wie  die  zugehörige  Cborde  =  c,  so  findet  man: 


*!qir.,. 


'^-f''^'^{%T''^^ 


+4. 


s.,^Ji.yfi+(f^y.ä,. 


Die>e  Gleichungen  geben: 
S 


=r  2r .  orc  f  «n  = .  ^  ] » 

Die  vorletzte  Gleichung  spriclit  also  folgende  Bestimmung  fQr  den 
Schwerpunkt  eines  durchgängig  gleichmässig  belasteten  Kreisbogens  aus: 

Der  Schwerpunkt  eines  Kreisbogens  liegt  auf  demienigeD 
Radius,  der  nach  der  Mitte  des  Rogens  gezogen  wird  und  zwar 
in  solcher  Entfernung  vom  Mittelpunkt  des  zugehörigen  Krei- 
ses» dass  sich  dieselbe  zum  zugehörigen  Radius  verbilt,  wie 
die  Sehne  zur  Länge. des  Bogena. 
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Aufg.  3.  Es  soll  der  Schwerpunkt  eines  Cycloiden-Bo- 
gens  bestimmt  werden. 

Aufl.  Wenn  man  den  Scheitel  der  Cycloide  zum  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  wählt,  die  in  diesem  Punkt  gezogen«  Tangente  zur  XAxe 
uud  die  darauf  senkrechte  Linie,  nach  jener  Seite  hin,  wo  der  bewegliche 
Kreis  (mit  dem  Radius  r)  liegt,  zur  positiven  Seite  der  FAxe  wählt,  so 
wird  die  Gleichung  der  Cycloide: 


x=^r.arelco$=B ?j  +  V2ry — jr* 


oder: 


dx         /  2r  — jf 


dx         I 

^  =  V 


Wenn  man  die  y  Coordinalea  der  Endpunkte  des  Bogens  durch  »  und 
n'  bezeichnet,  so  wird: 


■// 


n 


n 

=  2r  V2r».arc  j  co«i=^-=i^ \  +  |V2r  .(4r  +  y)y[2r—y 

(zwischen  den  Grenzen:^""    ] 
3f=ii  f 


IL 


08 


=y     V2?S?.rf3f  =  }3f>/2ryjJ^;'j 


Der  Ausdruck  für  5 .  $  und  somit  auch  der  ton  §  allein  wird  augen- 
scheinlich sehr  unelegant,  weshalb  er  gar  nicht  für  die  Grenzen  fi  und  n' 
YoUständig  hingeschriehen  ist.  Wenn  wir  dagegen  den  letzten  Ausdruck 
für  S.t]  durch  den  vorhergebenden  lüff  S  dividiren»  ergibt  sich  zur  Be- 
stimmung der  Coordinale  rj  dieser  elegante  Werth: 

Wenn  man  den  Cycloiden  -  Bogen  von  dem  Scheitel  an  rechnet,  so 
bat  man  die  untere  Grenze  der  Integration ,  daa  it  s=  0  su  setaen.  Mao 
erhält  alsdann: 

S=2V2rn', 
S.f==2rV2m^.flrc/coa==^^')+}V2r7V2^^ 

lind  wenn  man  die  letzte  Gleicbtrng  durch  die  erste  dividirt:  tjssi^n*. 

Wenn  der  Bogen  svmmetrisch  zu  beiden  Seiten  des  Scheitels  genom- 
men wird,  so  liegt  sein  Schwerpunkt  offenbar  auf  der  FAxe  und  zwar 
um  l^n'  vom  Scheitel  entfernt. 

Wenn  man  die  Hälfte  der  ganzen  Cycloide  nimmt,  so  hat  man  io 
obigen  Ausdrücken  n'  =  2r  zu  setzen,  wodurch  man  erhält: 

?  =  r(7r-|). 

Aufg.  ii  Wenn  man  einO  Parabel  als  eine  Curve  doppel- 
ter Krümmung,  also  als  den  Durchschnitt  eines  Kegels  mit 
einer  Ebene  betrachtet,  so  soll  der  Schwerpunkt  eines  Bogens 
derselben  gesucht  werden. 

Aufl.  Man  denke  sich  einen  geraden  Kegel,  die  Axe  desselben 
nehme  man  zur  ZAxe,  die  darauf  senkrecht  stehende,  durch  den  Scbeitd 
des  Kegels  gelegte  Ebene  zur  a;jr Ebene  und  die  Ebene  irgend  eines,  ab 
erstes  gewähltes  Axendreiecks  ABC  (Fig.  XXIU.)  zur  jr«  Ebene,   so  dass 
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die  yAxe  hierauf  senkrecht  steht;  akdann  wird  bekanntlich  die  Gleichung 
der  Kegeloherfläche 

wenn  a  den  halhen  Winkel  an  der  Spitze  des  Axendreiecks  bedeutet. 
Legt  man  nun  eine  schneidende  Ebene  durch  den  Kegel,  welche  senkrecht 
auf  der  Ebene  des  Axendreiecks,  also  auf  der  jr« Ebene  steht,  von  der 
einen  Seitenlinie  CB  des  Axendreiecks,  rom  Scheitel  ab  gerechnet,  ein 
Stück  CK^$  abschneidet  und  mit  der  andern  Seitenlinie  CA  parallel  geht, 
so  wird  deren  Gleichung: 

X  1 


2e5ma      2t  cos  a 

Da  nun  bekanntlich  durch  diesen  auf  die  genannte  Weise  gefilhrten  Schnitt 
einer  Ebene  auf  der  Oberfläche  des  geraden  Kegels  die  ApoUoniiche  Pa- 
rabel erzeugt  wird,  so  sind  die  Gleichungen  derselben,  wenn  man  sie  als 
Gurre  doppelter  Krümmung  betrachtet: 

X  % 


2e$ina      2€C0$a 
Wir  hatten  nun  S.  93  die  Länge  eines  Cunrenbogens : 

S^  / yjdx^  +  dy^+dz^ 

Onsre  gegenwärtigen  Gleichungen  geben  aber: 

;s=:2e.cosa — x.cotga 

y=2V^.5tna.Ve««fna~9 

...  d% 

mithin:  3-= — cotga 


^         ^e.sina — x 


and  folglich:   S=^-'J  ^  ,.,ina~* ^' 

Setzt  naan  hierin  für  einen  Augenblick 


f.itna  —  x+€.ttna^       • 
. , — : Ä©* 

f.itna — X 
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wird :      S=2e.$iHa*  /  -r?-*— ?r-i 

^     (»»  — 1)« 


od^r,  wenn  man  fflr  v  wieder  seinen  Werth  einsetzt: 


Z' 


1  r 

5=-: — ,  -|/  (e.ifiia — a;)^+«*M»a'(«*<tiia — x) 
%\na    V 

,  -     .     j  y  J2(e.stft  g  — a?)+e.5tit  a^—^l^ßjjin  a— jr)>+e.ftna'(e,ftn 

Verlegt  man  jetzt  das  Coordinatensystem  in  der  Weise,  dass  der  Anfangs- 
punkt desselben  in  K  und  die  neue  XAxe  nach  JC£  fUlt,  so  wird»  wenn 
man  die  von  K  nach  £  hin  gezählte  jr (kiordinate  durch  x'  bezeichnet: 

Die  y  Coordinaten,  welche  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Axendreiecks  steho, 
werden  jetzt  offenbar  in  dem  durch  LKM  senkrecht  geffihrten  Schnitt 
selbst  liegen,  und  wir  werden  die  Gleichung  der  Schnittcunre  in  der 
Schnittebene  selbst  erhalten,  wenn  wir  in  den  obigen  Werth  ron  y,  wel- 
cher CS  2^e.sina,^ß^.$ina  —  s  war,  den  angegebenen  Werth  Ton  9 
einsetzen ,  n&mlich : 

y=2iina^ex' 
oder  wenn  man  2e<tiia^s=:p  setzt: 

Setzt  man  denselben  Werth  von  a>  in  den  vorhin  gefimdenen  Ausdruck 
des  Bogens,  jio  wird  dieser: 

welches  den  Bogen  gibt  von  x'^'fi,  d.  h:  vom  Scheitel  der  Pardid  bii 
zu  einem  gewissen  Punkt  mit  der  Abscisse  s'^^s*. 

Will  man  nun  weiter  den  Schwerpunkt  dieses  Bogens  bestimmen,  so 
haben  wir  nach  S.  9S: 

s.^dm^  +  dy^  +  dM^ 


=/• 


M» 


da)*+iy*+d%* 


}Ul  maa  in  das  erste  Integral  die  betreffenden  Werthe  ein,  so  wird 

tina  ^  ^e.iina — * 

ler  wenn  man  wieder  dieselbe  Substitution  als  vorhin  macht,  nftmlich 


$.iina  —  x  +  e.iina*       • 
. =t>« 

e  itna — jr 
j*=e.stna , 


wird: 


'/ 


»*-i' 


e».«i»a»  j (— 4+«i»o*)i>*+(4+»tno>) 
~  4(»*— 1)» 

+  i«». «-n o»  (4  +  tina*) .  log  (  ^  ) 

•  •  • 

ler  wenn  man  för  t?  wieder  seinen  Werth  durch  jp  einsetzt: 

25tiia 

f    t     •     !/>•  .    •     t\   I    /  Ve.s/ittf— ir+e.at'ita«+Ve.<tna— a?\ 
—  ie«.ftna»(4+<tna»).%l  ,       .'■   , — ? — T^^' 

\Ve,«nc — ap+e.aina*— Ve.fina— jp/ 

d  setzt  man  hier  wieder,  Behufs  der  Coordinaten-Yerlegung,  x^(e  -  s*)  •  Hn  a 

d2e, sin a^=:p^  so  wird,  wenn  man  beachtet,  dass  man  auch  die  XCoor- 

late  dbs  Schwerpunkts  in  Bezug  auf   die  neuen  Coordinaten- Ebenen 

stimmen,  also  $=(e — S*)9ina  setzen  muss: 

?= -A|a(4x'+p)V4i5+^_pa.toJ!£Mi+2V^±S\j 
thin,  nach  Division  durch  den  vorhin  geftmdenen  Werth  von  S: 

tzt  man  ebenso  in  das  zweite  zu  bestimmende  lulegral  die  betreffenden 
srtho,  so  erhftll  man: 
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,.,=/;./,.(äj,(gf^ 

2  Je        /^/ 

=  -r- — >    /  ^e.sina — s  +  e.iina^  .i 

= \         (e.stna — jr  +  e.sma*)» 


Hierin  hat  man  nun  wieder  wegen  der  Coordinaten-Verlegung  jr=(0 — x').ma 
zu  setzen,  dabei  aber  zu  beachten,  dass  das  t],  d.  h.  die  yCoordinate 
des  Schwerpunkts,  oder  dessen  Abstand  von  der  xs Ebene  unveräaderl 
bleibt,  wodurch  sich  ergibt: 

also  nach  Division  durch  den  Wertb  von  S: 

_.   {^x'+p)^2px'+p^ 

Setzt  man  endlich  in  das  dritte  Integral  die  betreffenden  Werthe  ein,  so  wird: 

oder  wenn  man  wieder  für  einen  Augenblick  die  obige  Hiirsgrösse  v  eioführl. 
5.LÄ2e*.5intt'.co5cr.  /     — ^ — r-; — .dv 

j        (t?*  — D» 

e*.5i»tt*c#««.|(4  +  fina*)ü*— (4— «t'n«»)|r 

=*        '■  4(o>— D» 

oder  für  t  wieder  rückwärts  seinen  Werth  durch  x  eingesetzt: 

!6«Äma  — 2jr  +  esina»| 

4smo'  ' 


— I^'ifn  a'do*  a  (4—  $tn  er')  %  i ^  -r- 
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Wenn  ^  «ber  im  Allgemeinen  $,  17,  ^  die  Goordinaten  irgend  einei 
Pankift  in  Bezug  auf  das  urspränglicbe  Coordinaleneystem  XCZ  (Fig.  XXIIIO 
nennen,  wAhrend  S'^  rf  ^  t,*  die  (Koordinaten  desselben  Punkts  in  Besug 
auf  das  neue  Coordinatensystem  beissen  mögen,  dessen  Anfangspunkt  in 
K  liegt;  dessen  XAxe  KL  und  ZAxe  hierauf  senkrecht  ist,  wlbrend  in 
beiden  Fällen  die  FAxe  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Axendreiecks  steht, 
so  werden  die  gegenseitigen  Beziehungen: 

|=(e— |')-««»ß+S'cwc, 

£=  (e  +  §)  eo$a—^'$ina. 
lodern  man   nun  gegenwärtig    unter  ^'  die  s€oordinate    des   gesuchten 
Schwerpunkts  der  vorgegebenen  Curve  versteht,  so  stellt  sich," nachdem 
man  sie  durchgängig  mit  S  (d.  h.  Länge  des  Bogens)  multiplicirt  hat, 
zu  deren  Bestimmung  folgende  Gleichung  heraus: 

S.^*  .Sinais. eeosa+S^*. cos  a'^S.^ 

Setzt  man  nun  för  5  und  nrS.§*  die  früher  gefundenen  Werfhe,  so  wie 
für  S.^  den  kurz  vorhin. gegebenen  ein,  so  ergibt  sich 

was  natürlich  sich  ohne  Calcul,  durch  die  simpdste  Ueberiegnng  ergaben 
haben  würde,  da  der  Schwerpunkt  einer  ebenen  Cnrve  offenbar  nicht 
ausserhalb  ihrer  £bene  liegen  kann. 

Attfg.  5.  Es  soll  der  Schwerpunkt  einer  Fläche  be- 
stimmt werden,  die  von  zwei  gegebenen  ebenen  Curven 
und  von  zwei  parallelen  Goordinaten,  z.B.  yGoordinaten, 
begrenzt  wird. 

A  u  f  1.  Da  hier  zunächst  von  einer  ebenen  Fläche  die  Rede  sein  soll, 
so  hat  man  in  den  auf  S.  93  gegebenen  allgemeinen  Formeln  x  es  0  zu 
setzen,  wodurch  sie  übergehn  in: 


x.ix.iy 


v.n^m. 


is.dg 
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Denkt  man  sich  die  beiden  Curven,  zwischen  denen  die  Fläche  liegen 
soll,  durch  ihre  Gleichungen  y  =i  f  (s)  und  y'  =  9)  (jr)  gegd>en,  so 
wird  man  diese  Doppel -Integrale,  wenn  man  sie  zunächst  in  Bezug  auf 
y  integrirt,  zwischen  den  Grenzen  y  und  y'  oder  f  (x)  und  fp  (jr)  zu 
nehmen  haben,  wodurch  man  erhält: 


i;=/fy-yO. 


dx 


V.ri^^py' 


— y*)s.dx 


—y'*).i^ 

welche  man  dann  noch  zwischen  zwei  gegebenen  constanten  Grenzen  in 
Bezug  auf  x  zu  bestimmen  bat. 

Aufg.  6.  Es  soll  mit  Hilfe  der  eben  angegebenen  For- 
meln   der   Schwerpunkt   eines    ebenen  Dreiecks    bestimmt 

werden. 

• 

Aufl.  Es  sei  (Fig.  XXIV.)  ABC  das  gegebene  Dreieck,  so  lege  man 
sich  das  Coordinatensystem  so ,  dass  die  eine  Spitze  C  der  Anfoogspunkt 
frird,  während  die  gegenüberliegende  Seite  AB  parallel  mit  der  Faxe 
geht,  dann  werden  die  beiden  die  Fläche  begrenzenden  Curven  die  beides 
Geraden  CA  und  CB  sein.    Nun  sei  gegeben: 

die  Linie  CA  durch  die  Gleichung  y  =  f(x)s=sax, 

ff        M       CB      „         „  „  y*z=g>{x)—ßX\ 

die  Höhe  des  Dreiecks  sei  CD  =  A.    Alsdann  werden  die  in  der  Yorigeo 
allgemeinen  Aufgabe  gegebenen  Formeln  diese  werden: 


0 

0 


s*.dx  =  ^h*(a''ß), 


/?»)x*.d«=iA»(a'— /»•). 


« 


♦ 
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sl  man,  weon  G  der  gesuchte  Scbwerpankt  wäre: 

r]^EG=^i{a  +  ß).h. 
ertli  gibt  zunächst  den  bekannten  Satz,  dass  der  Schwerpunkt 
len  Theil  der  Höbe  von  der  Seile  AB  entfernt  liegt    Um  den 
th  geometrisch  zu  deuten,  so  hat  man  offenbar  die  Proportion: 

CE:CD=EG:DF, 

|Ä:Ä=i(a+/S;A:/>F, 

aus  den  gegebenen  Gleichungen  der  beiden  Linien 

DA=za.h  und  DB=ß.h, 

DF-\iDA  +  DB) 
die  Mitte   zwischen  B  und  A  oder  es  liegt  der  Schwerpunkt 
in  Linie,  die  man  von  C  nach  der  Mitte  der  gegenüberliegen- 
ßht. 

^  Es  soll  derSchwerpunkteines  Kreisausschnitts 
Ines  Kreisabschnitts  gefunden  werden. 
Wenn  man  zunächst  den  Schwerpunkt  des  Kreisabschnitts 
XXV.)  bestimmen  will,  so  kann  man  diese  Fläche  betrachten 
durch  die  beiden  Curven  DA  und  DB  und  durch  die  beiden 
B  und  UV,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Anfangs- 
oordinaten,  der  nach  der  Mitte  des  Bogens  gezogene  Radius 
id  darauf  senkrecht  die  FAxe  angenommen  wird.  Nennt  man 
lius  des  Kreises  =:  r,  so  wird  (s.  Aufg.  5.)  die  Gleichung 

er  obern  Curve  DA:y  =  f(T)  =  +  ^r*  —  jr* 

„    untern     „      DB:y*==q>{jr)=^ — ^r*  —  x^ 


U^2  Nr-^—x^.dx, 

U.  ^=2  Nr^^^^^  .a?.  rfo;. 


ile  sind  offenbar  zwischen  den  Grenzen  x=^CF  und  x=^CD 

d.  h.  wenn  wir  die  Sehne  AB^c  nennen  von  s^^r^ — ^c* 
odurch  (pan  erhält: 
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tr=r«.arc(m  =  ^^*~^^^)-^cVr>-^c» 


r 
2r 


=  r2arc/«m=:  — )  — icVr»— ic^ 


3 


•«l==,^c»,  also  f=,S-^. 

Befaal(cD  wir  nun  U  als  Bezeichnung  für  den  Fläcbeninbalt  des  Kreis- 
abscbnitts  bei  und  nennen  t^'  den  Fläcbeninbalt  und  ^'  die  Scbwerpunkts- 
coordinate  des  Dreiecks  ACB,  und  endlich  ü"  und  X  respective  den  Fii- 
cbeninbalt  und  die  Schwerpunktscoordinate  des  Kreisausschnitts  iCBPi, 
so  bat  man  zunächst  bekanntlich: 

U'^iojr^  —  ic^, 

Betrachtet  man  aber  den  Kreisausschnitt  als  die  Summe  des  Dreiecks  und 
des  Kreisabschnitts,  so  wird  auch  das  Moment  des  Schwerpunkts  der 
erstem  Fläche  in  Bezug  auf  die  FAxe  gleich  der  Summe  der  Momente 
der  beiden  letztern  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe  sein  müssen.  Hlemacb 
findet  man:  • 

mithin:        X= — r-i^ . 

«rc(«»=:^) 

Nun  ist  aber  2r.arcl8in=^)==iarcÄDB,  also:  X=        in'p*     ^^^ 

\  2r/  arcADB 

man  auch  schreiben  kann:      X== --*—;__ 

^arcÄDB 

d.  h.  wenn  man  mit  einem  Radius  CB^^CD  einen  concentrischen  Kreis 

beschreibt,  wobei  der  Bogen  CSff==}arci4  DA  und  die  Sehne  6i7=:|iJ}=}c 

wird ,  so  bat  man :  X  =  —  g^^j ' 

Vergleicht  man  dieses  aber  mit  dem  in  Aufg.  2,  S.  96  gefundenen  Re- 
sultat, so  stellt  sich  heraus,  dass  der  Schwerpunkt  des  Kreisausschnitts 
zusammenfällt  mit  dem  Schwerpunkt  des  Kreisbogens  GEH,  den  man  mit 
einem  }  mal  so  grossen  Radius  beschrieben  hat. 

Dieses  letzte  Resultat  erhält  man  auch  duith  •  eioe  ganx  andre  Be- 
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trachtang  nnd  zwar  auf  einem  Tiel  einfacbern  Wege.  —  Denkt  man  sich 
nflmlidi  den  Kreisauasdinitt  ÄCBDA  durch  unendlich  nahe  Hegende  Radien 
in  unendlich  viele,  unendlich  kleine  Dreiecke  wie  ÄCA*  getbeilt,  so  wird 

4 

der  Schwerpunkt  jedes  dieser  klehien  Dreiecke,  deren  flöhe  offenbar  =sr 
ist,  um  |r  von  dem  gemeinsamen  Scheitel  C  abstebn.  AUe  diese  Sdiwer- 
punkte  werden  daher  auf  dem  Bogen  GBff  liegen,  wenn  CJBfssfr  ist,  oder 
es  werden  auf  diesem  Bogen  die  Gewichte  alier  jener  Dreiecke  und  somit 
das  Gewicht  des  ganzen  Kreisausschnitts  gleicbmässig  vertbeih  sein.  Ver 
Schwerpunkt  dieses  Bogens  GEH  wird  daher  zugleich  der  Schwerpunkt 
des  Kreisausschnitts  ÄCBDA  sein,  was  das  Torige  Resultat  gibL 

Aufg.  8.  Es  soll  der  Schwerpunkt  einer  von  einem  Cy- 
cloidenbogen  begrenzten  FIAche  bestimmt  werden. 

Aufl.  Wir  nehmen  dieselbe  Lage  der  Coordinatenaxen,  wie  sie  in 
Aufg.  3.  S.  97  angegeben  wurde  und  wie  sie  in  Fig.  XXVI.  angedeutet 
ist;  dann  wird  die  Gleichung  der  Curve: 

x^r.arc  l  coi  = ^1  +^2ry— y» 

oder  ihre  Differentialgleichung: 

ix      V  2r— y 
Denken  wir  uns  nun  ein  solches  Stück  der  begrenztea  FIAche ,  wie  Cjpm, 
so  wird  die  eine  begrenzende  Curve  die  Cydoide,   die  andre  die  XAxe 
und  daher  der  Flftcheninhalt! 


V=^  iy.dx-  j  V2ry  — y*.rfy 


y.x.ds 


Das  erste  lotegral  gibt  den  Fllcheninbalt  der  FUche  Qm: 

0 
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1    /  ^2rg-y^.dy 


Es  gibt  aber  auch  andrer  Seite  das  Integral    /  s^rg  —  y'^.dy  den   Fll- 

cheninbalt  der  Fläcbe  Cnq,  d.  h.  des  halben  Kreisabschnitts,  der  von 
dem  ursprünglichen  Kreise  durch  eine  in  der  Entfernung  y  mit  der  XAxe 
parallel  gezogene  Linie  abgeschnitten  wird. 

Die  Fläche,  welche  zwischen  dem  Cycloidenbogen  und  der  FAxe  liegt, 
wird  natürlich: 

Cmq^x.y  —  ü 

Wenn  man  die  ganze  Hälfte  der  Cydoide  betrachtet,    also  das    Integra 
zwischen  den  Grenzen  y=:0  und  y=2r  nimmt,  so  erhält  man  die  Fläche 

Cifi  =  ir«7r  und 

CiI>=frVr. 

Das  dritte  Integral,  welches  zur  Bestimmung  deryCoordinate  des  Schwer- 
punkts der  Fläche  Cpm  dient,  wird: 


U.fi=^^/y^2ry—y^. 


dy 


Bezeichnen  wir.  für  einen  Augenblick  die  zugehörige  yCoordinate  des 
Schwerpunkts  des  zwischen  Bogen  und  FAxe  liegenden  Stücks  Cmq,  durch 
rj* y  so  haben  wir,  da  das  Moment  dieses  letztem  gleich  dem  Moment 
des  Parallelogramms  Cftnq  weniger  dem  Moment  des  Stücks  Qnh  sein  moss: 

=A(V+ry+3r*)  V2Jy=p+ir(2y»^r^arc  (eo$=:^\ 

Wenn  man  die  ganze  Hälfte  der  Cycloide^  wobei  t^r  U=:  CSÄ  vorhin  der 
Werlh  »ir*7r  und  für  xy — U=sCAD  derWerth  f-r*^  gefunden  wurde, 
berücksichtigt,  so  wird  die  yCoordinate 

des  Schwerpunkts  von  CEÄ  =  ir 

„    CAD  «=  |f. 


»»  •> 
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Das  zweite  Integral  endlich,  welches  die  o^Coordinate  des  Schwerpunkts 
der  Fläche  Cjpm  gibt,  war: 


^  /x.y.dy—  Ix 


Zur  Bestimmung  dieses  Integrals  wird  das  einfachste  Mittel  die  Einfftb- 
rung  des   sich    von    selbst  darbietenden  Winkels  sein,    dessen  Cosinus 


9*— >t/  f*"— ff' 

=  ^  ist.    Selzt  man  nämlich  to%  tf  1=2, ^ ,  go  wird : 

T  T 

x=rq>  +  r.sin(p 
und  das  zu  untersuchende  Integral: 


r*  /  (q>  +  sinq)).sinip^.dip. 


Ohne  wesentliche  Schwierigkeit  findet  man: 

oder  wenn  man  für  q>  wieder  rückwärts  seinen  Werlh  durch  y  einsetzt: 

Bezeichnen  wir  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Vorhergehenden  diea?Goor- 
dinate  des  Schwerpunkts  des  zwischen  dem  Curvenbogen  und  der  Ykxe 
gelegenen  Stüdies  Cmq  durch  i',  so  wird  dessen  Moment  gleich  dem 
Unterschiede  der  Momente  des  Parallelogramms  Cpmq-  und  des  Stückes 
Cpm,  also: 

Wenn  man  die  ganze  Hälfte  der  Cydoide  beachtet,  wobei  nach  dem  Frü- 
hern Ü^CEÄ  den  Werth  |r>7ir  und  wy-^Ü^CAD  den  Werth  \T^n 
erhalten,  so  wird  die  »Coordinate: 
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des  Schwerpunkts  von  CEA=:^rn+^ 


«  »•  I,    CAD^^^rn—^- 


8r 

97t 


Aafg.  9.  Es  soll  der  Schwerpunkt  einer  von  dem  Cis- 
soidenbogen  begrenzten  Fläche  bestimmt  werden. 

Aufl.  Die  Cissoide  des  Diocles  entstellt  bekanntlich  dadurch,  dass 
man  (Fig.  XXVIK)  von  dem  einen  Endpunkt  Ä  des  Durchmessers  AB 
eines  Kreises  gerade  Linien,  so  wie  AK  bis  zur  Tangente  BT  zieht  und 
auf  dieser  Linie  KG  =  AF  abschneidet ;  dann  ist  G  ein  Punkt  der  Curve. 
Nimmt  man  ijB  zurXAxe  und  die  in  A  darauf  senkrechte  Linie  zurFAxe, 
so  wird  AL=x,  GL  =  y,  i4Ä  =  2r,  AI>=:GU=BL=2r—x,  FD^  = 
AD,DB  =  x{2r—x)  und 

AD:DF'=^AL:GL 

i.  h.  (2r— a?):V«(2r— x)«jr;|f, 

wodurch  sich  als  Gleichung  der  Gissoide  ergibt: 

oder  in  Differential -Form: 

dy  ^      (3r — x)^x 


dx       (2r— a;)V2r— 0?" 
Die  Ausdrücke  für  den  Bogen  und  dessen  Schwerpunkts  -  Coordinaten  sol- 
len hier  nicht  besonders  entwickelt  werden,  da  ihre  Deduction  an  und  für 
sich  nicht  schwierig   ist,    sondern   nur  einige    nicht  sehr  compendiöse 
Rechnung  verlangt.    Die  Resultate  sind  folgende: 


I     (2r— 


8r— 3a?  , 

.  dx 


(2r— ^)V2r— JT 

0 

S.i  =  r,l — ■  .dx 

f   (2r— a;)V2r— * 


HI 


/'xVa>(8r— Sa?) 
~~(2r-«)»    • 


S.n^r.l  — \j5— — -s-.i» 


Wenn  man  nun  aber  die  von  dem  Cissoiden-Bogen  begrenzte  Fläche  AIQ 
und  deren  Schwerpunkt  bestimmen  will  und  wenn  man  wieder  des  letz- 
tern Coordinaten  durch  ^  und  i;  bezeichnet,  so  erhält  man  Tolgende  Glei« 
chungen : 


U=  /y.dx=z  /■ 

J"  Jyl2rs-x 

Ü.S=Jxy.äs=J^=^ 


ds_ 

F 


Die  einfachen  Integrationen,  welche  durcbai»  kerne  Schwierigkeiten  dar- 
bieten, ergeben: 
Sr  +  x 


t/  =  — 


^2rx —  x^+  |r*.arc|  cot« I 


I/.17  =4r'.%(  ^^^  )  — 2r«a?— ira?*— ia?'. 

Wenn  man  ^  =  r  setzt»  und  den  für  U  erhaltenen  Werth  doppelt  nimmt, 
so  erbäli  man  die  Fläche  ilfJVssr^d  ^— 4)  und  deren  Schwerpunkt, 
der  natürlich  auf  dem  Durchmesser  IjB  liegt»  ist  von  i  am  das  Stück 

Setzt  man  aber  x=  2r  und  nimmt  den  Werth  von  u  ebenfalls  dop» 
pelt,  so  wird  die  ganze  Fläche,  welche  zwischen  der  Cissoide  und  Asymptote 
liegt  =3r^7r  und  deren  Schwerpunkt,  der  natürlich  wieder  auf  AB  liegt, 
ist  von  A  um  das  Stück  ^r  eolfemt. 

Aufg.  10.  Es  soll  der  Schwerpunkt  eines  Körgers  oder 
einer  Oberfläche  gefunden  werden,  welchedurch  Umdrehung 
einer  oder  mehrer  Curven  um  eine  Aze  emtstandon  sind. 
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Aufl.  Ol^gleich  man  nalfirlich  die  geforderte  BestimmuDg  aus  den 
S.  93  f.  gegebenen  allgemeinen  Formeln  erhallen  kann»*  so  lässt  sich  die 
Sache  doch  noch  einfacher  machen.  Man  denke  sich  (Fig.  XXYlll.)  zwei 
Curven  y=f(^)(CD)  und  y'r^q>(x)(X!'D')  und  ziehe  für  dieselben  zwei 
parallele  Ordinalen  CA  und  DjB,  drehe  darauf  das  ganze  System  um  die 
XAxe,  so  erzeugt  die  Fläche  CDC'D'  offenbar  einen  Rotations  -  Körper  und 
der  Bogen  CD  eine  Rotations -Oberfläche,  deren  respective  Inhalt  und 
Flächeninhalt  bekanntlich  sindt 


In  beiden  Fällen  wird  der  Schwerpunkt  natürlich  auf  der  Rotationsaxe, 
hier  also  auf  der  XAxe  liegen;  seine  beziehliche  a?Coordinate  ergibt  sieb 
aus  den  beiden  Gleichungen: 


Alle  diese  Integrale  sind  zwiscbeq  den  Grenzen  jr=Dil  bis  jt^OB  zu 
nehmen.  . 

Au  fg.  II.  Es  soll  der  Schwerpunkt  einet  geraden  Ke- 
gels  und  seines  Mantels  bestimiiit  werden. 

AufL  Wenn  wir  die  Figur  der  vorigen  Aufgabe  beibehalten  jund  die 
Curve  C*D*  in  die  XAxe  übergehn  lassen,  die  Gurve  CD  aber  als  eine 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinatep  gehende  gerade  Linie  .OD  anseho, 
so  wird  durch  Umdrehung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ODB  um  die  XAxe 
der  gerade  Kegel  entstehn. 

Wenn  man  den  Widkd  DOjB,  den  die  gerade  Linie  OD  mit  der 
XAxe  macht, *=«  setzt,  so  wird  die  Trüber  genannte  Gleichung  g^fis) 
jetzt  die  Gleichung  der  Geraden  OD,  also  ff  =  x. tätig a.  Die  frühere 
Gleichung  's'^q>{x)  wird  jtftzt  die  Gleichung  der  XAxe,  also  y=0. 
Neint  man  nun  noch  OB=^a,  so  sind  sämmtliche  Integrale  zwisdien  s^ 
und  jrssa  zu  nahmen. 


1»    __  iia  — 

Das  Volumen  des  hier  entstandeoen  Rotalions  -  Köq>er8»  d.  fa.  des  ge- 
radeo  Kegels,  wird: 


0 

das  Moment  seines  Schwerpunkts  wird: 

Y.^ssTt./lt^.X.dx 


dx 


ix 


n 


Daraus  ergibt  sich  ^,  die  Coordinate  des  Schwerpunkts  des  geraden 
Kegels  =|a,  d.h.  der  bekannte  Satz,  dass  der  Scliwerpunkt  des 
geraden  Kegels  auf  seiner  Axe  um  den  vierten  Theil  dersel- 
ben von  der  Grundfläche  entfernt  liegt. 

Die  krumme  Oberfläche  dieses  Rotations -Körpers,  d.h.  der  Mantel 
des  geraden  Kegels,  wird:  


27t.tina      f^ 

== S-.     Ix 

COS  a*       / 


a 

.dx 


Tia^sina 
cosa^ 


das  Moment  seines  Schwerpunkts  wird: 


P.|=27r.  /ii.y  l+(^)**' 


cosa*     J 


dx 


_  27ta^.9ina 
U.  8 
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Hieraus  ergibt  sich  $,  die  Coordinate  des  Schwerpunkts  des  Man- 
tels eines  geraden  Kegels  = -f- a,  d.h.  der  Satz,  dass  der  Schwerpunkt 
dejs  Hanteis  eines  geraden  Kegels  auf  seiner  Axe  um  den 
drittenTheil  derselben  von  der  Grundfläche  entfernt  liegL 

Au  fg.  12.  Es  soll  derSchwerpunkt  einesKugel-Abschnitts 
und  einer  Kugel-Calotte  bestimmt  werden. 

Aufl.  Wenn  man  sich  (Fig.  XXV.)  die  Fläche.  ifD  um  die  XAxe 
gedreht  denkt,  so  erzeugt  diese  einen  Kugel-Abschnitt  und  der  Bogen  AD 
eine  Kugel  -  Calotte. 

Wenn  man  den  Radius  des  Kreises  »  r  nennt,  so  wird  die  in  Aufg. 

10  angeführte  Gleichung  y  =  /"(jr)  hier  y=  +^r^ —  a:'^,  während  die 
Gleichung  der  zweiten  Gurre,  die  dort  y*z=zq>{x)^  hier  als  Gleichung  der 
XAxe  y=0  wird.  Nennt  man  CF=^n,  so  sind  alle  Integrale  zwischen 
den  Grenzen  .a?=:a  bis  a;=r  zu  nehmen. 

Das  Volumen  des  hier  entstandenen  Rotationskörpers,  also  des  Ku- 
gel-Abschnitts, wird: 


x^)  •  rfjC 


==f  (^-a)^2r  +  a); 


das  Moment  seines  Schwerpunkts  wird: 


)dx- 


Hieraus  findet  man  durch   Division  den  Abstand  des  Schwerpunkts 
des  Kugel- Abschnitte  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  —i^^/^^  - 

Setzt  man  a  ■■  0 ,  so  erhält  man  den  kubischen  Inhalt  der  Halbkugel 

d  .11 


♦      -    W6    — 

=  -f-  r"  TT  und    die  EntferDung   ihres    Schwerpunkts    rom    Mittelpunkt 


^  '• 


r* — X' 


Die  krumme  Oberfläche  des  hier  enlstandeneo  Rotationskörpers,  also 
die  Calotte,  wird,  da  yrs+y*'* — ^^  ""^  j^== —    .  — -     ^-    ist: 

a 

=  27rr(r — a); 
das  Moment  ihres  Schwerpunkts  wird: 


If.f  =  2«.  /^'Y  l+|^|*.rf* 


a 

27rr.  I X  Ax 


ß 


Hieraus  findet  man  wieder  durch  einfache  Division  die  Entfernung 
des  Schwerpunkts  der  Kugel -Calutt^  \x)m  Mittelpunkt  der  Kugel  o  ^ 
[T-\-a):=^  a'\'^{X  —  a)^  d.  h.  der  Schwerpunkt  liegt  in  der  Mitte  von  TB. 

Wenn  man  a  =  0  setzt ,  erhält  man  die  Oberfläche  der  Halbkugel 
=2r^^  und  die  Entfernung  ihres  SchWei*pnnkts  ibm  Mittelpunkt  is^r. 

Aufg.  13.  Es  soll  der  Schwerpunkt  eines  Körpers,  so 
wie  auch  der  seiner  Ober  fläche  bestimmt  werden,  wenn  der- 
selbe durch  Umdrehung  eines  Cycloidenbogens  um  eineAxe 
entstanden  ist. 

Aufl.     Man  vergleiche  8.  97  und  S.  107. 

D^ktn  wir  uns  erstens  (Fig.  XXVI.)  das  Stfiek.CVnj^  um  die  XAte 
gedreht,  so  wird  dfis  Voipmen  des  dadurch  entstandenen  Körpers: 


^71  f  y\ix 

0 

=5fr  /y42ry^ 


:3 


.dy 


8» 
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;ts^7t  ly^x.dx. 


0 


um  dieses  Integral  zo  erhalten,  benutzt  man  am  zweckmässigsten  die 
schon  früher  angezogene  Polargleichung  der  Cydoide,  welche  war: 

y  =  r(l  —  cotip)y  s=:r(q>  +  $inq>). 
Hierdurch  erhält  man: 

y^x.dx  =r*  / (1  —  cosqi)$%nql^ iq^+tinqi) . dq> 

0  0 

=r*  / (1  —  coi q>) t%nq>^.q>. iq>+f^  i{l—eoifi)iinq>^>d(p. 

0  0 

Es  ist  aber  das  erstere  Integral  nach  der  theilweisen  Integralion: 
/(I  —  co8q>)sinq)^.q>.dg>=::q>.  /(I  —  eo8^)8inq>^.dg>  — 

und  wenn  man  Alles  durch  die  Cosinusse  der  Vieliachen  fon  y  ausdrückt, 
nach  einfacher  Integration: 

und    /   1(1 — co$q>)tinq)t.dg>}.dq>=^\q>^+{eo8q>+leot2q> — -^cosZf, 

mithin,  wenn  man  beide  Werthe  in  die  rorige  Gleichung  einsetzt  und  da- 
bei die  Grenzen  des  Integrals  beachtet: 

/(i~eotq>)iinq>^  .g>  .dgiB^g^^+y.  j  —{$iHg> — {iin2q>+-^$inigi 

—  \eo8q> — ico82(p+'^coiiq>  +  ^ 
Das  zweite  zu  bestimmende  Integral  wird    aber,    wenn  man  Alles 
durch  die  Sinusse  der  Vielfachen  von  q>  ausdrückt: 

(l  —  co$$in  ip)  9*.  dyss  — Jcosqp  +  \co82q>  +  j^coiS^ — ^  C0t4yHii 


{1  —  co$9)  tinqr  .dip^  \q> — \tinq> — \tin2q^  +  •^rin^q> 


•n 


Wenn  man  diese  beiden  Resultate  addirt  und  mit  r^.n  multiplicirtt 
so  erhält  man: 


:f 


+  ^r^AHi-'COig>+^eo$3q>—^eo8iq>\ 
Will  man  dieses  durch  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinalen 

ausdrücken,  so  muss  man  rückwärts  cosa)  = ^setzen,  wodurch  man 

^  r 

erhält : 

+  ^y(18r»  +3r>y +  20ry«  — 9y»). 

Denkt  man  sich  die  zur  ganzen  Hälfte  der  Cycloide  gehörige  Fläche 
CÄE  um  CB  gedreht,  so  wird: 

mithin  die  XCoordinate  des  Schwerpunkts  dieses  Körpers: 

f=r.(i«  +  |). 

Die  krumme  Oberfläche  desselben  durch  die  Umdrehung  des  Stücks 
Ctnp  um  die  XAze  entstandenen  Körpers  wird: 


u'-V 


dy 


^\ny^2ry. 


• 

\n  lx^2ry.ix 
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0 

oder  wenn  man  für  4r  den  Werth  aus  der  Gleicbang  der  Cydoide  einsetzt: 
CT.  5=  |7riy  V2ry  •  <WT (  CO»  =  ^^^^  I 

NiniBit  man  die  ganze  Hälfte  des  Cycloidenbogens ,  also  CA »  als  sich 
drehend  um  die  XAxe  an,  so  wird  die  dadardi  entstandene  Oberfläche : 


mithin  die  XCoordinate  des  Schwerpunkts  dieser  OberftScfae: 

^CB—^.CD 

Denken  wir  uns  zweitens  das  Stack  Cmq  um  die  KAxe  gedreht, 
so  wird  das  Volumen  des  dadurch  entsta/idenen  Rotationskörpers: 


=  7t  /X^  . 


^y 


—  271  fyX. 


=  nx^if  —  27t  iyx.dx 

Um  das  letzte  Integral  zu  erhalten,  wendet  mau  am  einfachsten  die  Tor- 
hin  gebrauchten  Werthe  der  Coordinaten  rermltt^lit  des  Winkels  (p  an. 
wodurch  man  erhält: 

iyxds^r^    I  ((p -\- tinq>)tin^^ .dq> 

=  r*    i  g>.8inq>^ .dq>  +  r^  /  8ing>^ .df 

^r*q>  /$in(p^  .dg>—r^  /ij$in(p^.d(p\,dg>  +  r*  /$inq>^d(f 


—  11«  ^ 

Wenn  man  dieses  doppelt  nimmt  und  von  x^y,  d.  h.  von 

j:^y=s  5P*(1  —  co8q>)  +  q>(28inq)  —  8in2q>)  +  l  —  cosq>  —  cosg)^  +  costp^ 

abzieht,  für  q)  wieder  rückwärts  arclco8  = ^  leinsetzt,  darauf  mit  tt 

multiplicirt  und  das  Ganze  zwischen  den  Grenzen  a  und  f  nimmt,  so 
erhält  man: 

V=n r.arcl  cos  =  — ?  j  •  |r (y—^ r)  arc  l  cos  =?  • — -  1  +(y+r)^2ry— y *j 

— ^y(iy*  — iry  +  r*) 

Um  den  Schwerpunkt  dieses  Rotationskörpers  zu  bestimmen,  der  natärli<ji 
auf  der  FAxe  liegt,  hat  man: 

.0 

Das  Integral  /  y^x.dx  ist  bereits  aufS.  117  gefunden;  indem  maji hier- 
für und  auch  in  dem  endlichen  Güede  für  x  und  y  die  Werthe  einsetzt, 
erhält  man: 

Nimmt  man  die  ganze  Hälfte  der  Cydoide,  so  wird: 

mithin  die  yCoordinate  des  Schwerpunkts  dieses  Körpers: 

^"^   6(9^*— 16)   ' 
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Wenn  man  endlich  die  krumme  Oberfläche  des  durch  die  Umdrehung  des 
Slfidis  Cmq  um  die  FAxe  entstandenen  Körpers  bestimmt ,  so  wird 

0 

0 

Termittelst  der  theilweisen  Integration: 

=47rV2r|jrVy+|(2r— y)*|— ^/rr», 
oder: 

ü=4nr^2r^.arelco$  =  ^'^^\  +  |7r(y+4r)  yl2r^2r—9—^nr^ 

Zur  Bestimmung  des  Schwerpunkts,  der  natörlich  auf  der  FAxe  liegt, 
hat  man: 


U-fj=2TiJ  S9  ^l+l^j\ij, 


2n 


Var  /  xy[y.  iy 


Termittebt  der  Iheilweisen  Integration: 


=  y  *»>/2ry  -  y  V2r /i  V2r-f .  rfjr 


oder: 


>~S9^2ry+  ~{ir+39)(2r-i,y^r^2r-^^^r*n 


+  ^  (4r  +  99)  (2r-f)  V2F^7=^-  ^r'n 
Nimmt  man  die  ganze  Hälfte  der  Cyduide,  so  wird: 
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mithin  die  yCoordinate  des  Schwerpunkts  diesvr  tlotations  -  Oberfläche : 

Aufg.  14.  Es  soll  der  Schwerpunkt  d«s  durch  Umdre- 
hung eines  Cissoiden-Bogens  entstandenen  Körpers  und 
dessen  Oberfläche  bestimmt  werden. 

Aufl.  Wir  haben  S.  110  als  Gleichung  der  Cissoide  in  Bezug  auf 
die  dort  allegirte  Figur  XXVII.  folgende  gefunden: 

woraus  sich  ergab: 

^        (8r  —  x)^ 
ds     (2r—x)  yl2r—x 

• 

Denken  wir  uns  nun  erstens  den  Curvenbogen  um  die  XAze,  also 
um  AB  gedreht,  so  wird  der  kubische  Inhalt  de£(  dadurch  entstandenen 
Revolutions  -  Körpers : 

ds 


0 

f'x* 


dx 


=87rf»  log  {2^^^]  — ^.  j(12r»  +  3ra  +  ««). 
Zur  Bestimmung  der  (cCoordinate  seines  Schwerpunkts  hat  man: 


0 


dx 


^enn  man  jr  =  r  setzt,  so  erhält  man  den  Körper,  der  durch  die  Um- 
^i^ung  der  Fläche  AMN  um  die  XAie  enteteht,  nämlich: 
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r«>8nrr* /«f  2— ^nr*  =  (0.2118451 ).  ;r.  r* 
F.  f  =  16«r*  %2—^wr«=i  (0,1736902).  «.r* 
mithin  die  xCoordinate  des  SchwerpnnkU  dieses  Körpers: 

j^ar:iMzdM)=(0,819892).r. 
log4  —  i 

Die  krumme  Oberfläche  des  durch  die  Umdrehung    des  Cissoidenbogens 
um  die  XAxe  entstandenen  Körpers  wird: 


«'=2///. +(*)•. 

0 

^      /  s^Srs  —  Sx^ 

t-/        (2r — «)' 


dx 


(2r-;r)-     ^ 


2nr(4r—x)  ,5 5-,     S2ffr»       /   .  /3«\ 

Zur  Bestimmung  der  o^Coordinate  ihres  Schwerpunkts  hat  man: 

0 

« 

wenn  man  hierin  für  einen  Augenblick  sSrx — 8jr*=3  Jf.s  setzt,  so  ge- 
langt man  nach  einer  nicht  gar  zu  Iturzweiligen  Nebenrechnung  zu  fol- 
gendem Resultat: 

„  t      .       4  Öwt—  a»*".  («4r»  —  14r«  —  3«*) 

^a     11     Ur-x— VSra?— 3aj»»      208^  .      /  .  /3i\ 

Setzt  man  hierin  x=r,  so  erhält  man  die  krumme  Oberfläche  des  dorcfa 
Umdrehung  der  Fläche  ÄMN  um  die  XAxe  entstandenen  Körpers: 

Cr  =  2m-*J3V6'~j?arc  (m=V*)| 

P.|=im*J47Vr-  ^arc  (sin  =  yll)  +2ilog Itl^]^  , 
woraus  sich  dam  anok  |  finden  lässt. 


Denken  wir  uns  iweiteos  den   Ciasoideobogen  um  die  AjiympMe 

BT*  gedrebl,  so  nntosen  wir  uns  den  Anlangepunkt  der  Coordinaten  nach 

verlegt   denken,   was  >vir  dadurch  erreicben,  daas  wir  2r — s  in  die 

teile  von  s  setzen.    Bei  dieser  Annahme  wird  die  Gleichung  der  Cissoide : 

(2r  —  X)  V2r  — JT 

'= IT— 

rfy  _  _  (r  HhjOVZr— 0? 

nX  Xy[x 

f       r¥P      rV2r  +  3x 

reht  man  nun  die  Fläclie  BAMGH  um  BH,  so  wird  das  Volumen  dieses 
3ialionskörpers : 


=  ^  ( 3 r-i-  rx~  X*)  V  2ra?  —  a;*  -f  ^  r«  or e  /  <»s  Ä=  ^—^  \ . 

ir  die  Bestimmung  des  Schwerpunkts  dieses  Körpers,  der  natürlich  auf 
r  Asymptote,  als  Drehiiogsaxe ,  liegt i  hat  man: 

y.ri^njs^.y.ilß 

0 

9t 

«UM  man  den  apedellen  PaU  x^r,  also  den  Rörpar,  der  Aireb  Um- 
ebung  ^f  Fliehe  BAMP  entsteht ,  so  findet  man : 

F.i7e=|rrr« 
Ihin:  >?  =  ji^^  =  (0J869) .  r 
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W^nn  man  den  ganzen  Ton  dem  einen  nnendlichen  Ast  der  Corre  er- 
zeaglen  Raum  sucht,  wobei  man  jr=:0'zu  setzen  hat,  so  wird: 

al«.:  n^i.r 

Bestimmen  wir  ebenso  die  krumme  Oberfläche  dieses  Körpers,  also  die 
durch  die  Umdrehung  des  Curvenbogens  AMG  um  die  Asymptote  TB  er- 
zeugte Fläche,  so  wird: 


ü=2n:/  xji 


dx*  +  rfy* 


» 


ix 


yj2r  +  ix—^Sx 


Für  die  Bestimmung  des  Schwerpunkts  dieser  Fläche  hat  man: 


ü.t]^27t  i  xy^dx^  +  dfjf * 


—x)  V(2r  +  8*)(2r-jr)  ^  ^ 


*• 
=  nr  I  ( (14r—  9m)  V(2r -f  3*)  (2r — x) 


16 

sVs' 


j-r'orc 


/  /«r— 3jr\     -,,    / V2r+8a?+^f^V 


In  Rücksicht  auf  die  letzten  Aufgaben,  die  sich  auf  die  Umdrefaiuigi- 
Körper  und  Umdrehungs-Oberflächen  besiehn,  dilrften  hier  folgende  beide 
Bemerkungen  an  ihrer  Stelle  sein. 

Erste  Bemerk.  Wenn  man  den  Schwerpunkt  eines  dardi  Um- 
drehung einer  Ebene  um  eine  feste  Axe  (als  welche  hier  z.  B.  die  ZAxe 
angenommen  werden  mag)  entstandenen  Körpers  beetiimnen  wiO»  so  denkt 
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in  sich  denselben  durch  EbeneDi  die  parallel  mit  der  ys  Ebene  gehn  und 
unendlich  kleiner  Entfernung  von  einander  liegen,  in  unendlich  dünne 
lindrische  oder  konische  Schichten  zerlegt.  Wenn  die  eneugende  ge- 
ehte  Ebene  durch  die  XAxe  und  durcli  eine  Curve  y  =  f(x)  begrenzt 
,,  so  entsteht  bei  der  Umdrehung  ein  abgestumpfter  Kegel,  dessen  eine 
idfläche  ein  Kreis  mit  dem  Radius  y«   die  andre  Endfläche  ein  Kreis 

it  dem  Radius  y  +  dy,  dessen  Seitenlinie  d$  =  ^dx^  +  dy*,  und  dessen 
ibe  =^dx  ist.  Der  kubische  Inhalt  dieses  unendlich  kleinen  Kegel- 
iimpfs  wird 

=  j.\3y^+iy.dy  +  dy^\.dx 

1er  wenn  man  das  unendlich  Kleine  der  höbern  Ordnung  neben  dem 
*r  ersten  Ordnung  wegwirft: 

=  ny^.ds 
h.  gleich  dem  kubischen  Inhalt  eines  Cylinders,  dessen  Basis  ein  Kreis 
it  dem  Radius  y  und  dessen  Höhe  =^ds  ist. 

Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  dieses  unendlich  kleinen  Körpers, 
;r  natürlich  auf  der  YAxe  selbst  liegt,  von  der  y« Ebene  ist  x+^dx, 
ithin  sein  Moment  in  Bezug  auf  die  yx  Ebene 

=  Try  * .  (te .  (o?  +  i  dx) 
ler  indem  man  wieder  nur  das  unendlich  Kleine  der  ersten  Ordnung  in 
ir  Rechnung  behält: 

I  wie  wir  es  schon  früher  auf  S.  112  gehabt  haben« 

Vollkommen  dasselbe  Raisonnement  in  Benig  auf  die  Zerlegung  eines 
5rpers  in  konische  oder  cylindrische  Elemente,  welches  hier  bei  Rota- 
inskörpem  angestellt  wurde,  lässt  sich  auf  alle  solche  Körper  anwenden, 
eiche  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Axe  sind,  wie  dieses  z.  B.  beim 
ilipsoid  der  Fall  ist 

Hat  man  nämlich  ein  Ellipsoid  mit  den  drei  Halbaxen  a^  by  c^  so 
188  seine* Gleichung 

JT*       «»       «*       , 

t,  80  wird  jeder  in  der  Entfernung  s  mit  der  y«  Ebene  parallel  gefiUirte 
dmitt  eine  Ellipse  geben,  deren  Gleichung 
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c*  "^  6*  ""  ^      a* 
und  deren  beide  Halbaxen : 

—  Vö*  —  ic*  und  —  V«' — JT* 
sind.    Der  FUcheninhalt  dieser  Ellipse  wird: 

ar 
also  der  kubische  Inhalt  einer  unendlich  dünnen  Schicht: 

hc 

und  deren  Monient  in  Bezug  auf  die  y« Ebene: 

=  7r.-r  (a*~  JT*).  J'.ifa? 

Indem  man  diese  beiden  Ausdrucke  zwischen  den  Grenzen  a;=fi  bis  x=w 
integrirt,  darauf  den  ersten  in  den  zweiten  dividirt,  so  erhält  man  die 
XCoordinate  des  Schwerpunkts  des  zwischen  den  Werthen  jr«Bii  uuda;=w 
liegenden  Ellipsoiden- Stumpfs: 

=  i(m+».).J3-,_^,_^^_^,[. 

Setzt  man  hierin  m^a  und  n^Oy  so  erhält  man  die  Entfernung  des 
Schwerpunkts  des  halben  Ellipsoids  von  der  ys Ebene: 

=  |a. 

Aehnliche  Resultate  wurden  sich  beim  ein  -  und  zweißchrigen  Hyper- 
boloid, so  wie  auch  beim  elliptischen  Paraboloid  ergeben. 

Zweite  Bemerk.  Wenn  man  die  Formeln  für  das  Volumen  uimI 
die  krumme  Oberfläche  eines  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Fläche  oder 
Cunre  um  eine  fe^te  Axe  entstandenen  Körpers  mit  der  Entfernung  de> 
Schwerpunkts  dieser  Fläche  oder  Curve  von  derselben  Axe  vergleicht,  m 
erhält  man  merkwürdige  Beziehungen,  die  unter  dem  Namen  der  GuUHn- 
sehen  Regel  bekannt  sind. ' 

Wenn  man  (Fig.  XXVIll.)  die  von  zwei  ebenen  Curven  y  ^  f{x) 
und  g*s=<p(x)  begrenzte  Fläche  CCDD'snU  um  die  ZAxe  dreht,  so 
entsteht  ein  Körper,  dessen  kubischer  Inhalt,  wie  gewöhnlich,  «i  V  heiss« 
mag.    Man  hat  aber  in  diesem  Fall,  nach  S.  112: 


187 


•j 


=«/»»— y» 


).ds 


i  nennt  man  tj  die  yCoordinate  des  Schwerpunkts  der  erzeugenden 
idie,  so  ist  nach  S.  104: 

g").dx 


U.rj  =  i/(9 


tbin  durch  Eliroioalion  des  gemeinsamen  Integrals: 

Diese  .Relation  gilt  fflr  den  ganzen  RevolutionskOrper;  man  erbAfc 
er  Analoges  auch  für  einen  Theil  desselben.  Wenn  man  nümlich  zw«i 
»enen  legt,  die  sich  längs  der  X  Axe  schneiden  und  unter  einem  Winkel 
^  gegen  einander  geneigt  sind,  so  wird  dadurch  ein  Slöck,  welches 
h«issen  mag,  herausgeschnitten»  dessen  Volumen  sich  zu  dem  des 
azeo  Körpers  verhält,  wie  der  Winkel  q>  zu  vier  .Rechten,  so  dass  man  bal: 

lV:V  =  q>:27i, 
Ihin ,  wenn  man  für  V  den  vorher  gefundenen  Werth  einsetzt : 

Während  die  erzeugende  Fläche  sich  so  weit  dreht,  dass  der  Körper 

gebildet  wird,  beschreibt  der  Scliwerpunkt  mit  dem  Radius  tj  einen 

eisbogen,  der  zu  dem  Winkel  (p  gehört  und  dessen  Länge  also  =9).  17 

Daher  spricht  die  gefundene  Gleichung  folgenden  Satz  aus: 

Ein  Theil  eines  Revolutionskörpers,  der  durch  dieUm- 
ehung  einer  ebeien  Fläche  um  eine  in  derselben  EbeiK 
(gende  Gerade  entsteht,  ist  gleich  der  erzeugenden 
äcbe  multiplicirt  in  den  Weg,  den  deren  Schwerpunkt 
i  dieser  Drehung  zurückgelegt  hat. 

Denkt  man. sich  den  Flächeninhalt  der  ursprttnglichen  Fläche  =0, 
b.  fallen  die  beiden  Curven  y=/'(j:)  und  y'^q>(x)  in  eine  einzige 
lammen,  oder  reduciren  sie  sich  auf  einen  Gurren  bogen,  so  dass 
o  17  in  5  übergehi,  so  wird  der  Körper  V  in  eine  irumme  Oberfläche 
übergebn.  Nennen  wir  nun  das  dem  Winkel  q>  entsprechende  Stück 
ser  Oberfläche  =0  und  die  y  Coordinate  des  Schwerpunkts  der  erzeu- 
iden  Curve  wieder  =1^,  so  ergibt  sich  ganz  analog: 

0=(p.ri.S,^ 
lebe  Gleidinng  folgenden  Satz  ausspricht: 
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Ein  Tbeil  einer  Revolutionsoberfläcbe,  welche  durch 
die  Umdrehung  einer  ebenen  Cur?e  um  eine  in  derselben 
Ebene  liegende  Gerade  enlstebt,  isl  gleich  der  erzeugen- 
den Curve  multiplicirt  in  den  Weg,  den  ihr  Schwerpunkt 
bei  dieser  Drehung  zurückgelegt  hat. 

Diese  Regel  wird  nach  dem  Jesuiten  Paulus  Guldinus  aus  St.  Gallen 
benannt,  weil  sie  zuerst  durch  dessen  Werk:  De  centro  gravitatii.  Viennae 
1640,  {t6.  II,  cap.  VIII,  prop.  II  den  Mathematikern  bekannt  wurde,  ob- 
wohl sie  sich  schon  in  des  Pappus  gesammelten  Schriften  am  Ende  der 
Torrede  des  siebenten  Buchs  findet« 


Aufg.  15.  Es  soll  der  Schwerpunkt  eines  rechCwink- 
Jigen  sphärischen  Dreiecks  gefunden  werden. 

Aufl.  Wenn  r  der  Radius  der  Kugel  ist,  so  wird  die  Gleichaog 
der  Kugeloberfläche 

woraus  man  sogleich  erhält : 

dz  _         — jr 

d»""^r«  — a?*— y* 
dz_  — y 

dy      ^r2— a?2— y» 

Vr*  —  jr*  —  y* 
Hiernach  werden  die  auf  S.  93  angegebenen  Formeln  in  folgende  öbergeho 


-ffr. 

-fr- 


«         t 


—   1»  — 

und  diese  Au9drikdLe  werden  den  Schwerpunkt  eines  sphärifllchea  IMeokf 
besliniiDen,  wen«  man  die  Grenzen  der  Integrationen  demgemäsB  ifniinmt. 
Wir  denken  uns  nun  (Fig.  XXIX.)  ein  bei  C  rechiwinkiiges  sphl- 
rieches  Dreieek,  in  welchem  die  drei  sphärischen  Winkel  durch  Ä^  B,  C 
und  die  gegenüberliegenden  Seiten  durch  die  entsprechenden  kleinen  Buch- 
staben a,  6,  e  bezeichnet  werden  -Rollen.  Der  Anfangspunkt  der  recht- 
winkligen Coordinaten  soll  im  Hittelpunkt  der  Kugel,  in  0  liegen,  der 
eine  Schenkel  CB  des  rechten  Winkels  des  in  Rede  stehenden  Dreiecks 
in  der  xs  Ebene  und  der  zweite  Schenkel  desselben  Winkels  in  der  xy  Ebene. 
Wenn  man  sich  bei  dieser  Annahme  (ür  CB  und  CA  bestimmte  Zahlen- 
grössen  a  und  (  denkt,  so  wird  die  dritte  das  Dreieck  begrenzende  Seite 
ÄB^  da  sie  ein  Bogen  eines  grössten  Kugelkreises  ist,  als  der  Durchschnitt 
einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gelegten  Ebene  mit  der  Kugelober- 
fläche  angesehn  werden.  Die  Gleichung  dieser  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  gehenden  Ebene  hat  natürlich  die  Form: 

%a=mx  +  ny. 
Dm  die  beiden  Coefficienten  m  und  n  zu  bestimmen,  hat  man,  weil  diese 
Ebene  dnrch  den  Punkt  B  gehn  muss ,  die  Bedingung : 

r8iHa:==mrcosa 
und  weil  sie  durch  den  Punkt  Ä  gehn  muss,  die  Bedingung: 

o=inrco8b  +  nrsin  6. 
Indem  man  hieraus  m  und  n  berechnet,   erhält  man  als  Gleichung  der 
schneidenden  Ebene : 

xz=x.taHga — y.tanga.cotgb^ 
welche  mit  der  Gleichung  der  Kugeloberfläche 

a?*  +y*  4  »  =  r* 
zusammengesteUt ,  die  Gleichung  der  Schnittcurve  AB  gibt 

Indem  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  s  eliminirt,  erhält  man 
für  AB*,  d.  h.  für  die  Projection  der  Schnittcurve  auf  die  d?y Ebene  die 
Gleichung: 

r^=:x*+y^  +  ix.tanga—y.tanga.taHgbl  , 

woraus  sich  ergibt: 

x^y.$ina^.cotgh±co8a.^r^  —  y''—g^.siHa^.cotgb^. 
Für  die  hier  angezogene  Figur,  wo  das  sphärische  Dreieck  kleiner 
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ab  an  QaHdrät  ist,  mms  f&r  y^sO,  x-=s+ree$a  irerdeii,  ^realMilb  ftr 
gegiMrlrtige  Untarsuchmig  ia  der  letiten  Glaiefaudg  nur  das  dbara  Sei- 
€han  in  Anwendung  kommeD  darf* 

lolegrirt  man  nun  die  obigen  Doppel -faitegrale  lunlchit  in  Besag 
auf  die  Variabie  s,  so  findet  man: 


ü.g=  — r. /vr»— ai»— y».<|f 


Die  hier  geschriebenen  Functionen  unter  den  IntegraheidMi  Bind  aber 
noch  zwischen  den  gehörigen  Grenzen  zu  nehmen,  d.  h.  zwischen  allen 
Wertben  von  o?,  die  zu  der  Projeclionscunre  AB'  onA  nMscfaen  aDeä 
Werthen,  die  zu  dem  begreoaienden  Bogen  AC  |eh5reii,  oder  mü  andtfi 

Worten  zwischen  den  Grenzen 

und  jr=:^r*  — y*. 

Se(zt  man  aber  hierin,  um  die  Rechnung  etwas  concinner  zu  machen: 

y.sin.a.cotgb 

oder  da  im  sphärischen  rechtwinkligen  Dreieck,  bei  der  oben  angegebeoeo 

Bezeichnung,  $ina.cotgb=iCOtgB  ist: 

9'COtgB 
wodraua  nch  am  •»■9^==;, 

Vr*— y* 

V. 
r^^yt  — yi  ^-,1  ||i  cotgb* 

Vr»-y* 

VrTr3: 

-  VF^^ 


ergibt,  so  sind  die  beiden  <a-Mi^e^A%  ydh  it,  zwischen  welchen  die 
Gi-fii^e«  mat  iS  6hiiilü  m^^iiiMkn  Mi  n'^hilieh  siiH : 


vi— M«8*.»mB> 


und  x^-^fi-rp. 


1)  U=r.  I  Tore  (»m=i:l) — ort  i  sin  a  co«  (a  —  «)  || .  %  s=  r .  /(o-hi)  .  dy 

2)  lJ.l=r.  I  Vr*— y*.«H(a  — «).dy 

3)  Ü.T^=r.  I  y{a—u).ds 

4)  I^.S=r.    /^r>  — y*.  jl-co»(a— «)|.i^ 

Die  erste  und  driue  Gleichung  geben,  wenn  man  die  tbeilweise  Integ^> 
lion  anwi#de(: 


n=tfyni—a^^fß.iu 


ff 'V— int*  (a— »)  +  Ir  /»'  -rf* 


-»)  +  !»■  A« . 


und  wenn  man  fär  j/  den  oben  angegelienäif  Werth  durch  w,  nämlich 


r.ftnti.ffiilr 

einsetzt: 


Vi  — co»ii*.»inÄ* 

U=ry(a  —  w)  — r*.arc(«n  =  cöiÄ.«tnÄ) 

Diese  Integrae  sind  offenbar  von  der  5eite  BC  (oder  ihrer  Projection 
#0)  hU  tlmi*  fdgönfA^liege'bden  Scheitel  it  auszudehnen,  d;|i.  toq  y=:0 
bis   y=r.stnft,  wobei  man  die  entsprechenden  Werthe  von  il  erhält: 

tt  =  0  unci  u==:are  l  $tn=  ■  ■^"    1.    Da  man  aber  in  eineb  befC  recht- 

\  cotgb 

wiiijdi|^(jid'  sph&risbhen  Dreieck  hat : 


—    133    — 

cotg  B = st  n  a  •  cotg  b 

co8a.$inBss.co8A 

tanga^cosB.tange 
so  erhält  man  für  die  Integrale,  wenn  sie  zwischen  den  gehörigen  Gren- 
zen genommen  werden: 

1)  U^rHÄ  +  B—in) 

2)  U.i]=:^r^.(a—c.co$B) 

Das  obige  zweite  Integral  gibt,   wenn  man  darin  ftfi(a — ti)  auflöst, 
und  für  $inu  und  cosu  die  Werthe  durch  y  einsetzt: 


itnuy 


U.^ssr.Btna.  i^r*  —  y^.cosu.dy  —  rJco$ai  ^r^ — y.dM\ 

=r.itiia   /y  r^—^^i-dy—r.eosa/y.dy 

»4r«Sfna.  /  r* ^-^i  +  ir*  .nnasihBarel  «'»  =  —?-»  ) 

'  V  smB^      ^  \  rrinBJ 

•  

— \r.coiacotgß.y^ 

und  wenn  man  dieses  zwischen  den  Grenzen  ,y=0  bis  y=:r. stuft  nifflmt: 

iiuh 
ü .^=^^r^iinacosc9inh  +  ir^  csinasinB — ir^ .cosa.cotBitnb.-r-h 

Da  wir  aber  hierin  -7-=  =  -r-7,  =  «n  c  setzen  können ,  so  wird  wegen 

der  vorhin  angeführten  trigonometrischen  Formel  tanga=iCO$B.iangc  itt 
letzte  Term  geradezu  gleich  dem  ersten  und  die  Gleichung  redndrt  sidi  auf: 

3)  ü.^^^r^csinaiinB. 
Nehmen  wir  endlich  das  vierte  der  obigen  Integrale  undl  setzen  wieder 
für  u  die  Werthe  durch  9,  so  wird: 

ü.5  =  r /Vr^^^.jl  — co»(a— fi)j.rfy 

=  r  /Vr*— y*.rfy— r  cos  a  i^r^^y^cosuJy^rHn  a  i^r^^^MnuJl 
=  r  Nr^—y\ dy—r  eosa/^r^ — ^^-^ . djf^r$ima€aii  B  ipil 

+  |r»  I  arc  l $xn  =  -^ l  —co$a$inB.arc  l «in es  — ?n|) 


—    i8S   — 

und  ninunt  mao  diese«  swischen  den  Grenzen  jf^O  m\i  y^sssr Hnt^  so  wird: 
U,^^{r*tinh\eotb  —  coiacoie--8iHaco$B  — g  | 

.       ,         sinb       n'nc 
oder  da :     -r-»  =»  -r-7;  »itn  e 
8tnB      8tnC 

co8b=co$aco$c  +  $inatinbeo$B 
eo$aiinB=scosA 

4)l7.f=4r»  J6  — ccofij 

Nimmt  man  (Ar  das  sphärische  Dreieck  einen  ganzen  Octanten  der 

Kugeloberfläche,  so  hat  man   A^^B^C^-^  und  auch  a=}6=:c=:-^  su 
»etien,  wodurch  man  erhält: 

Der  Schwerpunkt  dieser  Oberfläche  ist  also  um  den  halben  Radius 
ron  jeder  der  drm  Coordinatenebenen  entfernt.  Er  liegt  also  auf  dein 
Radius,  den  man  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  nach  der  Mitte  der  Ober- 

Udie  des  Octanten  zieht  und  zwar  um  das  Stück  ^rV'  ▼om  Mittelpunkt 
sntfemt. 

Nimmt  man  noch  einen  Octanten  dazu,  so  dass  man  den  vierten 
rbeil  der  Kugeloberfläche  oder  ein  rechtwinkliges  sphärisches  Zweieck 
erhält,  so  liegt  der  Schwerpunkt  auf  dem  Radios,  der  vom  Mittelpunkt 
der  Kugel  nach  der  Mitte  dieser  Flädie  gezogen  wird  und  zwar  um  dds 

Stflck  r4\  ▼om  Mittelpunkt  entfernt. 

Nimmt  man  endlich  noch  ein  eben  solches  Zweieck  hinzu,  so  dass 
nan  die  Halbkugel  erhält,  so  zieht  man  wieder  einen  Radius  nach  der 
Mitte  dieser  Oberfläche,  dann  liegt  deren  Schwerpunkt  auf  diesem  Radius 
ind  zwar  um  das  Stück  ^r  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  entfernt.  — 


=   114  = 

m  P|{(<^  der  V9jri<^ii  ^<^^9f}$m  Vfftft?  ^  ^  dm^mfm  M 

Schwerpunkts  eines  rechtwinkligen  sphärischen  DreiedLS  kann  man 
auch  den  3^Vy^erpunkt  irgend  eines  beliebigen  sphärischen  Dreiecks 
finden.  —  Man  denke  sich  nämlich  (Fig.  XXIX.)  an  das  erste  gegehene, 
bei  C  rechtwinklige  Dreieck  ABC  ein  anderes,  ebenfalls  bei  C  reditwink- 
liges  Dreieck  ADC  gelegt,  welches  die  eiiie^  Kathete  AC  ig^ii  dem  torigeo 
gemeinschafUich  hat,  dann  bilden  BC  und  CD  zusammenhängende  Bögen 
eines  und  desselben  grössten  Kugelkreises  und  wir  ejj^halten  ffanx  im  All- 
gemeinen ein  sphärisches  Dreieck  ABD,  in  welchem  durch  den  einen 
Scheitel  A  ein  grösster  Kugelkreis  AC  gelegt  ist,  der  auf  der  Gegenseite 
s^if)u;(l9bt  8^h(.  Deir  Flädieujj^aU  des  ersi^  Pfßief^  4JJ(7  f^^  ff',  die 
eine  Seite  a',  der  gegenübediegende  Winkel  A';  in  dem  zweiten  Dreieck 
ABC\Bei  der  Flächeninhalt  a  {f'',  die  eine  Seite  a"  und  ihr  Gegenwinkel  A". 
Bezeichnet  man  nun  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  Ton  A  ABC  dorck 
I',  1}',  ^'  und  die  des  Schwerpunkts  von  4  ^^^  durch  §'\  fj" ,  ^'',  so 
hat  man  zu  deren  Bestimmung  nach  dem  Vorigen  folgende  beiden  Systeme 
?on  Gleichungen: 


U'.7]'=iir^{a'—ccosB)  O/J  .fi'*^\r^(a''  —  dcoiD) 

ü' .  fi<=?ir»  Ü  -  c.  cot  40  W'..  gif  =s4r*£*— .*«i«4''l 


DUnunt  man  nun  die  Yerbindungalinie  des  einen  Dreiiecks- Scheitels  i  ait 
dem  Mittelpunkt  der  Kugel  Q  als  eine  neu^  Axe  nnd.  die  senkrecbte  lil- 

stehenden  Ebene  als  eine  neue  Coordinate  X'  dieses  SchwerpunUs  ip, 
und  die  apalpge  Eat(ft^^^pg  \Q^  d^r^#^;i  Pb^ae  4l.  dj«  ^UfffACt^ende 
Coordinat«  X"  di^  Schwflq^plrts,  ^e^  Pre^^cfes  4flj(?,  49.  ^j|(  n|4A  4i«» 
etoiQ^t|ii!9teQ,  Qeai^ung^n  ^wj^^dje«  zm,  ^Wim^r  ^e9^t\,  A 
«Peq  gewf|ifisjpb^tlj9l*^n  A^l^^spwlit.  1)^^^,  mh^  (ferPAi  «A49|.  «W 
Winkel  =6  mit  einander  machen:  ,    ,., 

ffiW^W  erg;^,^D  siqlj  aher  dje  ^^^^v^^f^,  dey  ^Sc|lU{15''?.iWWa  .#^.  Hifefl 
^r^iec^ie  41»^  uj^,44^P  in  Bezijg  aiff  d^e.  i^i  p  i^uf  ^q^j^ff^^^j^^ 
Ebene : 


—    IM    — 

(7M'«lr»cdN*ftfia'cof»ti-4r«(a'-rcco«i»)«n6 

oder  dl  ib  jeden  reohtwinkligeB  spUrischeD  Dreieek  der  Sinus  einer  Ka- 
thete gleich  der  Tangente  der  andern  Kathete  multiplieirt  mit  der  Cet&n- 
genie  des  dieser  letztem  gegenüberliegenden  Winkels,  also 
sina'  ^cotgB.tangh  und  sina^'^cotgD.tangb 
ist:  W.X*  =  {r^a'sinb\         D''.T'  =  ^r*a*'sinh. 

Nennt  nan  nun  U  den  FUcheninhalt  des  ganzen  Dreiecks  ABD  und  X 
die  mit  AO  paraHel  laufende  Goordinate  seines  Schwerpunkts;  schreibt 
man  femer  A*+A**^A  und  af  +  a"  =  ay  so  hat  man 


17=^(7'  +  I7''=r*[i  +  Ä  +  Z)-^J 


■Mi  d^  die  Momeat  einer  ganzen  Piguralion  in  Bezug  auf  jede  bdiUKge; 
also  auch  z.  B.  in  Bevog  anf  die  in  0  auf  AO  senkrecht  stehende  Ebene 
gleicti  der  Siuiime  dep  Momente  der  einzelnen  Theile  in  Bezng  auf  die- 
selbe Bbene  senf  muas: 

ad^c:    U  +  ß'\fPr-n^^^  =  ^ra^nb 

.    ,  V  irasinb 

A  +  B.  +  D—n 

Nun  ist  aber  (  ein  von  einem  Scheitelpunkt  A  eines  sphärischen  Dfeieckis 

ABD  auf  die  Gegenseite  a  gefölUes  Perpendikel,  welches  sich  bekannflfdi 

durch  die  drei  Dreiecksseiten^  in  folgender  Weise  ausdrücken  lässt: 

f% Uli    ■ Uli ■       I  »I  ■*^     I  ■  ■  i^iil      11'^" 

mithin  wird,  v^enn.  man 
Vai»4(a+c+d)im4(--a+c~+(l)jtiii(a--c+(0«» i(a+c— d)  =  I  setzt : 

^i  +Ä  +  P  —  n  '  sma 
Dieses  ist  die  senkre<^^  ^tfernung  des  Schwerpunkts  des  ganzen  Drei- 
ecks ABU  Ton  emer  Ebene,  die  in  O  senkrecht  auf  OA  steht. 

Wenn  man  ehenao  von  dem  Scheitel  B  einen  grösat^n  Kreia  fepl^r 
recht  auf  die  gegenüherli^ge^4e  S^üe  AD  zieht ,  so  wird  ganz  analog  die 
senkrechte  Entfernung  desselben  Schwerpunkts  von  einer  Ebene ,  die'  w 
0  senkrecht  auf  OB  steht: 


—    186    — 

i  +  B  +  D— n: '  and 

und  ebenso  findet  man  für   die  Entfernung  2  des  Schwerpuiiktes   fOD 
einer  Ebene,  die  in  0  senkrecht  auf  OD  steht: 

y_ c rl_ 

A  +  B  +  D—n  atnc' 
Die  3  Ausdrücke  X,  Y,  Z  enthalten  die  vollständige  Beatioimang  der 
Lage  des  Schwerpunktes  in  unserem  sphärischen  Dreieck:  sie  le|^B  iha 
als  den  Durchschnittspunkt  3er  Ebenen  fest,  welche  in  bekannten  Ab- 
ständen vom  Mittelpunkte  auf  den  8  Radien  OA^  OB,  OD  perpendikuUr 
stehen.  Um  noch  die  Bestimmung  der  Coordinatenwerthe  zu  erhalten, 
nehme  man  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zum  Anfangspunkt  rechtwinkliger 
Coordinaten»  die  Ebene  AOB  zur  Ebene  der  xjf  und  den  Radiot  DA  zur 
Aze  der  x.  Alsdann  ist  der  Winkel,  welcb^i  OD  mit  der  Axe  der  s 
einschliesst »  offenbar  d  und  die  beiden  Winkeli  weldhe  dasselbe  OD  mil 
den  Axen  der  y  und  x  respektive  einschliesst,  mögen  mit  ß  «od  o  be- 
zeichnet werden.    Ferner  die  Winkel  der  OB  mit  -den  Axen  der  %,  y,x 

sind    -^,   -^r c,    t  und  die  Winkel   der  OA  mit  eben  diesen  Axen 

-Q-'  "ö"'  0'    U™  ^'^  beiden  unbekannten  Winkel  ß  und  y  zu  bestimmeo, 

bemerke  man,  dass 

coi^  d  +  coi^  ß  +  coi*  y  =  1 
sein  muss,  sowie  dass  der  Winkel  zwischen  OB  und  OD  gleich  a  ist 
Hieraus  folgt  nach  einem  bekannten  Theoreme  der  analytischen  Geometrie 

co$a^  to$ccosd  +  co« (  -ö ^ ) ^^*ß  -J-  cos  -5-  üesy 

oder 

co$  a^=^co$c  coi  d  +  sin  c  cosß* 

Die  letzte  Gleichung  giebt 

eosa — coBCCosd         eosAsincsind  .    .    . 

cosß^ = : =  cosA  sti|d  - 

'^  sine  stnc 

und  die  erste  Gleichung  geht  durch  diese  Substitution  fiber  in 

cos^y  +  eot^  A  sin^d  +  co«*rf=  1, 

woher 

cosy  =  sin  A  sind 
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folgt  Nachdem  auf  diese  Weise  de  Winkel,  weltbe  die  8  nacli  den 
Eckpunkten  unseres  Dreieckes  gesogenen  Bedien  mit  den  Coordinaten- 
axen  einsdifiessen ,  Tollständig  bestimmt  sind,  hält  es  nicht  sdiwer,  die 
Gleichungen  der  S  Ehenen  anzugehen,  deren  Dnrchschnittspunkt  in  den 
gesuchten  Schwerpunkt  hineinfällt. 

Zufolge  eines  bekannten  Satzes  der  analytischen  Geometrie  ist  die 
Gleichung  einer  Ebene,  deren  Abstand  sowohl  nach  seiner  Grösse  durch 
die  Masszahl  e,  als  auch  nach  seiner  Lage  durch  die  8  Winkel  a^  ßy  y 
mit  den  Axen  der  a;,  y,  «  gegeben  ist: 

zcosy  +  ffcotß  +  xcosa^e 

9 

und  hiemach  werden  die  Gleichungen  unserer  3  Ebenen: 

%tin A  tind  '\'  y cot A  n'nd  +  xcotd^Z 
ysine  +  xeo$e=^Y 
a;  =  X, 
aus  denen  die  Werthe  der  Coordinaten  x,  y,  «des  gesuchten  Schwer- 
punktes leicht  berechnet  werden  können. 


Tierte  Torleflmiir* 

Theorie   der   Kettenliiie. 

S.  15. 

Bisher  haben  wir  angenommen,  dass  die  Punkte,  auf  welche  wir 
gewisse  Kräfte  wirkend  denken,  einen  unTeränderlichen  Zusammenhang 
unter  sich  haben.  Nun  giebt  es  aber  Systeme  von  Punkten^  welche  nicht 
in  unreränderlicher  Weise  mit  einander  verbunden  sind,  und  es  sind  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  H&r  einen  solchen  Fall  festzustellen. 

Betrachten  wir  (Fig.  XXX.)  einen  unausdehnbaren,  überall  gleich- 
artigen und  Tollkommen  biegsamen  Faden,  und  nehmen  wir  an,  dass  er 
unter  der  Einwirkung  gewisser  in  den  Angriffspunkten  i,  B,  C,  D,  ....  M 
angebrachter  Kräfte  JT,  P| ,  P^ ,  P, ,  . . .  JT'  im  Zustande  des  Gleich- 
gewichtes die  Form  der  gebrochenen  Linie  ABCD....IH  annehme.  Die 
in  den  festen  Endpunkten  A  und  M  wirkenden  Kräfte  kann  man  sidi  als 
Widerstände  denken,  vermöge  deren  die  von  den  übrigen  Kräften  her- 
rührende Spannung  ausgehalten  wird,  oder  auch  man  kann  sich  in  diesen 


^  m  = 

upd  t^f  i^e^ogen  liiolipft  pi«  ^rine  f|,  Pl^  f«,  .f..  biaud^  imcIH 
)}pMiw.pfidiü  in  eü)er  EtMoe  a|i  lie{[ea  upd  k^opep  ^^^  diß  Spautvifl^e  g«r 
^.s^er  in  df^  fliip^p)iiiAk(eo  £,  C^  D^  ,,.  iesti^ipileqr  Sejle»  ei^^Mg 
deren  Richtungen  sie  wirken,  vorgestelU  werd^*  E^  ßolpbe^. J^t^ 
yw  fijnktep  4,  ^,  (?,  D,  ....  J|f,  lyip  ef  ni^.  dein  Jt^if^s^poiW^aden 
^/((7P....|f  enlbf^tea  ist,  neni^en  yfix  ein  Fupikular-^  o<)0r  §^9(f(M?i 
und  es  pipsfi  i^n  un(^rsif9bt  werden,  welches  Y^älliQiss  di«  Kr^Ae  ^ 

Pi^  Pi^  Pi^  Jf'  unter  einandi^r  bf4)ep,  wei(p  4a8  |^§ti;p[)  W  |lif)m 

bleiben  soll. 

In  dem  Punifte  ß  sifnächst  wirkt  die  Kr^ft  ffy  wffHxj^e  '^  \s^  ^ 
Ricbtung  von  B  si^cb  4  ^ip)^^>  fpmpr  ^ijQ  KiMift  /\  ^tbng  der  RicbUuig 
des  Seiles,  an  welchem  si^  ap^^br^^^t  ^^  und  endlich  eine  gewisse 
Kraft,  welche  ihn  in  dem  Sinne  yon  ^  nach  C  zu  bewegen  strebt  und 
Wj40fft.  otfßpl^m  flWr  XPP  der  vecpiw^ft^  W»rtujp||  dfST  fl^8W  *^^  bf^fr 
kommen  kann.  Damit  der  Punk^  ß  in  Ruhe  bleibe,^  ff^^fW)  4^iWt  ^ 
Kräfte  sich  gegenseitig  Ternichten :  mithin  muss  die  Resultante  vod  K  und 
Pi  gleich  und  entgegengesetzt  sein  der  Kraft,  welche  in  dem  Sinne  Ton 
B  nach  C  wirkt  RczeiQ|^^||^  vif '  VA  1^^  '^mi  fbsoluten  Grösse  mit  Vj 
so  wird  sie  nach  der  Verlängerung  von  BC  in  dem  Sinne  von  B  nach  B' 
gerichtet  sein.  Eine  Kraft  darf  nach  jedem  Punkt  ihrer  Ricbtung  Teriegt 
werden:  daher  können  wir  die  KciA  Bf  auch  in  C  anbringen.  Damn  ha- 
IfHP  wir  in  €  wicdi^jfmp  3  Kfäft»,  die  Jf^  B!,  di^  ?oa,  ff.  faq||  ||  wirkt, 
t^  ^caft  jPi  ^n^  dip  Q^fiK{qpM.wir^ung  der  %igpft  Kir|AQ#  ^#dM!  ^ 
l'^l^t  C  pftfh  Z>  bip4r^V  P««?it  Qleichg^iHicfet  a^fi,,  muwj  dfp  fWU^M 
\Jfirkm«g  dpn  bpidciB  erstep  Kf^it,  glpic^  v^  ^SN^uS^i^  ?W  *«^ 
letzte^  Kr^  Ajso  die  AeApltaAtfi  C  fo^  ß^  und  P^  f»u9J|>  rfLpMiärl)|  O) 
dffr  ^ichtui^  (^C'  wij^JKea:  diefiflbie  f^V^  ^^in^.  gei^oipipep  gtcfi^^  ^^^ 
<^r  Rp^ulla^t^.  von  Jl«,  i\ ,  P^;  ;|iisamn^n.  ftfitfiio  iffpl  9^a»  %  dfip 
^••11  des  Gle^cl^gevichtef,  4^  3.  »Iräft^  K.  Pi,  P,  «f*.  gSW^W  fMK* 
dfm  ?*i^k^  ff»  «)ft  il)r^m  Anfang;8ppnkt«,  trfnsgpnist  ^n|(Qa.  Ci«H 
^^so  I^pp.  naa«  sich  ^t#  Kjraft  C  napb  X).  ypriegt  d^W»  l®  W  *A 
mit  dcf  Kfaj(t  ^n  zu  ^,  ^p^uU^pia  H<  wv*gt»  ^^]f^J^^  ^»4-  ¥»^ 
gcgepge^b^t  if).  ^  Geaf«nip^wirkungf  der  Krifte  Yon  dff  f o^^yi^^ll 
^.    Dil}  I^wft.  J?/  s^i^^  ?(iftfler  di«  M^ulUnb^.  %  i^r^ -ff„  ft,  -(W.  & 


ipt^.  lo  ^ie^er  ^ift  ^nA  mfxi  rojrlhbfep  fioii}  bekpnunt  f^ctili^plf  a}lp 
r«rh^i;d)endfuii  fj;irj(f^4^,  Pi,  P|,  P»,  ....  iaif  Yi}fe|iMgt,  dpfen fie^aiifji«^^- 
l|irJ(u^g  gl^ipb  wd  cQtgegengeeetf t  ijer  Kfafl  JiT-  sj^if)  mpss.  Al|»p^  (Q^  ifff 
Fall  des  Gl(sichg^ipj|^tea  l^fa^  10911  «jph  di«  8^iiit|ipliep  Kräfte.  ITf  'i* 

j^,  1^1 IT'  p^rall^  mi^  itirop  ]a[jct)(iu|g^a  Qacfi  ^  flatJDupkte  JT 

traDsppniffn :  daa  Gleicbgenficbt  des  SeilHolygonea  i^f  auf  i^  Gkichr 
gfffidffk  ^üfif  ti\l^Y\^  zuc^ckgeführl,  a|if  wflc^en  ebeo  die^i^^  Kr&f^ 
Wk«  wifi  aqf  ^.  Sfil|^o|}ion  (^ffer  die  Bedii{guiig8g;\pjc|)fif)gei), 
lfpl)d|^  t^t  ds)8|  GmctgQwiqht  eip^s  fiiinkt^s  gleiten,  910^ 
%|iGh  no.ch  fQr  f|i|s  Gleichgewic))t  de)^  j^f^ilpalyg^n^j^  hin- 
reichend« 

Qj^ieic^fO  yiir  b^Hfs  jhrea  apaljt^scl^D  ^us^pclfea  dje  ISfio^l^ 
W^?  flifl  Rwhluiigsn  dei;  |(ir4fte  i^,  ?i»  f«,  ff  ••-  ^'  ™^  ^"»  A^^W 
Iteli  «»  «t  «:?'fl»PW»«^fptt^  rW(}|ia»e  mit  a,  /J,  y;  04,  Ä»  ifO  «•>  Äi^ 
}^s»  .  .  .  .  a',  /?',  /:  so  müssen  die  SeitenresultaDten  der  gegebf{iii)|j 
Kräfte  in  jeder  der  3  A^eDi^icb|l,4qgei^  9|,(^  a^ai||Jijren  oder  wir  erhalten: 
Kcosa  +  PiCOia^  +  Jf^ofÄcn,  +  P^cosqß  +...  +  JTcwa'ssO 

4!?fWy+^4fi»<yt  +'iiwyi  +  PiWy,  +...4r4fs»y''Ffl- 

»WB?  «Bd.  afeft  ^J't  UelfUouejft,  weüctif  die  Kcfjf^  |:,  JC;  P^,  ^|^.  jf».  ••- 

lllffno.  Yfir  um  d^r  (^r^tuj^g  d^^  ^leicfiuHgen  erinpem«  ^  gjf^it 
Hfif  ^^fi  4^^¥i  ^^  ^^'^^  wicbtigen  B^me^kifng.  Renken  wir  uns  ir^pff^ 
^f)  ;(i^tifffin^.  F^d^plinie ,  ;^.  B.  CD,  s^  w^rd  xnan  sict),  für  den  F^ 

^.  d^  ^^fp  ^nd^unkte  G  vereinig  donl^en  l^önnqi  u^d  ga««  nfiph.  djfi^r 

selben  Raisonnement  lassen  sich  die  Kräfte  P, , ^'  ^^f  d«r  f njleiifft 

Seite  nach  dem  aq(}^i:ei)  Kncjpupl^e  D  tx^ußfpi^tf^.  Zugleich  erhellt, 
dass  beide  Resultai^e];^.,  d^  s^q  ^ich  gegej^s^eitig  vc;|r^cf}ten,  müssen,  mit 
gleicher  Intensität,  ^j^j^r  im  cnj^e^jengeif^^ep  Sipog.  ejptlang  des  Fadens 
(7J{^ifkcir^  Di^  ^eq^^einschs^ftlichq  Inteic^^iUt  dec  ||j^|d(;A  Ij^^- 
s.ultai^t^n,  qivt  w.Qld^.er,  der  Fad^n  in  deir  I(i<;|]^tup^  seiAf^^* 
b,^i(|,(^q  yerUngerungf^n  fortge^<)gen  vjrird,  heisst  sejiqe 
S«5i\«iUiP?:    Im  AUgeip^ift^if  wr4  difj  Spfi^ng  in  ^^  FiwIfttJvr 
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poIygon  sich  Ton  einer  Seite  zur  andern  Sndem:  aber  wie  sie  aadi  sonst 
beschaffen  sein  möge,  immer  wird  sie  sich  sowohl  nach  ihrer  Grösse  ab 
aach  nach  ihrer  Richtung  rermöge  der  Regel  des  Parallelograromes  der 
Kräfte  als  die  Resultante  sämmtlicher  Kräfte  zusammensetzen  lassen, 
welche  auf  einer  beliebigen  Seite  des  betrachteten  Fadens  liegen. 

In  der  Praxis  wirken  meistentheils  an  einem  gegebenen  Seile  und  in 
gegebenen  Richtungen  gewisse  gleichfalls  gegebene  Kräfte  P|,  Pii  Ps«  •— * 
welche  in  den  Punkten  H,  C,  D,  ....  derartig  angreifen,  dass  die  Ent^ 
fcmungen  AB,  BC,  CD,  ....  bekannte  Längen  darstellen,  die  wir  mit 
'i>  's*  hi  ••••  bezeichnen  wollen.  Es  ist  anszumittdn,  wie  gross  die 
Intensitäten  der  Kräfte  K,  K*  und  welches  ihre  Richtungen  seien.  Die 
Endpunkte  A  und  M  des  Polygons  sind  gegeben.  Mithin  sind  8  un- 
bekannte Grössen  K,  K\  a,  ß,  y,  a*,  ß*,  y'  za  bestimmen,  wozu  die 
obigen  S  Bedingungsgleichungen  nicht  ausreichen.  Indessen  finden  nach 
einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geometrie  nodi  die  Relationen 
statt: 

cos*  a  +  coi^ß  +  cos*  y = 1 

eos^  a'  +  eoi^ß' + cos^y  =  1, 
und  die  S  übrigen  Gleichungen  ergeben  sich  in  Folge  des  Umstandes, 
dass  wir  die  Entfernung  der  Endpunkte  Ä  und  M  kennen.  Nämlidi  die 
Projektion  dieser  Entfernung  auf  eine  beliebige  der  3  Azen  muss  gteich 
sein  der  Summe  von  den  Projektionen  sämmtlicher  Polygonseiten  auf  die- 
selbe Aze.  Mögen  also  die  Winkel,  welche  die  Polygonseiten  AB,  BC, 
CD, mit  den  Aien  der  x,  y,  %  einschliessen ,  nach  einander  mit 

«»  /?»  y;  «1»  f|»  ^;  «i»  f«»  Cj;  «'♦  /**.  /  bezeichnet  werden, 

sowie  die  bezeichnete  Entfernung  mit  l  und  ihre  respektiren  Projektionen, 
welche  gleichfsills  bekannte  Grössen  sind,  mit  I«,  ly,  U:  so  folgen  sofort 
die  3  Gleichungen: 

Ijp  =  «i  cosa  +  82C0$ai  +  s^cosa^  +$^cosai  +  .•• 
{ysrS|  eosß  +  stcosh^  +  S|Cos6,  +8^eosbg  +  ... 
Ig^  s^  coi  Y  +  82CO8  Ci  +  SfCOsct  +  s^eoiCi'  +  ... 
und  die  Zahl  der  Bestimmungsgleichungen  wäre  Tollständig,  wenn  eosfit 
cos6|,  cosC|,  eoia^y  coih^,  coic^  etc.  bekannte  Ausdrücke  wären.    Dies 
sind  sie  nun  freilich  nicht:    vielmehr  ist    ihre  analytische  Bestimmung 
siemlidi  Terwickelt  und  fQhrt  zu  ganz  intraktabeln  Ausdrücken:  doch  kann 
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man  weoigstent  ohne  besondere  MObe  die  ll6glicbkeit  ihrer  Bestimmung 
mchweisen. 

Bekanntlich  ist  eine  Gerade  durch  ihre  Richtung  und  einen  specieUen 
Punkt  auf  ihr  YoUständig  besUmml.  Nehmen  wir  nun  für  den  Augenblick 
an,  die  Richtung  von  AB,  d.  h.  die  Winkel  a^  ß^  y  wiren  bestimmt,  so 
mflsste  es  auch  der  Punkt  B  sein,  weil  der  Punkt  A  und  die  Linge 
AB^^$  gegeben  ist.  Diesen  Punkt  kann  man  auch  als  einen  Punkt  auf 
BC  ansehen:  folglich  ist  die  genannte  Gerade,  da  ihre  Richtung  sich 
Yennöge  des  Parallelogrammes  der  Kräfte  aus  der  Kraft  K,  die  whr  uns 
nach  B  Iransponirt  denken,  und  aus  der  bekannten  Kraft  Pi  ergiebt,  voU-t 
stindig  bestimmt  und,  weil  BC  eine  gegebene  Länge  hat,  zugleich  der 
Punkt  C.  So  geht  man  weiter  fort  und  erhält  allmählich  die  Bestimmung 
aller  Polygonseiten;  dieselbe  zurückgeführt  auf  lauter  bekannte  Grössen 
und  auf  die  Unbekannten  £*,  a,  /?,  /.  Wenn  eine  Gerade  bestimmt  ist, 
so  sind  es  auch  ihre  Winkel  mit  den  Coordinatenaxen,  sowie  deren  tri- 
gonometrische Funktionen.  Demgemäss  resultiren  die  verschiedenen  Aus- 
drücke eoia,  coib,  coie  als  Funktionen  von  K»  a,  /9,  y  und  nach  deren 
Substitution  in  die  3  letzten  Gleichungen  werden  dieselben  blos  noch  die 
früheren  Unbdkannten  enthalten  und  mithin  die  Zahl  der  Bestimmungs 
gleichungen  yoll  machen, 

t.  16. 

Die  Lehre  Ton  den  Funikularpolygonen  findet  ihre  wichtigste  An- 
wendung bei  der  Kettenlinie. 

Wir  betrachten  einen  durchaus  homogenen,  vollkommen  biegsamen 
Faden  von  überall  gleicher  Dicke  (Fig.  XXXI.)  und  nehmen  an ,  er  sei  in 
seinen  Endpunkten  JC  und  JC'  befestigt  Durch  den  Einfluss  der  Schwere 
wird  der  Faden  niederg^ogen  und,  wenn  Gleichgewicht  eingetreten  ist, 
eine  bestimmte  Krümmung  zeigen,  deren  Form  man  unter  dem  Namen 
der  Kettenlinie  begreift.  Die  Befestigung  des  Fadens  oder  der  Kette  in 
den  beiden  Endpunkten  wird  einen  gewissen  Widerstand  erzeugen,  der 
sich  am  Ende  mit  der  den  Faden  anspannenden  Schwerkraft  ins  Gleich- 
gewicht setzt  und  dadurch  den  Zustand  der  Ruhe  herbeiführt:  diese  bei- 
d»  Widerstandskräfte  sollen  mit  K  und  K'  bezeidinet  werden.  Legen 
vnr  uns  nun  durch  deren  Angriffspunkte  K  und  K'  eine  Verükalebeiie» 
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%i%  mV  tik  Vhite  fliif  Üi  ^  ^hr«Af;  sä  Um  kih  ih^«Ai  Offs  8H 
Kettenlinie  mit  Nothwendigkeit  in  diese  Ebene  bineinfällt.  IMHIN  SU 
KhIm,  wtiche  deh  Fmh  etwa  ih  JS^W^gitmg  sfetteh  idnÜVAi  iki  blos 
die  Qcltfetite  seiner  efiizeliien  Tfaeile,  lirid  ii  diM^  M  vertikatM  Sllittii 
«^b^tt,  Üb  Mt  k^  Grund  di^nftbar,  wefjbaflk  «r  ihts  dei^  RidiMtr^  dei*  M^ 
KUdi&eC^  V^Hikalebeiie  herausgelenkt  t^erdefa  sollt«.  Niiik  wölltrir  W» 
((«raafetii  di«  durch  K  gUegle  HdrizbHtrfe  ziir  Axe  dei*  k^  koiri^  ik 
t^rtikale  durch  dfenUtibeA  Ptitilt  tür  Atk  ddr  f  nkHiäeti;  4\€  pwAtiük 
f  ioMk  y<m  oben  hach  unten  ^recfiuM  yriOMW:  DKtiti  wird^  81^  iRt- 
kttiided  Krfifle  äuteür  d^nl  Wi^iärstandskHin^  K  nÜ  K'  inH«!  Siel  GlIwidM 

Pt»  ^s»  'g, des  Seiies  in  den  etäz<iih«h  PunktM  ikSn:  tä  4^ 

Mbtn  die  parallel  Mit  din  Aien  iit  y  gerichtet  sirid,  io  nbd  iBifi 
Whkd  mit  deinf  Ax^rr  der  w  sfihiMUich'  :^90^,  di6  lüft  d^  At^*  dlf  f 
ilStoinflMi  ^eioh  0/  oild  di^  tn\i  der  kt^  ^r  t,  9.  h*;  Mit  der  SeSift* 
redtt^tf,  dre  durch  Um  Punkt  J^  sich  M  t^  MeU  d^  iry  eMifctM 
MM,  sSmnftlicU  gl^Mi  §0^.  Ebenso  gfoss  we^dteh  arbHi  df«  Wiifliff  A» 
WMMbndskrilt«  Jf  uM  JT'  inTl  di^r  letzten  AM  seiA  >  wiiii^Ad  lUHA 
¥^inkd  mit  däb  Axen  der  10  tind  d^  ^  voriflMlg'  6ocii  Äl^  WiHUirUd^ 
GofiBtMit«  gekeia.  t)aber  haben  wir  in  den  GleichgdWMlilsiNSi^^^  tä 
Torigen  $•  a|=a,=a,=.. ..  =  90»,  /»,  =/S,=/»^=i=....i='0,'  J^ii:^,»ir jü 
-=^,B....=^s8  90*  einzusetzen:  hierdurch  werden  sich  die  beiden  Sei- 
ten der  3ten  Gleichung  gänzlich  ant/uliiren,  wie  es  sein  mbss,  da  unsere 
GtAre  Tdllstfittdig  in  Ae  Ebend  der  ^,  9  bideinftilt?  did  tiiüien  Ersten 
Gleidiungen  dagegen  werden: 

afffi)  dM  Stimme  dei<  tei^cUedehen  f  wird  Niet*  «EfMür  «Mhi  atfdtt«! 
itoin ,  als  das  GeMoht  der  geinten  Kelie ,  welche  aWgeblintjdf  ikifi.^  6lftCl 
dteMf  beid^  GleMiuiig«n  su  dtseiKiren^  wird  es,  da  eä  iki'  tim  dh»  allg«- 
illeM  Klatutr  der  Kettenlihie  zu  thutk  ist,  nAthig  sein,  eidMf  M9iM>i|<db 
Pdnkl  damelben  in  unsere  Betrachtung'  MneitAitticfhtiietf.  SM  dlubeY*  PtfHil 
£  und  seine  Coordinaten  i  und  y:  dann  Wird  in  deiiisdlbeb  dotiif  am 
g«Wisae  Sp^Mung  /  statthaben;  deren  Rithtnng  in  M  tritl|iMia«e  lÜiM- 
Umw  mifsa.  Di4  Winkel  d^^  Tangii^ridM  niit  d«rfi  kMw  AfM  softk 
m  «Bd<#'  iain,  ao  däiia 


M 


t:'      ^.^SJ.  li^lAll^oa.!  »-  '        ■  •!-! 


IM,  Met-  ffi«  Llb^  ftfeg  Bb^en^  ITf  ^eich  i,  iMUs  G^^clit  Mi^  tit^^iil^^ 
einheit  des  Fadens  gleich  p  ühi  fölgÜcfr  iäs  ^MeUt  d^  ^ctt  BH^iili^ 
läoge  ^eicb  f  s.  Alsdaihi  ig^b^ii  äl6  Jt^ngungsgleibilungeii  Tör  das  Gleich- 
gewicht der  FadeDliD%  Xt,  M  ^iten  Ebdjfdnkteh  die  Kräfte  JT  and  T 
wiriken,  .  » 

Kcoia+Teo$u  —  9,  Kcaiß^'Tcosv+ P^+P^  +  P^  +  ...  =  0 
oder,  da  die  Summe   der  Gewiclite  P  offenbar  nichts  anderes  als  das 
Gewicht  p$  des  Bogens  tt  isi, 

—  7costf=:Jrcosä;  —  rcosü  =  jrco«/S+p». 
in  .iM^H  Gkiditiigen  ist»  da  die  Kraft  K  in  ten  Sittie  Tod  IT  nUeb  'M 

wirkt,  ß-YKM,  a^XKM;  mithin  cos/}=  cosF^ITib  — cosFiTir-: 

»  •«*     •  <•    ji  ..>  i»      » .  .       .  •  ' 

— HnXKN,  cosa=^coiXKM=  —  cosJKN.  Daher,  wenn  wir  jetzt  unter 
dMI  Wtitkd  d  im^yfkAd  XKH  i^rstehen,  kCirtieii  Wil<  iri  «M  YttHttsi^ 
gehende^  Gleid^lPgen  co^a  durch  — cosa,  cosß  dvrch  — «tifa  ersetzen 
und  erbalten:       . 

Tcoiu=^Kcoia;  Tcosv^Kiina — ps. 

Ana  iie$ui  Gleicbupgen  iolgt  wegen  «oi'nt+^i't^^^l  durch  Division 
oder  zufolge  des  bdkaräiten  T&eorems,  na<di  wehbem  die  trigonometrische 

•  '  * 

Tangente  des  Winkels  zwischen  der  Tangirenden  und  der  Az^^  der  ao  den 
Differentialquotientei)  «^  zuAli  Ausdl^iitke  bat 

(1)    ^y  ---  ^«»«— P< 
da?  Kcoia 

Dies  ist  die  Differentialgleipbung  unserer  Curf«  und  es  sind  in  ihr  K  und 

a  Constanten,  über  welche  wir  noch  weiter  unten  handeln  werden,  da- 

gegen  $  variabel,  indem  es  durch  die  Formel 

als^  I^mikiioii  VW  s  aicb  ^esttminl.  W^or  omui  dageBen  die  beiden  >  lel(?- 
ten  Gleichungen ,  in  denen  T  vorkommt,  erst  quadrirt  und  dann  addirt, 
so  erhalt  man 

(2)  T=z4P^2p$K$ina-{^t^$\ 
Die  Spannung  ist  demgemiss  eine  Funktion  des  Bogedft  unserer  Curve. 
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Es  ist  Ton  Interesse,  denjeoigen  Werth  des  $  zu  bestimmen,  f&r  welchen 
dieselbe  ein  Maximun  oder  ein  Maximum  wird.  Zu  dem  Zwecke  differen* 
tiiren  wir  die  Gleichung  (2)  nach  5,  wodurch 

dT  _      —2pKsina+2p^$ 

ds  ""  ^IP—2piKiina  +p«i*" 
erhalten  wird.    Dieser  Ausdruck  annullirt  sich  für 

Kiina 

S=: 

r 
und  diesem  Werthe  von  s  entspringt  die  Spannung 

T^Kcoia. 

Dieselbe  ist  ein  Minimum,    weil     -  ,    für   den  beieichnetea  speciellei 

di^ 

Werth  des  s  von  demselben  Vorzeichen  mit  T  ausßllt.    Für  eben  diesen 

Werth  ergiebt  sich  noch  -j^kO,    d*  h.  die  Tangirende  in  dem  enC- 

sprechenden  Punkte  läuft  mit  der  Axe  der  x  parallel  oder  der  Punkt,  in 
welchem  die  geringste  Spannung  statt  findet,  ist  zugleich  der  tiefste  Punkt 
der  Cunre. 

Um  nun  die  Gleichung  der  Gurre  zwischen  x  und  y  selbst  hem- 
stellen,  differentiiren  wir  die  Gleichung  (1),  wodurdi  wir 

dx^  Kco8 

erhalten  und  setzen 


t/RU 


dy  ,       d^y       du  du 

■-r^  =  t«,  also  -j-x=-T~  ='*-j-"; 
dx  dx^      dx  dy 


so  folgt: 


udu 


woher 


yfni?-—  J^     +  CoML 
^  Keoia 


Die  Constante  ergiebt  sich  aus  den  zusammengehürigen  Werlhen  fSr  dtt 
Punkt  K,  nämlich  ysO,  -^^ssu^^tga,  und  wenn  man  ihren  Werth 

sowie  wieder  -^^  für  «  einsetzt,  so  konmit 

dx  ' 
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(3) 


K-py=Kco,a  ^l+(^f. 


VeraiUtelst  Elimination  Ton  -7^  aus   den  Gleichungen  (1)  und  (3)  kann 

man  beiMofig  auch  den  Bogenausdrack  der  Cunre  als  Fonktion  Ton  g  er- 
halten, nämlich 


wo  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  die  weiter  unten  folgende  Bemerkung 
nachzusehen  »L  Die  gesuchte  Cunre  ist  mithin  auf  jeden  Fall  rek- 
üficirbar.  Zugleich  wollen  wir  schon  jetzt  uns  aus  der  Gleichung  (8)  die 
Ordinate  des   tiebten  Punktes   herechnen,   weil    wir   für   das  Folgende 

deren  Werth  gehrauchen.    Für  diesen  Punkt  ist  -^c=0,  g^RS  und 

mithin 

K~p.RS=^±Kcoia. 
Wir  dürfen  hier  nur  das  ohere  Vorzeichen  nehmen:  denn  Tür  den  Fall 
a  as  0  geht  die  Rettenlinie  bei  straffer  Anspannung  geradezu  in  eine  Ho- 
rizontallinie öher  und  muss  sich  RS  annulliren.    In  Rücksicht  auf  diese 

Bemerkung  folgt: 

r 

RS^  —(l  —  cosa). 
9 

Um  nun  die  Gleichung  (3)  weiter  zu  integriren,  bringen  wir  sie  auf 
die  Form 

-.    ,    +^Kcosaiy 

Die  Bedeutung  des  doppelten  Zeichens  ergiebt  sich  auf  eine  einfache 
Weise.  Der  Zuwachs  des  x  oder  das  Differential  dx  soll  positiv  sein, 
sowohl  wenn  der  Zuwachs  dy  von  y  positiv,  als  wenn  er  negativ  aus- 
fällt: das  heisst  nichts  anderes,  als  dass  s  beständig  wächst,  eben  sowohl 
wenn  y  zunimmt,  als  auch  wenn  y  abnimmt.  Die  y  werden  bis  zu  dem 
tiefsten  Punkte  wachsen,  dessen  Ordinate  RS  wilr  so  eben  bestimmt 
haben ,  und  von  da  werden  sie  wieder  abnehmen.  **  Die  Kettenlinie  wird 
also  einen  absteigenden  und  einen  aufsteigenden'  Theil  haben:  dem 
ersteren  entspricht  das  obere,  dem  zweiten  das  untere  Vorzeichen. 
II.  10 
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Das  Integral  der  UUlea  DifTerentialgleichung  ist  übrigens: 

.r=  Con8t+  ^^^  IgiK—py  +  ^iK-py^—K^cot^a^. 

ttm  die  Constante  für  den  absteigenden  Bogen  KS  zu  bestimmen  be- 
merken wiv,  d«S8  sieb  die  Coardinaienwerthe  or  ss  0  und  jfv^O  ent- 
sprechen*   Man  erhält 

YfM'.  den  aufliti3ig9ndefi  Bogen  »nbetriOl,  so  hislinaien  wir  im  Constanu 
diireh  dep  tielstea  Punkti  5,  der  sowohl  im  absteigenden  wie  im  aof- 
iteigie|idea..:Bogen  liegt«  In  ersterer  Hinsicbt  erbalted  vir  durch  Eia- 
•lUuDg  des..Werthes  Ton  RS  in  die  letate  Gleichung  ala  die  zusammeo 
ffebörigen  Coordinaten  des  Punkte^  S: 

^  p  P  pl  —  «wa 

Y^TfnSg^  d^$er  Werlbe  bestimmt  «ich  die  Constaqte  för  4en  auf- 
s^gen^lfu  Bogea  und  man  erhält  desq^n  Gleichung: 

Die  Gleichungen  für  den  absteigenden  upd  für  den  aufsteigenden  Curren- 
bogen.  lassen  sich  offenbar  in  eine  einzige  zusammenfassen ,  nämlich  io 
die  Gleichung: 

n\  jr  -  ^^^^"  In )  ^'^^y-^'^  K—py)^—K^cot^a 
^^  p      ^  Kd  —  sina) 

wq  sich  das  obere  Vorzeichen  auf  den  erstgenannte!);  das  untere  auf  den 

zweitgenannten  Bog^n  bezieht. 

Untersuchen  wir  nun  die  Spannungsverhältnisse  etwas  genauer»  welche 
iA  den  einzelnen  Punkten  der  Curve  stattfinden  und  geben  zunächst  den 
Gleichungen  (2)  und  (4)  die  Form 

Ts=  V**  CO»'  «  +  (f^—Ksina)* 

(PI — jr«>a)»  =  {f—py)*—£*m*ß. 

tffi  gjebt  die.^bijtitiqtio^  der  It^^a  in  di«  erste  augeubUcUicb  4ie  Glwd»U8= 

(8)  r=.£-|>j,. 


Die  SptriiiMg  drüidrt  8ieh  demgemli»  SosderM  einfaGh  ah  eiM  liileaM 
Funktion  von  der  Ordinate  des  zugehörigen  Guryenpflnht^a  auBi  lerlegei 
wir  sie  näth  den  füditung^n  der  beiden  ^Uen,  ao  ist  der  Ausdruck  für 

d'X 

die    Horizontalspannunfg   7— p-,    und    der    Ausdruck    fär   die    Yertikal- 

Spannung  I-j^,  indem  btfkaonUich  -^  und  -~-  die  Ooaious  der  Win- 

kel  bezeichnen ,  ^welche  die  Riclitung  der  Spannung,  d.  l^,  die  Berührungar 

linie,  mit  den  Aien  der  x  und  y  einschliesst    Nun  folgt  aus  dea  GliHf- 

efaoifgeit  (S)  mfd  (4) 

dx  ^  Kcosa 
d$  ~"  K — fy 

dy ,   ^{K — py)'— ;ir^co<^a  _^  Etina — ps 

■Sr~-  X-py  "•      K-n    • 

und  wir  erhalten  demgemäss  die  Componenlen  der  JSpannung 

(9)  T^^Xcosol;  T~*=K8ina—p8. 
as  Qt 

Die  Deqtung  dieser  Resultate  ist  einfach.    Das  erste  giebt  aMgenblicklich 

folgendes  Theorem: 

Die  Horizontalspannung  auf  einer  Kettenlinie  ist  füF 
alle  Punkte  dieselbe,  nämlich  die  horizontale  Con)ponente 
des  Widerstandes  in  den  Anfhängepnnkten. 

Um  zur  DetttQiig  de$  aweften  Resultates  zu  gejangen,  bemerke  maOt 
dass  zufolge  PöMirel  (4)  die  Bogenlänge 

^  P 

wird:  mithin  muss  Kim»  das  Gewicht  des  Bozens  ES  bezeicboen  UMi 
drückt  die  Differenz  Ksina — pt  das  Gewicht  des  Bogens  £5  aus.  Man 
daff  daher  niia  den  toltendan  Sata  ausaprecheä: 

Di^  Vertikalspannung,  welche  in  einem  beli^bi^ei^ 
Punkte  der  Kettenlinie  stattfindet,  ist  gleich  dem  Qe- 
Wichte  des  unter  ihm  befindlichen  Theiles  der  Kette^  die- 
selbe bis  zum  tiefsten  Punkte  gerechnet. 

Ehe  wir  die  Betrachtung  der  Kettenlinie  abschliessen ,  wollen  wir 
noob  di0  gMMudiche  Form  iMrieüeft,  in  wdkhotf  sie  Ascmirt  «i  werdieilr 

10* 
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pflegt.    ZuQädist  kehre  mao  die  Gleichuag  (7)  ia  Bezug  auf  4ie  Tariabelo 
s  und  jf  um.    Man  erhält  hierdurch 

(10)  K-fy  =  K  ^  ~^"""  e*^  +  Jg  ^  +g*^*°  ,~ '^. 
Nun  führe  man  die  neuen  Coordinaten 


K—fy       T      j,  JTcosa  , 


€Osa 


p  P  P  1— atna 

ein,  d.h.  man  setze  in  die  vorige  Gleichung  K — ptj  statt  py  und  £  + 

jn_- ; —  glatt  X  ein,   und  setze   noch  qm  der  AbkörxoDg 

p        '   1  —  stna 

willen 

.       Kcosa 

Alsdann  erhält  man  nach  mehrfachen  Reduktionen  die  transformirte  Glei- 
chung der  Kettenlinie: 

Im  Betreff  des  Coordinatensystems ,  auf  welches  diese  Gleichung  bezogen 
wird,  ist  zu  bemerken,  dass  die  Richtung  der  neuen  Axen  der  Richtung 
der  allen  Axen  parallel  ist.     Dagegen   ist,    da  die  Werthe  ^ssO  und 

a?  = lg  ^ . —  einander  entsprechen,  der  Anfangspunkt  in  der 

Richtung  dier  Axe  der  x  um  die  Strecke  lg  -i : — -  fort^erüdt: 

p  1— 4wia        ^ 

die  Axe  der  rj  ist  also  die  Vertikale,  welche  durch  den  tiefsten  Punkt  5 
der  Curve  geht.     Die  Ordinate  des  neuen  Anfangspunktes  auf  der  be- 

K 

zeichneten  Vertikale  ist  y  ^  — ,   da  dieser  Wertb  der  Annahme  rj  = 

^  =  0  entspricht:   sie  ist  so  gross  als  die  Länge  •Ines  mit  der 

Kette  gleichartigen  Fadens  ausmacht,  dessen  Gewicht  der  Widerstands- 
kraft jT  gleich   ist.     Für   den   derartig    bestimmten    Anfangspunkt   bat 

■ 

man  zufolge  der  Gleichung 

T 

P 
die  merkwürdige  Relation,  dasa  die  Ordinate  ij  genpidet«  dJA  Upge  eiaai 
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floldien  Tbeiks  der  Kette  darsteUt,  dessen  Gewicht  die  Spannung  f  ih 
dem  bezüglichen  Curvenpunkte  erzeugt.  Die  Cemponenten  der  Bpannmi^ 
T=pr]  sind  die  veränderliche  Kraft  pa,   wenn  man  den  Bogen  LS  mit  a 

bezeichnet,  und  die  constante  Kraft  Keota=p^f]^  —  a\  Hithin  erhellt 
die  bekannte  Eigenschaft  der  Keltenlinie,  derzufolge  der  Ausdruck 

jjt  —  ßX 

eine  constante  Grösse  bleibt,  wo  immer  der  Punkt  L  auf  derselben  an- 
genommen  werden  möge. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  man  in  der  trans- 
formirten  Gleichung  fUr  die  Potenzen  der  Grösse  s  die  respektiven  Rei- 
hen einführt,  ohne  Weiteres 

i7-/i^H-  j  2   ^j-h  1  2.3.4    A*"^"  / 
folgL    Da  K  im  Allgemeinen  eine  ziemlich  beträchtliche  Grösse  sejn  wird, 

so  ist  -r-  eine  so  kleine  Grösse,  dass  man  ihre  höheren  Potenzen  ver- 
n 

nachlässigen  und  mithin  .  .     I 

gesetzt  werden  darf.  Die  Kettenlinie  wird  daher  in  vielen  Fällen  geradezu 
als  eine  Parabel  angesehen  werden  dürfen. 

Es  bleibt  nun  noch  die  Bestimmung  der  Con^tanten  K  und  a  übrig, 
welche  von  der  gegenseitigen  Lage  der  P'unkte  JT  und  JT*' abbSh'gi^hl 
Denken  wir  uns  grösserer  Einfachheit  willen  die  Linie  KP  geradezu *ials 
Horizontale,  so  kommt  es  darauf  an,  was  wir  als  gegeben  annehmen; 
Sei  die  Länge  der  Kette  und  die  Entfernung  der  beiden  Aufliängepunkti 
gegeben,  nämlich 

KSK'^21,  KK'-2d', 
so  können  wir  uns  die  beiden  Constanten  K  und  o  berechnen ,  d.  b.  die 
Grösse  des  Widerstandes,  welchen  die  beiden  Aufbängepmikte  zu  erti^en 
haben,  und  die  Richtung,  in  welcher  er  geleistet  wird.    Für  den  tiefsten 
Ponkt  der  Kette  ist  die  Bogenlänge  ' 

■ 

p 

wo  p  dne  I«iciit  bestimmbare  Constante  baseit^et;  oimlicb  lia  ist  dM 
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€rewidit  der  faoien  KeU«  dif klirt  durch  das  Mhm  Hirer  Ltage.  Fcnw 
haben  wir 

and  diese  Gleichung  durcb  die  vorige  di?idirt  giebt: 

d 

y  =  cotalg€ot(4i^—^a) 

oder,  wenn  man  wegen  der  leichteren  Berechnung  zu  den  Briggi'scben 
Logarithmen  übergeht: 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  a,  sei  es  in  Pörtn  einer  anendficben 
Reihe  oder  durch  Näherung,  bestimoien^  Im  letsteren  Falle  kann  man, 
um  eine  erste  Näherung  zu  erhalten,  sich  das  eosa  und  mithin  auch  das 
a  selbst  Termfige  der  Näherungsformel 

eos^a  —  4c0f  a  H — j-loge^Ü 

bestimmen,  welche  sich  leicht  aus  der  ?orhergehend'ed  herleiten  Hast, 
wenn  man  bedenkt,  dass 

1  +  f  in  a 


log  cor  (45*— 4a)  ^ilog 


1  — finä 


■  ^a^^  A4AB       ^M 

ist,    für    log-z : —  =  'j(l  +  «»«)  —  log(l  —  $ina)   die  Reihen- 

X  —  stncK 

^twickehiDg  seUt  und  alle  höheren  Potenzen  von  atna,  als  die  dritte  io 

solcher,  ?ernachMssigt.     Die  Benutzung   der  bezeichneten  Gleiehnnf  iat 

insbesondere  in  allen  solchen  Fällen  ▼ortheUhafI,  in  denen  a  einen  Win* 

^el  un^r  4$®  bedeutet. 

Um  ein  specielleres  Beispiel  zu  haben,  sei 

2i  =  30',  2i  =  10'  also  ylojfe  =  0,1 44765- 


Qierdurcb  wird  die  Gleichung,  die  wnr  auflteen  müssen: 

coca  to5co^(45*—ia)—0,144765=a0. 

Um  zuerst  eine  oberflächliche  Näherung  z»  erbalteq,  iinteraiiohaa  wir  4i« 
Wurzeln  unserer  cubischen  Ilülfsgleicfaung  für  cosa.  Die  einzige,  deren 
absoluter  Werth  kleiner  als  die  Einheit  ausfällt,  liegt  zfriscben  -^  und  f 
Md  <«raf  näher  an  der  ktaUrcn  Zahk    Dahtfr  nehmen:  wir  dkn  n  cosn 
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=1  gehörigen  Winkel  a=:  88^40'  als  enteo .  Cfeomertb  an*  Durch 
dessen  Substitution  gehl  die  rechte  Seite  unserer  Gleichung  in  — 0,005242 
über,  so  dass  er  schon  ziemlich  nahe  kommen  inuss.  Da  er  zu  gross 
ist  (nämlich  för  0=0  ergiebt  sich  der  Werth  des  tsrsten  Gliedes  links 
nach  der  bekannten  Methode  der  Differentialrechnung  CXD.0^1,  so  dasS 
der  Werth  der  ganzen  rechün  Seite  positi?  ausfallt;  mithin  findet  zwi- 
schen a=0  und  0=83^40'  ein  Zeichenwechsel  statt,  oder  mit  anderen 
Worten,  die  gesuchte  Wurzd  liegt  zwisdheri  diesen  Werthen),  so  ver- 
suchen wir  es  mit  der  Substitution  a»83*,  vermöge  deren  man  Aie 
Zahl  +0,004236  als  den  Werth  rechts  bekommt.  Hithin  entsprechen  den 
beiden  Grenz  werthen 

a  =  83*,  83M0' 
die  beiden  Werthe  der  rechten  l^eite  unserer  Gleichung: 

+  0,004236,  —0,005242. 
Da  wir  offenbar  schon  ziemlich  nahe  an  das  richtige  Resultat  fi\eran- 
streifen,  so  döifen  >tfar  «Ue  Oiäereozen  zwischen  nähe  bei  einander  lie- 
genden Substitutionen  als  nahezu  proportional  mit  den  Differenzen 
zwischen  den  bezOgliciien  Werthen  der  linken  Seite  annehmen  und  es 
ist,  wenn  man  noch  tf  ^ 8S^/f' setzt : 

83 0 40'  —  83* :  83*/?'  —  83*  =  —  0,006242 — 0,004236 : 0  -  0,004236 
oder 

40':^==9478;4236,  also  /J==.18'. 
Nunmehr  madien  wir  die  beiden  Substitutionen: 

a  =  83n8',  83M9' 
und  finden  als  respektive  Werthe  der  linken  Seite 

+  0,000030,-0,000187. 
Setxeb  wir  dirfier  as83«lr8'/S  so  gilt,  da  ^ 

0,000030  +  0,000187  =  0,000217 
isC,  die  Proportion 

80'' :  ;^  s=  0>0e«21 7 : 0,000030, 
woher 

y=8"  also  a  =  83«18'8" 
folgt.    Jetzt,  da  a  bestimmt  ist,  hält  es  nicht  scliwer,  den  Ausdruck  für 
K  gleichfalls  zu  berechnen.    Man  bedient  sich   hierbei  einer  der  beiden 
Gleichungen : 
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»= r »  » == 


j>  %  e  p 

Z.  B.  die  letzte  giebt,  wenn  p  =  2£r.  gefunden  wird, 

%ir=  1.480095,  ir=  30,206«: 
Es  möge  beiläufig  noch  die  grOssle  Tiefe  der  Kette 

ÄS— i££i?lifL 
p 

ffir  den  Torliegenden  Fall  angegeben  werden.    Man  findet  dieselbe  gleich 
13,345. 

Die  LSnge  der  Kette  dürfte  in  der  Praxis  wohl  nur  selten  gegeben 
sein.  Weit  näher  liegt  es  vielmehr,  dass  die  Entfernung  d  der  beiden 
Aufhängepunkte  und  die  grösste  Tide  h  gegeben  ist,  indem  die  Auf- 
hängepunkte K  und  E*  als  auf  denselben  Horizontalen  liegend  betrachtet 
werden.  Die  Bestimmung  ?on  K  und  a  ist  alsdann  in  den  beiden  Glei- 
chungen 

Ä=r i —    i^  {ff cor (45®-— 4 o) 

p  p        ^      ^  * 

enthalten,  aus  deren  Division  noch  die  dritte  Gleichung 

d  cosa      -        ,.-^      ,    , 

h       2«tn'^a    *       ^  « 


=»<"'M.-i)',-|^ 


folgt.  In  der  letzten  Gleichung  kann  man  auch  noch  auf  der  rechten 
Seite  die  gleichgfliende  logarithmische  Reihe  einföhren,  wodureli  dieselbe 
nach  einigen  leichten  Transformationen  folgende  Gestall  bekommt: 

Die  Reihe  rechts  ist  immer  convergent,  weil  der  Winkel  a  niemab 
grösser  als  90*  werden  kann;  sobald  er  die  Grösse  von  45*  nicht  be- 
deutend überschreitet,  wird  die  Beschränkung  auf  nur  wenige  Glieder 
der  Reihe  vollkommen  genügen.  Nachdem  a  vermöge  dieser  letzten  oder 
der  vorherg<>henden  Gleichung  berechnet  ist,  lallt  die  Bestimmung  der 
zweiten  Constanten  K  nicht  schwer. 


IftI 


Ffinfte  Torlemmy. 

Das  PrlBcip  der  firtieUea  GescliwiadlKkelt. 

S.  17. 

Man  hat  bekanntlich  das  ganze  Gebaode  der  Statik  auf  3  Principien 
sirt:  auf  das  Princip  des  Hebels,  auf  das  Princip  des  Parallelogramms 
r  Krade  und  auf  das  Princip  der  TirtueJIen  Geschwindigkeit,  Die  bei«- 
Q  ersten  Principien  haben  wir  vollständig  kennen  gelernt:  wir  müssen 
im  lu  dem  letstem  übergehen,  welches  Ton  Lagrange  in  seiner  Micanique 
lalytique  an  die  Spitze  gestellt  worden  ist. 

Wenn  man  irgend  ein  System  von  Punkten  und  daran  wirkenden 
iflen  hat  und  diesem  Systeme  eine  unendlich  kleine  Bewegung  mitt- 
eilt, so  wird  offenbar  jeder  Punkt  einen  unendlich  kleinen  Weg  be- 
breiben, und  diese  unendlich  kleinen  Wege  nennt  man  die  augenblick- 
hen  oder  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte  Dieses 
rausgesetzt,  kann  das  in  Rede  stehende  Princip  wie  folgt  ausgesprochen 
Tden : 

Wenn  die  auf  ein  System  Ton  Punkten  wirkenden  RrSfte 
,  Pa«  P«,  •••.  sind,  und  wenn  man  die  einzelnen  Wege  der 
nzelnen  Punkte  für  einen  unendlich  kleinen  Zeitraum,  d.b. 
re  virtuellen  Geschwindigkeiten  auf  der  Richtung  der 
rschiedenen  Kräfte  projicirt  und  diese  Projektion  es 
irch  j)|,  p2'  Pi«  ••••  bezeichnet,  so  ist  das  System  von  Krftf- 
n  im  Gleichgewicht,  wenn  die  Gleichung  stattfindet: 

b.  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Kräften  in  die  Pro* 
ktionen  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Anhef* 
ngspunkte  auf  die  Richtung  der  Krftfte  muss  gleich  0  sein. 

Diese  Projektionen  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  sind  positiv  oder 
gativ  zu  nehmen,  je  nachdem  sie  auf  der  Richtung  der  Kraft  selbst 
er  auf  deren  Verlängerung  liegen. 

Bevor  wir  den  allgemeinen  Beweis  für  das  Princip  geben,  wollen 
r  es  für  mehrere  einzelne  Fälle  dadurch  verifidren,  dass  wir  die  be- 
nnten   Bedingungsgleichungen    des   Gleichgewichts    vermöge    der    An- 


Wendung  dieses  Princips  uns  herzuleiten  Tersuchen.     Zuntchst  geschehe 
dieses  mit  dem  Principe  d^  flabals.  , 

a)  Wir  denken  uns  irgend  einen  Stab  mCmf  in  dem  Punkte  C  unter- 
stützt und  an  dessen  beiden  Endpunkten  mögen  die  Kräfte  P  und  P'  wir- 
ken. Wenn  man  diesem  Systeme  von  materiellen  Punkten  eine  unendlich 
kleine  Bewegung  mittheilt,  so  kann  dieselbe,  da  der  hrnkt  C  unterstützt 
ist,  nur  in  einer  Drehung  der  starren  Linie  ikÖn'  um  den  PMkt  (7  be* 
stÄen ,  venhdge  derM  Aie  letztere  in  dre  Lage  nCh*  versetzt  *werdeff  soll 
Nun  nile  itian  na  X  P6  und  n'af  J.  P'h' :  so  stelleti  offenbar  die  bei»* 
hbgen  Mi  und  mV  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Punkte  iH  ttaiHf 
dar  und  ma  und  m*a*  sind  die  Projektionen  dieser  unendKdi  kliinea 
Wege  auf  den  Dichtungen  der  KrSfte  P  und  P*.  Bezeichnen  wir  diesd- 
hetk  niit  p  nai  p',  so  wird  zufolge  der  getroffenen  fJeftereihkotift  für  nth 
tere  Figur  ma  ~  p,  weil  es  aui  der  Verlängerung  ton  Pin  liegt,  an  und 
für  sich  negaftiv,  dagegeü  m'a*  ^  p',  weil  es  in  die  Richtung^  der  PW 
hfneinrällt,  an  und  ftkr  sich  positiv  sein.  Ihrs  Princip  der  tirtneReD 
ChBsdiwnidigkfeiteti   wird   daher   tut  unsem  specii^n  Fall   sich  in  der 

Gleichung: 

^  Pp  +  Fp'  ±:zti 

iiüsdpt'echeti.  ütn  dr^se  Gtercbtft]^  in  geeigneter  Weise  umzulbrmttt  ift^ 
tteftefl  wir,  dass  die  Wege  mn  und  mV  concetatrisdie  KrcSsbfigeri  fSoä, 
Mtehe  zu  gleüchen  M^inketb  gehören  und  sich  ühhtt  wie  üt  tiigäiflrig^ 
lUdieu  verMdten :  ttiithin  daif  man 

Cm       Om* 

setzen.  Ferner  sind  die  ebei»  gfenSiniHen  60gen  oneMlich  kleine  Grössen 
und  dürfen  diemgemäss  als  Gerade  betratAtet  werden,  welche  ätf  den 
respektiven  Radien  Cm  und  Cmf  seUkrecht  stehen.  Daher  föllgt,  am 
Gleidiheit  zweier  Winkel,  di^  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  <^m  und  Mi. 
sowie  der  Dreiecke  Cb'mf  und  a'm'nf.    Mithin  hat  man 

^''^  fi^  *'^^  mo  =  ZT-  .  (76  =  ^.  CT 

mn         Vm  om 

S^BfiBen  vir  «^  gefundenen  Werthe  f^  p^  mä  mAf  ^  wf^  ^ 


^  1»  » 

unserer  obigen  Be^ngunglgtekifdilg  «te,  »o  ithäUfn  "wk  ^^  FfiCb  4- 
F.t.Cb'  =  0  öder 

P.Cb  :r,  p'.CT^ 
d.h.  wir  erhahea  die  Yen  firOber  kekadtitd  Bedingongsgleidrang  fQr  das 
Gleichgewichl  am  Hebel,   welphe  die  Gieicbheii  der  sta(i0(teo  Momente 

h)  Der  xweite  Fall ,  den  wir  besonders  belfacbten  wollen ,  betrilR 
das  Okiehgewicbt  eines  Fnnktes ,  in  wekbem  YersebiedeM  Krflfle  aiigt^ 
fen.  Derselbe  ist  deswegen  beinerkenswertb,  weil  blei^  >die  Bewegung, 
ohne  dass  das  Princip  aefböre  an  g^n,  ^mSh,  eine  end^be  sein  darf. 
Mögen  also  auf  den  Pfmkt  M  die  Kräfte  P,  P|»  iP,,  ^.•.•.  wirken,  de- 
ren Winkel  mit  den  Axen^  der  4^,9» «  i^sjjehlife  a,  Jf,  y;  «i,  ft,  yr, 
^ »  ßt'  Yi^  •  •  •  •  9%\m.  I)ie  RiehtiMig  nun  ^  in  w^ldier  wir  den»  PMihte 
citia  sei  es  tinendtteb  klein«  oder  endliche  Bewegung  ertbeilen,  ist  te^H^ 
kommen  willkMicb,  Weil  uns  nidits  zu  einer  «insthrlnkeitdett  Bestimmung 
nötbigt:  sie  sdUieese  mit  den  i  Coordina(«naien  die  Winkel*  «,  b,  c  ein 
und  möge   durch  die  W&glänge  v  geschohett.    llszeichnen  wir  noch  die 

PrifeklHHieii  dieses  Wbges  auf  jeder  der  Kraftricbtimgen  milp,)^,ps, , 

fo  BUS«,  sofern  «nser  Prittcip  Gültigkeit  bat,  wen»  4er  funkt  H  im 
Qleiqbjewichte  verharren  soll,  die  Gleichung 

Pp+PtPi+PtPi  +  PiPi  +  '^'-O 
Statt  hab^n.    Skiireibeif  wfr  sie,  Krle  folgt,  übt 

•  f 

so.  bedeuten  die  Quanti^iteii  -,  ^y^, ....  offenbar  die  trigonometrischen 

V      ff        9 

CoMtittit  tfet  Witikel ,  welche  die  Projektionen  p ,  pi ,  p, ,  ....  mit  deib 
pföjekHrten  #ege  v  einscUiessen ,  nnd  nadi  einem  befkantiten  Tbeorette 
der  anaijtiseben  Geometrie  werden  dieselben  durch  fbfgeäde  Gleiehuhgeb 
bestimmt : 

P 

~  =  C05  a  cos  a  +  cos  ß  cos  b  +  cosy  cos  e 

V^  ^  cosqi  cosQ  +  cosß^  cQsb  +C0sy^  wf, 

^  •      •     • 
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Die  SobstitatioD  dieger  GleichungeB  in  die  vorige  giebt: 

(Pco5a  +  P|  cosai  +  P,  cosa,  + )w$a 

+  (P cosß  +  P,  cpsft  +  P,  cd»/J,  +  . . .)    eosh  \  =  0. 
+  (Peoty  +  Pf  cosy^  +PiCO$yt  +  *'*')   co$e 

Die  Winkel  er,  (,  c  sind  willkOrlich,  weil  die  Richtung,  der  sie  ao- 
gehören,  gieichfalls  willkörlich  ist.  Die  vorher(^ehende  Gleichung  soll  Kr 
alle^  mögliche  Werthe  yon  a^b^e  besteben:  damit  dies  eiotretes  könne, 
JIAHSs  noihwendig  jeder  der  Coefflcienten  von  co$a,  coi6,  €0$e  versdiwm- 
den,  d.h^  es  muss  gleichzeitig 

Pcosa  +  Pf  cof  CTj  +  P,  eosoi  +  ••  •  n  0 
Pcoj /J  +  P|  C0»/?|  +- PyOOS  A  + . . . «  • 
Pcoj  y  +  P|  CO»  yi  +  Pj  C05  y,  + . . .  =  0 
sein.    Dies  sind  die  bekaonten  Beiiingungsgleichangen  für  das  Gleicbge- 
wicht  eines  Punktes,  welche  mithin  vermöge  des  Principes  der  virloeliMi 
GeschwiDdigkeiien  sich  in  eine  einsige  zusammenziehen  lassen. 
Uebrigens  ist  es  leicht  zu  zeigen ,  dass  die  Gleichung 

nicbt  bloss  eine  nothwendige,  sondern  auch  eine  hinreicbends  BedingiDg 
des  6leiebgeii?iehtes  sei.    Denn  wenn  man  sie  sich  durch  die  Grösse  f 

dividirt  denkt,  so  ist  ein  Ausdruck,  wie  P  -,  ofienbar  weiter  nidits  ab 

die  Composante  der  Krall  P  in  der  Wegrichtung  v:  sia  drückt  mithin  aiii 
dass  die  Seitenkräfle  der  geriebenen  Kräfte  P,  P|»  P«....»  welche  sich 
auf  die  eben  bezeichnete  Richtung  beziehen,'  zusammengenommen  sid 
vernichten  müssen.  Dieses  ist  nun  einmal  nothwendig,  damit  Gleid^^ 
wicht  sei,  weil  sonst  eine  gewisse  Geschwindigkeit  sich  erzeugte,  welche, 
da  sie  durch  keine  gleiche  und  entgegengesetzt  gerichtete  Gescbwindii^eit 
aufgehoben  wird,  den  Punkt  nothwendig  forttriebe:  weiter  aber  istfsanck 
hinreichend  für  das  Gleichgewicht;  denn  wenn  keine  Bewegung  in  einer 
willkürlichen  Richtung  eintreten  darf,  so  ist  sie  überhaupt  in  gar  keiiier 
möglich  oder  der  Punkt  bleibt  in  Ruhe. 

8.  18. 

Denken  wir  uns  jetzt  ein  beliebiges  System  von  Punkten  flN|,ffi|,.«*t 
auf  welches  gewisse  Kräfte  Pi»Pt«  ••••  wirken :.  so.  wirktauf  jeden Pookt 
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II  zuoiehst  die  Kraft  P,  weleha  unmilttlbarian  ihn  angebrad^t  ist,  Aber 
louerdem  nooh  eiae  Anzahl  andrer  ftrSfle,  welche  von  seiner  featen  Ver- 
binduag  aiit  den  übrigeii  Punkten  herrQhren,  indem  die  Wirkung  der  an 
den  übrigei  Piiokten  angebrachten  Krüfte  durch  diesen  Zusammenhang 
auf  ihn  öberlF^n  wird.  Wir  können  den  Einfluss  der  an  dtü  ftbrigen 
Pliiiktea  angebrachten  Kräfte  auf  den  Punkt  m  passend  ab  die  Spannung 
dieses  Punktes  bezeichnen.  Mitliin  wird  jeder  Punkt  durch  jeden  anderen 
eine  gewisse  Spannung  erhalten  und  wir  wollen  diese  Spannung  zwischen 
ä  Punkten  durch  die  Einführung  eckiger  Klammern  bezeichtteti,  in  welche 
binein  wir  die  betreffenden  beiden  Punkte  setzen.  Zufolge  dieser  Be- 
Ecidinung  ist  offenbar 

denn  wenn  Gleichgewicht  stattfinden  soll,  so  muss  die  gegenseitige  Span^ 
DUDg  ToUkommen  gleich  ausfaUen.  Femer  soll  die  Entfernung  zwischen 
den  beiden  Punkten  nh  und  w«  in  ähnlicher  Weise  durch  rundliche  Klam- 
mem angezeigt  werden,  also  in  dem  angedeuteten  Falle  ist  ihr  Ausdruck 
^Mv ,  ffi« )  und  wiederum 

(wh  ,  «Wi )  a=  (m, ,  m« ). 
Wenn  man  nun-  dem  ganzen  Systeme  eine  unendlich  kleine  Bewegung  mit- 
teilt, so  wird  man  sich  bei  solchen  zwei  Punkten,  wie  m«nnd  nu  ,  eine 
dreifache  Bewegung  denken  können:  nämlich  es  bewegt  sich  entweder 
bioB  m» ,  oder  bios  m, ,  oder  beide  Punkte  ändern  ihre  Stellung  gleich- 
Eoitig.  Wir  bekommen  dadurch  eine  dreifache  Aenderung  ihres  Abstandes, 
deren  Betrag  wir  wie  folgt  bezeichnet  wollen : 

-^»  (nttp  m,),  J*  (in,,  m,)i  d  (m,,  «#). 
Zwisdien  diesen  drei  Deltas  gilt  die  Relation 

J  (mi,,  m,)  =  z/^  (mp,  m,)  +  ^  (mp,  iw,), 
deren  Richtigkeit  sogleich   erhellt,    wenn  man  erwägt,    dass  ea  sich  biet' 
doch  Mir  um  unendlich  kleine  Veränderungen  in  den  Stellungen  der  An- 
beftungspunkte  handelt 

Denken  wir  uns  zunächst  einen  Punkt  m^  fizirt,  so  wirkt  auf  diesen 
als  ihren  Anheftungspunkl  die  Kraft  F|,  ausserdem  die  Spannungskräfte 
[«}|  r  nit] ,  [flii  t  «h]  9  [tut  9  m«]  • .  • . ,  indem  nach  jedem  folgenden'  Purikte 
eine  gewisse  Spannung  stattfindet,  yermöge  deren  der  erste  Punkt  affl-^ 
cirt  wurd«    Jetzt  werde  dem  ganzen  System  und  folglidi  tilih  dem  be- 


tf-acbteteii  fusktß  eioa  gewisM  iiMieDdiicb  Ueine  ßenagüiig  eHftcik  mri 
der  Weg  des  Punktes  mg  aul  die  Ricbtun^eii  der  bexelobBetcii  Ertte 
pyrojjcirt  und  die  Projeküppen  l^cd^glieh  mit  Fl,  In,  ^t  14» ....  hfeaeiduiet 
Dann  wissen  wir  nadi  dep  leUten  der  beiden  m  YOtigeti  Paragraphen 
behandelten  Fälln,  Tür  wel<Ae«  wir  das  Priadp  Aer  vicItKrilea  fiesdiwin«* 
dijjkeit  Tellsündig  dargethan  haben,  wenn  der  Ponkl  im  GMcfagewichCi 
ist,  so  ist  zu  dessen  Ausdruck  d^  Bedingung^gMchmig 

ebensowohl  erforderlich  als  hinreichend*  BetrsAbteii  ^r  hier  die  Omih 
titAten  t^ft^yU**'*-  näher.  Der  Punkt  «1  mOge  durch  di»  ihm  ertheSte 
unendlich  kleine  Bewegung  in  die  Lage  n  (Fig.  XXXUL)  ifwsBfst  werdta; 
so  wird  miii  eine  unendlich  kleine  Gr6sse  und  ebenso  die  senkrechte  Pro- 
Xektion  mga  dieses  Wege»  auf  die  Gerade  i^iiii,  welche  offenbar  aiti  d« 
Spannungsrichtuug  der  Kraft  [nii,  «isJ  zusanunenfälU.  MtUiia^iatai^aT^toBd 

weil  die  Grössen  ai^a  und  nm^  nur  um  eine  unendUeh  kleine  Gttae  tob 
einander  verschieden  sind  und  daher  geradezu  aie  gleich  angesehea  w«- 
den  dürfen.  Nun  ist  mifn^  die  EnffeEniing  (9it«i9is)  und  nmt  dieEntfer» 
nung  (ti,  04) ,  welche  durch  die  Aenderuag  der  l«ege  des  Punktee  ai|.  ea^ 
standen  ist:  mithin  ist  die  Differenz  fiii^ — nett  def  Beürag»  mn  welche 
sich  der  erste  Abstand,  indem  er  i^  den  jBweUna  fibergva^f  teiyiweft 
oder  verkleinert  bal  und  wir  haben  zufolgie  der  eingeföhttea  Bezeiohneag 

Analoge  Ausdrücke  erhalten  wir  füi?  ^itl«,-»««.  und  indem  «it  diese  is 
unsere  Bedingungsgleichung  subsütuiren,  bekomn^en  wir: 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  eshalten  wir  als  die  Bedingungsgleichungen  für 
das  Gleichgewicht  der  i^irigen  Punkte  i%>mt,  ••••  uaseiea: Sjeieüse: 

APi  +  [«4»  «hl -^^(«t»  «i)  +  [»st  «rH]-4*(ii,*  mt).+ .-..^=»  • 
^iPi  +  [wi,»iJ//«(iii„m,)+[m.,mJ//«(ifi,^«l,)  + «• 


Indem   wir  alle  diese  Gleichungen  sMSAmmepaddfflcpiy  hakcp 
Folge  der  Relationen 


Glaichuiig 

+  [mi,m,]  |-^«l[iiij,m|)+-^*(mi,m,)|N  =  0 

+  

md  Uor  haben  wir 

-^*(»»i » tu,) +  ^*(mi ,  «4)  =  *(m| , mi), 
^Htti  >  fl^)  +  ^'<mg ,  flig)  =  d  (iit| ,  Uli) 


BO  das8  wir  auch  scbreiben  kOnnen 

■ 

+  [»Hf  »»*]  <J  (W| ,«»)  +  K,  m,]  d  (mi,  w,)  +  [ti^,  «Uli  («t» »%)  + 

Nun  mu8s  das  Syatem  wegen  der  featen  Verbindung  der 
P^akte,  durch  deren  Inbegriff  es  gebildet  wird,  bei  eintre* 
tender  Bewegung  das  Gleichgewicht  in  sich  bewahren,  oder 
e4.  darf  die  gegenseitige  Lage  der  einzelnen  Punkte  sich 
PI  Abt  ändern»  Damit  keine  Aenderung  eintrete,  müssen  die  Vari|itM>- 
H^  di^r  einzelnen  Entfernungen  oder  die  d(mi^mt)i  d(m|t  tilg),  d(«s, 
Mg),  •««••  für  sich  Terschwinden  und  in  Folge  hiervon  verschwindet  def 
zweite  aus  diesen  Deltas  bestehende  Theil  der  vorigen  Gleichung  und  wir 
erbfiten 

Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  diese  Gleichung  eine  notl^wendige  Fplgfi 
des  Gleichgewichtes  ist:  es  ist  noch  das  Umgekehrte  darzuthon,  dass  das 
Gleichgewicht  eine  nothwendige  Fo|ge  von  dem  Stattfinden  der  Glei- 
chung ist. 

Gesetzt  das  System  wife  nicht  im  Gleichgewichte«  trop^dem  d^ss  die 
Gleichung  erfüllt  wird;  so  können  wir  uns  doch  in  den  einzelnen  Punk- 
ten solche  dem  Sinne  der  Bewegung  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  Jl| , 
^li  Aa angebnacbt  denkßn,  dur^  der^a  Wifkung  ^ie^.fipiiKpgHQg  auf- 
gehoben und  das  System  jna  Gleichgi^wich^  komn^f*  Mithin»,  wenn  w 
dem  Systeme  eine  unendlich  kleine  Bewegung  erthe^efl  upd  diu  au  dafi 


—    160    — 

Kräften  R  gehörigen  Projektionen  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  mit  t 
bezeichnen,  muss  als  Folge  des .  Gleichgewichtes  die  Gleichung: 

PiPi+PtPt+PzPs  + I  ^  0 

+Ä|t;i+Ä,ü,  +  Ä,v,  + j 

errQIlt  werden.    Der  erste  Theil  dieser  Gleidiiing  yerschwindet  für  sich 

allein  nach  der  Voraussetzung,    die  wir  gemacht  haben:    es  folgt,  dass 

dann  auch  der  zweite  für  sich  allein  verschwinden  müsse  und  wirhabeo: 

Jl|  Vg  "|-  Äj  üj  +  Rg  ©!  +  ••••  =2{|; 

Nun  wirken  doch  an  ifi|  die  Kräfte  P|  und  Iti  nnd  pf  und  ü|  sind 
die  Projektionen  der  uni^ndlich  kleinen  Beweguüg  von  iff|  änf  den  respek- 
tiven  Richtungen  der  Kräfte  P|  und  Jl| ;  ebenso  verhält  es  sich  mit  den 
übrigen  Punkten.  Da  nun  alle  Kräfte  Jl  im  entgegengesetzten  Sinne  der 
Bewegung  angebracht  sind,  so  sind  alle  die  Projektionen  v  nothwendig 
auf  der  Verlängerung  der  Richtungen  der  P  enthalten  und  demzufolge 
nach  unserem  Uebereinkommen  an  und  n&r  sich  negativ.  Demnadi  kann 
die  letzte  Gleichung  nicht  anders  bestehen,  als  wenn  alle  die  einzeben 
Kräfte  Ji|,  A^,  /tj,  ....  für  sidi  Null  sind.  Es  könnte  den  Anschein  ha- 
ben, als  ob  einzelne  Glieder  der  genannten  Reihe  durch  die  Vorzeichen 
der  R  positiv  werden  könnten.  Das  geht  aber  darum  nicht,  weil  die 
Kräfte  R  hier  gar  nicht  weder  als  specifisch  positiv,  noch  als  spedfiscfa 
negativ,  sondern  lediglich  als  abstrakte  Masszablen  gelten:  der  Sinn  ihrer 
Riditung  kommt  in  dem  Vorzeichen  des  v  zum  Ausdrudie.  Da  demnach 
die  letzte  Gleichung  nicht  anders  gerettet  werden  kann,  als  indem  die 
einzelnen  Kräfte  Jl| ,  Ri,  • . . ,  welche  zur  Herstellung  des  Gleichgewichtes 
hinzugefügt  werden  müssen,  für  sich  verschwinden:  so  sind  die  ersten 
Kräfte  P| ,  Pj,  P, , . . ..  ftir  sich  allein  zureichend,  um  das  System  hi  Gleich- 
gewicht  zu  setzen,  vorausgesetzt  dass  sie  der  Relation 

Genüge  leisten.    Diese  Gleichung  ist  daher  die  ebensowohl  nothwen« 
dige  als  zureichende  Bedingungsgleichung  des  Gleichgewichtes. 

S.  19. 

Wir  wollen  ans  nun  aus  dem  Prhficipe  der  virtueUen  Gesdiwindigkät 
die  allgemeinen  schon  früher  gefundenen  6  Bedingungsgleicbrogeo  dei 
Gleichgewiehtes  herleiten : 


i 
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Denken  liir  um  irgeyd  einen  Pnnkt  m,  in  wetohem  eine  gewisse 
Eraft  P  wirkt  mM  nefttntn  in  der  Ricktung  dieser  Kntft  einen  besümib- 
ten  Punki  mit  den  Coordinaten  afi,e  en,  während  die  Coordinaten  des 
Punktes  m  jr,  f ,  s  sein  mögen :  abdann  haben  wir  fOr  die  Dietam  v  fwi- 
scben  beiden  Punkten: 

Theilen  wie  Mh  dem  Punkte  m  eine  unendlich  kleine  Bewegung  mit,  so 
kann  man  die  Projektion  p  dieses  Weges  auf  die  Richtung  der .  Kraft  P 
geradezu  gleich  dv  annehmen  und  dieses  vofatisgeselzt  folgt  aus  der  yo- 
rigen  Gieicliung: 

p=:4to=5— -— |JjB  +  ^ iJy+ dx 

oder,  da,  wenn  die  Winkel  der  Kraft  P  mit  den  d  Äxen  a^  ß,  y  sind, 
die  ftetationen 

jp — a  y — 6  ^    «  — c 

=  CO»C,^^ =:C08ß,    ssrCOir 

V  V  V      .  ' 

Statt  haben, 

p^cosm*  ds  +  co8ß.dy  +  co8y,d». 

Oieeen  Wertb  setaen  wir  jetzt  in  unsere  allgemeina  Bedingungsgleicbung 
des  Torigen  Paragraphen  ein  und  erhalten : 

Fi  (cosai  (te|  +  0M/S|  tfy,  +cef/|  <iti)  +  P,(c9f o^eirs  +co»/?,rfy, 

+  oe^y,  *»!)  +  . •••=0, 

wo  J^i,yi,S|  die  Coordinaten  der  einztfnen  Prnikte  bezefofan^n,  aufweiche 
die  Kräfte  P  wirkefi.  Denken  wir  uns  nnn  einen  ganz  beliebigeH  Punkt 
des  Systeme»,  dessen  Coordinaten  st,  f,  t  sein  soHen  vnd  den  wir  ak 
neuen  Anfangspunkt  nehmen,  ohne  dass  did  Riditnng  der  3  Axen  sich 
ändere:  alsdann  wefden  die  Coordinaten  ^|,  yi,«i  des  ^sten  Putiktes  in 
^  +  St  y +  7i»«+Ci  übergehen  und  ähnlich  wird  es  mh  mit  4e»  Coor- 
dinaten der  übrigen  PüHfcle  verhauen,  wobei  nnr  noch  efW*  tti  bemer- 
ken ist ,  dass  die  Cterdkiaten  $,  i^,  ^  sidi  mir  auf  die  gegenseitige  Lage 
der  AngriBsrpmlkte  b^tehen,  aber  ni^  mt  die  Lage  des  ganzen  Syste- 
mei  im  ASIg^ettieinen.  In  Folge  der  angezeigten  Svb«tit«rtioiMn  kommt 
die  letzte  Gleichung  auf  die  Form: 

11.  11 
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(PfCOsaf+Pt€0ia2+....)dx+P^cosa^d^f  +PtCQ$a^di2  +  ^ 

+  (Pj  coiyt  +P2C08yt  +  ....)dz  +  P^  cosy^  d^j  +P,co«yid£,+.... 
Nun  aber  ist  diese  Gleichung  eine  Bedingung  des  Gle^cbgewichU  der 
Punkte  des  Systems  unter  einander  und  also  unabbingig  von  der  spe- 
ciellen  Lage  des  Punktes  s,  y^  z  und  daher  auch  von  den  speciellen 
Werlhen  dieser  Coordinaten.  Demgemäss  müssen  die  CoefBGienien  der 
dx^  dy,  dz  einzeln  (ur  sich  verschwinden,  oder  es  ist 

P^cosa^  ^P^cosa^  +PtCO«aa  +  ....  =  0 

P,  cosyi  +P2C0«y2  +  PjC0jy,  + =  0. 

Dieses  sind  die  3  ersten  Bedingungsgleichungen,  deren  Existenz  anzeigt, 
dass  das  System  sich  nicht  in  irgend  einer  der  3  Axenrichtungen  bewegt, 
und  für  die  geradlinige  Bewegung  ist  es  klar,  dass,  wenn  ein  System  in 
keiner  der  3  Axenrichtungen  fortrückt,  überhaupt  keine  fortschiebeDde 
Bewegung  eintreten  kann. 

Um  zu  den  3  letzten  Bedingungsgleichungen  zu  gelangen,  welche 
anzeigen,  dass  keine  Drehung  um  irgend  eiue  der  drei  Azen  stattfindet, 
ertheile  man  dem  Systeme  zunächst  eine  Drehung  um  die  Axe  der  z  und 
betrachte  die  Coordinaten  x^  f ,  s  eines  beliebigen  Punktes  m  im  Systeme. 
Wir  erhallen  mit  Beziehung  auf  Fig«  XXXiV. 

xvsQCQsq),  g  =  q$inq),  sstnii, 
und  durch  Differentiation 

dx=sco8q>dQ — ydq>^  dg^tiinq>dQ+xdq>,  dz^=^dx. 
Nun  bleibt   die  Distanz  z  und  ebenso  q  während  der  Drehung  iinver- 
inderlicb:  indem  wir  deren  Differentiale  gleich  0  setzen ,  erhalten  wir 

daj  =  —  ydq>,  dy=^  +  xdq>,  (b  =  0 
als  die  unendlich  kleinen  Zuwächse  der  Coordinaten  von  «i,   wenn  das 
System  um  die  Axe  der  z  gedreht  wird. 

In  derselben  Manier  haben  wir  in  Fig«  XXXV. 

xs=^'sttia>,  z^q'coso)^  g^=g 
dx^iinofdq'+zdu},  dz=co8wdQ' — x<(<»,  dy^^dy^ 
und  wenn  das  System  um  die  Axe  der  y  sich  dreht,  also  dq'  und  df 
sich  annullirt: 

<to=3  +  «dw,  &  =  — xd(o,  (ly  =  0. 


—  im  - 

Eodych  für  Fig.  XXXVI.  ist 

d%=sintpdQ''  +  ydxfß,  dy:=C0Bipdif"—zdtp,  <to=0, 
und  die  Differentiale  werden  im  Falle  der  Drehung  um  die  Aie  der  x: 

d%=ydrfß,  dy^  —  zdxp,  (te  =  0. 
Dieses    vorausgesetzt    nehmen    wir    nun    unsere    allgemeine  Bedingungs- 
gleichung des  Gleichgewichtes,  nämlich 

Pi  (co5  0f|  (te,  +  co»/?|  dyj  +  co$y^  d%i)  + 
P^icosa^dx^  -^-cosßidy^  +  C08y^d%2)  +....=  0 
wieder  auf  und  suchen  ihr  die  Form  zu  geben,  in  welcher  sie  das  Nicht- 
stattfinden  einer  Drehung  um  die  Axe  der  z  anzeigt.  Zu  dem  Zwecke 
ertheilen  wir  dem  Systeme  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  ehen  diese 
Aie  und  setzen  die  ohen  gefundenen  dieser  Drehung  entsprechenden 
Werthe  von  dx,  <iy,  d%  ein.     Dadurch  bekommen  wir 

Pj  (— fi  CO» C|  +jrj  C08ß^)dq>i  +Pt(—!f%cosa^+x^cosß^)dq>^  + =  0. 

Nun  haben  wir  ein  System  von  unter  sich  fest  verbundenen  Punkten: 
wenn  dasselbe  um  die  Axe  der  z  gedreht  wird,  so  müssen  alle  Punkte^ 
eine  gleich  grosse  Drehung  erfahren  oder  die  Drehungswinkel  9)1 ,  9^, 
9)g  ....  der  einzelnen  Punkte  sind  gleich.  Die  Differentiale  dieser  Dre- 
hungswinkel gehen  also  durch  Division  aus  der  Gleichung  heraus  und  es 
wird 

Pi  (— yi  ^08 a^  +Si  co8ßi)  +  Pj  (— yjcosc,  +  Xj  C08ß^)  + =  0 

die  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  keine  Drehung  um  die  Axe  der  z 
statt  habe.  Aehnlicb  ergiebt  sich  die  Bedingungsgleichung  für  die  Ab* 
Wesenheit  jeder  Drehung  um  die  Axe  der  y,  nämlich 

Pi  («j  co«of|  —  Xi eo8 yi)  +  Pi(z^eo8a^ — x^co8y%)+  • ...» 0 
und  die  Bedingungsgleichung,  welche  anzeigt,  dass  um  die  Axe  der  x 
keine  Drehung  erfolgt: 

Pi  (yi  eo$y^  — «I  eo8ßi )  +  P,  (y,  cosy^  —  Zfeo8ß^)+  • . . .  =  0. 
Man  sieht,  wie  aus  der  allgemeinen  Gleichung  zwischen  den  virtuellen 
Geschwindigkeiten  sich  ohne  besondere  Mühe  die  3  Bedingungsgleichungen 
ergeben,  welche  die  Drehung  um  irgend  eine  der  3  Axen  negiren.  Es 
ist  noch  zu  zeigen,  dass  hiermit  die  Drehung  um  jede  andere  Gerade 
gleichfalls  ausgeschlossen  ist.  Dies  geschieht  vermöge  des  Nachweises, 
dass  die  Drehung  um  irgend  eine  beliebige  Gerade  immer  durch   eine^ 
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gleichzeitige  Drehung  um   die  3  Axen  ersetzt  werdeii  kann»    «nd 
umgekehrt  die  gleichzeitige  Drehung  mii  alte  S  Azen  mit  der  Drehung  um 
irgend  eine  gerade  Linie  gleichbedeutend  ist. 

Wenn  sich  ein  Körper  zugleich  um  alle  3  Axen  dreht,   so  werden 
die  Gesammtdifferentiale  der  Coordinaten  eines  Punktes  m  sich  aus  den 

« 

Werthen  der  Einzeldifferentiale  zusammensetzen,  welche  wir  oben  lür  die 
Drehung  um  jede  der  3  Axen  aufgestellt  haben,  und  es  folgt 

dx  =  — yd(p  +  zdWf 

iy^      sdq>  —  xdif), 

dz^  —  sd(o  +  gdxlß, 
wo  g>y  (0  und  tp  die  Drehungswinkel  in  den  3  Coordinatenebenen  be- 
zeichnen. Wenn  nun  die  Drehung  um  alle  3  Axen  mit  der  Drehung  um 
eine  einzige  Gerade  gleich  sein  soll,  so  muss  es  eine  Reihe  Ton  Punkten 
im  Körper  geben,  welche  dieselbe  Stelle  behalten,  deren  ContinuitHt  die 
Drehungsaxe  bildet,  und  för  diese  Punkte  muss  (2r  =  0,  dy^O,  d%^9 
sein,  ohne  dass  die  vorhergehenden  Gleichungen  darum  ihre  Gültigkeit 
verlieren.    Mithin  müssen  die  3  Gleichungen 

I  1  j^. 

xdg>  —  »dxfß=^Q\  oder  <      x  —  «^=0 

«  ,         ^  I  f  d%l^ 

—  xdw  +y(Ji^  =  0]  r^'^^rf^"® 

ohne  Widerspruch  zusammen  bestehen.  Dieses  isl  aber  ikatsächlieh  der 
Fall:  denn  jede  ist  eine  Folge  der  beiden  anderen.  Sie  drücken  daher 
eine  gerade  Linie  aus  und  jede  einzelne  die  Projektion  4wser  Ceraden 
an!  der  bezügiichea  Ceordinatenebene«  Mithin  giebt  es  bei  der  sasanune»- 
gesetzten  Drehung  um  die  3  Axen  zugleich  eine  Reibe  vmi  Punktea, 
welche  auf  der  bea^iehneten  nBverändetliehea  Geraden  Ueibos.  Diese 
Gerade,  um  welche  der  Körper  dreht,  beisst  die  momentane  Dre- 
hungsaxe. Umgekehrt^  wenn  eine  solche  Drehungsaxe  eiialirt,  se 
kann  diese  Drehung  immer  durch  eine  Brehiing  uns  4ie  3  Axen  zugkich 
ersetzt  werden.  Mithin,  sobald  ein  Körper  um  keine  der  3  Axen  dreht, 
so  dreht  er  überhaupt  nicht  und  die  drei  letzten  ohigea  Bftdanguogs- 
^eichuttgea  drücken  daher  aus»  daaa  uasea  Sj^tan  fon  nalariellea  Pnnk- 


t«n  iB  keiner  Weise  dreht  Zufeige  der  9  ersten  Bedtogugeg^iolnncift 
ist  snch  eine  fortschiebende  Bewegung  onmöglich:  dengeiniss,  da  keine 
andere  Bewegung  ab  eine  drehende  oder  eine  fortschiebeade  oder  eine 
aus  diesen  beiden  zusammengesetite  gedacht  werden  kann,  ist  das  Systani 
init  Nolhwendiffkeit  im  Gleichgewichte. 

S.  20. 

Aus  dem  Vorigen  tritt  klar  hervor,  dasa  das  Princip  der  rirtuellen 
Geschwindigkeit  wesentlich  auf  der  WillkC^rlichkeit  der  Ver- 
rflckungen  beruht,  die  mit  dem  Systeme  ton  materiellen  Punkten  vor- 
genommen werden.  Indem  aber  diese  Willkürlichkeit  ier  ein- 
sIgenBeschränkung  unterworfen  bleibt,  dass  sie  den  festen 
Znsammenhalt  des  Systems  in  sich  nicht  aufhebe,  so  folgen 
in  jedem  etnselnen  Falle  gewisse  Bedingungsgleichnngen, 
welche  die  unveränderliche  Natur  dieses  Zusammenhanges 
ausdrflcken  und  welche  mit  der  Gleichung  zusammen,  die  sich  un- 
mittelbar aus  dem  Principe  her  ergiebt,  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts fiir  den  betrachteten  spedelien  Fall  enthalten.  Um  die  Methode 
auf  eine  allgemeine  Form  zu  bringen,  ist  es  angemessen,  das  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeit  in  der  Form  sich  analytisch  auszudrücken, 
die  wir  zu  Anfang  des  vorhergehenden  Paragraphen  hergeleitet  haben, 
nämlich : 
Pi  (cosa|(ir|-fcoi/?i  djfi+co8y^dzi)+P^(eoia^dSi  +  cosßtdff^  +  co9y^d%i) 

+ =  0. 

Nun  wollen  wir  noch,  um  die  vollständige  WiflkürKcbkeit  der  Yer- 
rückangen  i»^  dg^  d%  schärfer  hervorzuheben,  ans  die  feisteren  als  Va- 
riationen denken,  so  dass  wir  die  vorige  Gleichung  mit  Anweadong  des 
Siiramenzeichens ,  wie  folgt,  umschreiben: 

(1)  S{Peosads+P€o$ßd9  +  P€^yd%)ac9( 
Wie  au»   auch    die  Punkte    unseres  Systems  mit  einander    zusammen- 
biagen,   immer  wird   man   die  Natur  des  Zusanmenhaiiges  diireh  Glei- 
ekaagen  zwischen  den  verschiedenen  Coordinaten  #,  f ,  «  der  einzelnen 
Punkte  darstellen  k&nnea,  und  ««  m^gen  dieselben 

(2)  I|=-0.  £»-»,  £,=0,  Ä^ara 

sciE,  WO  die  linken  Seiten  iaa  Allgemeiaea  wilkirliaha ,  aber  sonal  be^ 
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u 

stimiDte  Bpecielle  Fanktionen  von  x^,  yg,  x^,  x^p  yt»  *t» ^ 

leidmeo.  Diese  Gleichungeo  mässen  fAr  alle  mftgUchen  Verröckangei 
beeteben,  weil  dieselben  den  Innern  Zusammenhang  des  Syslems  unTer- 
ändert  lassen.    Wir  erhalten  daher 


Aus  dem  Gleichungssyslem  (3)  wird  man  in  jedem  Falle  so  viele  dar 
Grössen  dx,  dy«  dz  vermöge  der  übrigen  ausdrücken  können,  als  die 
Anzahl  der  Gleichungen  ausmacht  und  nachdem  diese  Ausdrücke  in  (1) 
substituirt  sind,  werden  darin  nur  noch  solche  Variationen  d«,  dy,  d% 
vorkommen,  die  von  der  speciellen  Natur  des  Systems  vollkommen  unab- 
hängig sind;  mithin  bei  der  unbeschränkten  Willkürlichkeit  der  letstera 
ist  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Gleichung  nicht  anders  zu  retten»  als 
indem  man  die  einzelnen  CoefGcienten  der  übrig  gebliebenen  dx^  dy,  ös 
gleich  0  setzL  Hierdurch  erhält  man  eine  Anzahl  von  Gleichungea, 
welche  die  Bedingungen  ausdrücken,  damit  das  durch  die  Gleichuagen 
<2)  gegebene  System  materieller  Punkte  im  Gleichgewicht  sei,  und  diese 
beiden  Gruppen  von  Gleichungen  bilden  die  Grundlage  für  die  Be- 
handlung aller  Aufgaben,  die  mit  dem  Gleichgewichte  des  Körpers  im 
Zusammenhange  stehen. 

Um  an  einem  speciellen  Beispiele  die  Anwendung  zu  veranschau- 
lichen, wollen  wir  uns  die  folgende  Aufgabe  stellen: 

Ein  unbiegsamer  Stab  (den  wir  um  grösserer Einfacbheit  willen 
als  gewichtlos  voraussetzen)  möge  (Fig.  XXXVII.)  in  dem  iesteo 
Punkte  B  dergestalt  aufliegen,  dass  er  sich  in  vertikaler 
Ebene  beliebig  verschieben  lasse,  dagegen  nicht  zur  Seite 
ausweichen  könne;  der  Endpunkt  Ä  stütze  sich  gegen  die 
feste  Ebene  ÄO,  und  in  constanter  Entfernung  i£f=a  vom 
Endpunkte  möge  die  vertikale  Kraft  P  angreifen.  Es  soll 
die  Gleichgewichtslage  des  Stabes  bestimmt  werden. 

Die  Horizontale  BO^  deren  Länge  l  gegeben  sei,  möge  zur  Axe  der 
s  genommen  werden  und  die  Vertikale  dorcb   den  Punkt  O  rar  Aze 
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der  y.  Da  der  SUb  durch  keine  Kraft  aus  der  Ebene  AOB  benusgeiogeH 
wird,  so  ist  das  aDgeuommene  ebene  Coordinalensystem  zur  Bestimmung 
4er  gesuchten  Grösien  Tollkomm^  ausreichend.  Die  Gleichung  der  Ge- 
laden iiO,  anf  welche  sieb  der  Stab  stützt,  wird  alsdann  von  der  Form 

sein,  wo  wir  unter  y  und  x  geradezu  die  Coordinaten  des  qpedellen 
Punktes  A  und  unter  a  den  Winkel  der  ÄO  mit  der  Axe  der  s  .ver- 
stehen können;  ferner  wollen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  6  mit 
9i»  St  bezeichnen,  und  bemerken,  dass  die  Ordinate  dies  Punktes  B 
gleich  0,  seine  Abscisse  gleich  l  ist.  Nun  ist.  das  System  der  jnateriellen 
Punkte,  für  welches  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  aufgestellt  wer- 
den sollen ,  auf  dem  Stabe  AGB  enthalten ,  und  zwar  greifen  3  Kräfte  an 
dasselbe  an,  nämlich  in  G  die  Vertikalkraft  P,  in  A  und  in  B  respektive 
senkrecht  auf  AO  und  AB  die  Widerstandskräfte  W  und  Q,  welche  von 
der  Bedingung,  dass  die  Gerade  AO  und  der  Punkt  B  fest  sind,  her- 
rflbren.    Die  Winkel,  welche  die  Kraft  W  mit  den  Axen  der  s^  g  ein- 

schliesst,  sind  respektive  a — ^  und  n — a  und  die  Winkel,  welche  die 

Kraft  Q  mit  eben  diesen  Axen  einschliesst,  sind,  wenn  wir  den  Winkel 
des  Stabes  AB  mit  einer  Horizontalen  gleich   g>  annehmen,    respective 

^ ^  und  7t — 9>.    Unsere  allgemeine  Gleichung  (1)  zwischen  den  vir- 

■ 

« 

tuellen  Geschwindigkeiten  giebt  demgemäss,  da  die  Glieder  mit  z  ohne 
Weiteres  wegfallen: 

Wcosla — j]dx  +  W€0${7t—a)6y+Pdift+Qcot(9—'^)^i 

m 

+Qcos(7t — q>)do=iQ 
oder  einfacher 

Wiinadx  —  Wcosadjf  +  Pdjft  ■\'Q»ing>dl  —  Qco8q>do  =  0i 
wo  dl  und  do  die  Projektionen  der  unendlich  kleinea  Verrückung  des 
Stabpunktes  B  auf  die  Axen  der  ^  und  g  ausdrücken. 

Der  Bedingungen,  welche  das  Gesetz  des  Zusammenbanges  «wischen 
den  3  Punkten  nnseres  Stabes  betreffen,  sind  drei:  einmal  der  Punkt  A 
muss  beständig  auf  AO  bleiben^  so  dass  beständig  die  Gleichung 

y&wtfa. 
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bestahM  nrais»  ferner  AB  inuss  immer  gleich  a  bleiben,  o4er  es  iet 

Mdlicb  der  Punkt  des  SCabes,  welcher  wfihreod  der  deicfagevicfaulige 
•of  B  mbt,  mute  bei  jeder  möglichen  Bewegang,  die  man  deiki  S^ftteme 
erlheilt,  immer  wieder  in  die  Stabrichtong  hineinfallen,  d.h.  in  gerader 
Linie^  ttit  den  beiden  Punkten  A  und  6  bleiben.  Für  die  afieeielle  Lage 
in  B  musa  daher  der  Gleichung 

Genüge  geschehen.  Diese  4  Gleichwigen  eHts|»eehen  dem  GieichuDgi- 
ayileme  (2)  und  ihre  Variation  giebt  das  GieichungsayOem  {%),  nlmKcb 

Sieraiis  entwickehi  wir  uns  dy^  dy^,  dxi  mid  do  mtd  dnrck  die  Sdr- 
atiruüon  dieser  Werjbe  in  die  Glercbmig  der  WrtueikM  Gesdiwindigkeiten 
falgi  nun 
Wsina6x  —  Wco8a3xtga^P(dxtga  +  aco8q>dg>)  +  Qsinq>6l  i 

Aei  jaftfaerer  Betrachtung  zeigt  es  sich,  dass  die  Glieder,  welche  IT  uad 
dl  enthalten,  sich  gegenseitig  vernichten^  so  dass  wir  einfacher 

(P/jf a  —  Oco»9 f jf a +0«n9) dx +  (  oPco5 g)  — - 0 --^^  My==0 

schreiben  können.  Bei  der  vollkommenen  WiUkurlichkeit  der  dx  und  i(f 
kann  diese  Gleichung  nicht  anders  bestehen,  als  indem  gleichzeitig 

Ptga — Oeot^q>tga+Qiinq>=:(i 

aPcoagp  — 0—^—^0 

^  e08^ 

ist,  und  die  Elimination  der  Q  aus  diei^en  beiden  Gleidnmgen  gfiebt: 

Diäae  Gleichung  aioaa  mit  den  4  Gkiohungen,  wdohe  die  gegenseitige 
Lage  der  ft  Punkte  i,  6,  B  bestimme»,  zusamneii  atalihabem  Eliminirdo 
wir  aus  ihr  md  den  beiden  Gleiehongen 

y^xtga  und  '''^^tgq>{l — x) 


1 
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die  beiden  Grössen  x  und  y,  so  resulUrt  die  Gleichong 

aco8q>  sin'*  (q>  —  a)  =  i«n*  a, 
welche  die  Bestimmung  des  Neigungswinkels  g>  enthält  Nachdem  g>  be- 
kannt ist,  hält  es  nicht  schwer,  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  y,  o?, 
yi,  Xij  sowie,  daP  gleichfalls  eine  gegebene  Grösse  ist,  der  Widerstands- 
kraft Q  zu  gelangen.  Was  die  Bestimmung  des  Widerstandes  W  an- 
betrifft, so  geschieht  sie  am  einfachsten  in  Folge  der  Bemerkung,  dass 
die  Summe  von  den  Componenten  der  3  Kräfte  P,  (?,  W  in  der  Richtung 
jeder  der  beiden  Aten  gleich  0  sein  muss,  oder  wenn  wir  sie  gleichfalls 
aus  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  herleiten  wollen,  so 
betrachte  man  unsere  allgemeine  Gleichung  fQr  den  Fall  einer  blos  hori- 
zontalen Verschiebung,  für  welche  sie  sich  auf  die  einfachere 

W$inadx  +  Q8inq>dl—0 
reducirt.     Die  Variationen  dx  und  dl  sind  hierin  gleich,  wie  ein  Blick 
auf  die  Figur  uns  zeigt,  und  fallen  mithin  durch  Division  heraus ,  ver- 
möge deren  wir 

W$ina  +  Q8inq)—0 
erhalten.    Diese  Gleichung  reicht  zur  Bestimmung  von  W  aus  und  drückt 
im  Uebrigen  weiter  nichts  aus,  als  dass  die  Summe  der  Componenten  in 
der  Axe  der  x  sich  annuUirt. 

In  dem  speciellen  Falle  a=-^,  wo  die  Stützebene  ÄO  vertikal  ist» 

gestaltet  sich  die  wirkliche  Berechnung  ziemlich  einfach:  es  wird  nämlich 

»/"T 

€089==  y  — . 


Drackfehlert 

S.   65.  Z,   2.  lies:  KüBiL^W'-CBiH^BiCH,  also  cotüBiLszmBiCH^-^, 
S.  103.  Z.  10.  lies:  f=(e+fOco*«  +  f"«»«' 
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IForrede. 


Indem  die  vorliegende  „analytische  Theorie  der  Dynamik*'  sich  den 
Vorlesungen  anschliesst,  welche  der  leider  der  Wissenschaft  frühzeitig  ent- 
rissene Prof.  Dr.  Sohncke  über  diesen  Gegenstand  gehalten  hat,  bemerke 
ich,  dass  ihr  wesentlich  nur  mein  eigenes  im  CoUeg  nachgeschriebenes 
Heft  zu  Grunde  liegt ;  denn  alle  anderen  Hefte,  so  viele  ich  deren  gesehen 
habe,  zeigten  keine  grössere  Vollständigkeit.  Der  Grund  hiervon  ist  wohl 
darin  zu  suchen,  dass  die  Vorlesungen  über  Mechanik  gewöhnlich  in  einem 
Semester  absolvirt  wurden  und  die  Dynamik  dabei  allerdings  zu  kurz 
kommen  musste.^  In  Folge  dieses  Umstandes  lagen  mir  für  die  gesammte 
letzte  Hälfte,  welche  die  Folgerungen  aus  d'Alemberts  Princip  aufstellt, 
insbesondere  für  die  Zerlegung  der  Bewegung  eines  Körpers  in  eine  fort- 
schreitende und  drehende  und  für  die  specielle  Betrachtung  dieser  letz- 
teren, gar  keine  Materialien  vor  und  habe  ich  diese  Abschnitte,  um  dem 
Werke  einen  ordentlichen  Abschluss  zu  geben,  vollkommen  selbstständig 
ausgearbeitet.  In  Betreff  des  übrig  bleibenden  Theiles  habe  ich,  namentlich 
was  die  Beispiele  angeht,  mit  möglichster  Genauigkeit  ] den  Gang  der 
Vorlesungen    reproducirt   und   nur    bei  Begründung  der   fundamentalea 


▼I 

dynamischen  Begriffe  nicht  umhin  gekonnt,  tiefer  auf  das  Verhiltniss  ein- 
zugehen, in  welches  die  analytischen  Formeln  zu  der  Natur  der  Bewegung 
sich  stellen.  Indem  ich  diese  Partien  einer  nachsichtsvollen  Beurtheilnng 
anempfehle,  kann  ich  wenigstens  das  Eine  zu  meinen  Gunsten  anführen, 
dass  ich  die  lichtvolle  klare  Darstellung  des  Verstorbenen  mir  anzueignen 
bemüht  gewesen  bin. 

Halle,  den  7.  Mai  18S4. 


HeraiBB  Sekwan. 
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üeelufte  Torlesmii^. 

Die  GeseUe  der  geradlinigen  Bewegung, 

$.  20. 

In  der  EinleiiuDg  ist  das  Problem  Testgestellt ,  mit  welcbem  sieb  die 
Dynamik  bescbäfligt,  nämlich  die  Bewegung  eines  Körpers  oder 
eines  Systemes  von  Körpern  zu  bestimmen,  welches  von 
gegebenen  Kräften  sollicitirt  wird;  oder  anders  ausgedrückt:  die 
Bedingungen  festzustellen,  welche  zwischen  gewissenKräf- 
ten  statthaben  müssen,  damit  sie  einemKörper  oder  einem 
Systeme  von  Körpern  eine  vorgeschriebene  Bewegung  er- 
theilen« 

Vermöge  des  d*AIembert'schen  Principes  wird  dieses  Problem  von  dem 
allgemeinen  Problem  der  Statik  abhängig  gemacht,  welches  dieselbe  Fest- 
stellung für  den  Fall  der  Annullation  der  vorgeschriebenen  Bewegung  for- 
dert Aber  ehe  wir  zu  der  Entwickelung  des  bezeichneten  Principes 
schreiten,  wollen  wir  uns  in  Analogie  zu  dem  Gange,  den  wir  in  der 
Statik  genommen  beben,  erst  mit  den  neuen  Begriffen  vertraut  machen, 
welche  uns  auf  dem  Gebiete  der  Dynamik  entgegentreten,  und  zu  dem 
Zwecke  nach  einander  die  verschiedenen  Arten  der  Bewegung  erörtern« 

1)  Wenn  wir  im  Folgenden  von  der  Bewegung  eines  Körpers  spre- 
chen, so  werden  wir  immer  die  Bewegung  seines  Schwerpunktes  meinen, 
in  welchem  man  sich  ja  die  Gesaramtmasse  des  Körpers  vereinigt  denken 
kann;  mithin  bandeln  wir  zunächst  blos  von  der  Bewegufljp' eines  soge- 
naMiten  materielleA  Punktes.  Die  Richtung,  nach  welcher  ein  solcher 
Punkt  durch  eine  gewisse  Richtung  fortgetrieben  wird,  kann,  wie  bereits 
in  der  Einleitung  bemerkt  worden,  nur  eine  gerade  Linie  sein ;  aber  schon 


die  Regel  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  zeigt,  dass  diese  Richtung  durch 
das  Hinzutreten  einer  neuen  Kraft  ahgeändert  werden  kann  ,  und  wenn 
die  Abänderung  stelig  erfolgt,  so  wird  die  Bewegung  auf  einer  krummen 
Linie  vor  sich  gehen.  Hiernach  ist  die  Bewegung  entweder  geradlinig 
oder  krummlinig.  Wir  werden  uns  zunächst  nur  mit  der  ersteren  be- 
fassen, für  welche  die  Richtung  der  treibenden  Kräfte  in  dieselbe  unver- 
änderliche Gerade  hineinfällt. 

Nehmen  wir  auf  dieser  Geraden  einen  festen  Punkt  an,  von  welchem 
wir  die  zurückgelegten  Wegatrecken  fechnen^  so  wird  der  Körper  nach 
Verlauf  von  l  Zeiteinheiten  sich  in  dem  Abstand  x  vom  Anfangspunkte 
befinden.  Da  nun  während  der  Daner  der  Bewegung  jedem  speciel- 
len  Zeitpunkte  ein  specieller  bestimmter  Ort  entspricht,  welchen  der 
Körper  einnimmt,  so  ist  offenbar  der  Weg  eine  FuBktiMi  der  Zeii  oder 
in  Zeichen: 

X  =  F(t). 

In  dem  eiBfAchsten  Falle  wird  der  Körper  in  gleichen  Zeiten  giekkt 
RIame  Eurücklegen  oder  die  Bewegung  ist  gleichförmig:  atedanD  er» 
giebt  sich  die  Natur  der  Funktion  P  durch  eine  leidite  Belrachlinfi 
Möge  der  Körper  zu  Anfange  der  Bewegung  den  Abstand  k  vom  Ao/tegi* 
punkt  haben  und  in  jeder  Zeiteinheit  den  Weg  a  zurücklegen,  so  legt  er 
in  i  Zeiteinheiten  den  Weg  ai  zurück  und  der  Abstand  x^  den  er  am 
Ende  dieser  Zeit  vom  Anfangspunkte  haben  wird,  ist 

a;  =  ol  +  ft, 
welche   Gleichung  die   Theorie    der   gleiohr5rmig    geradlinigen  Bewegang 
enthält. 

Die  Intensität  der  gleichförmigen  Bewegungen  wird  offenbar  nar  voa 
der  Grösse  a  abbangen,  welche  den  in  der  Zeiteinheit  zurQdigelegteii  Weg 
bedeutet  oder  auch  den  Quotienten 

X  —  b 


a  = 


I 

des  durchlaufenen  Weges  durch  die  Zeitdauer  der  Bewegungi  Diaae  fa»- 
tensität  heisi|  Geschwindigkeit  und  die  Gesdiwindigkeit  einer 
gleichförmigen  Bewegung  ist  mithin  das  Has#  fdr  deren  In« 
tensität.  Bezeichnen  wir  die  Geschwindigkeit  kiin  darch  v,  so  gikdis 
Gleichung 


.4 


dx 
dt 

2)  Es  haoD  i%%  Fragb  Mfgeworfen  werden,  ob  und  wie  maB  bei 
einer  oogleicbf5rmigen  Bewegsog  von  Geschwindigkeit  reden  könne:  die 
Tbaorie  beantwortet  die  Frage  bejahend  und  liefert  dieselbe  Differential- 
gMcbvBg 

dsD 

welche  ims  so  eben  aufgestossen  ist,  als  den  allgemeinen  Ausdruck  für 
die  Gescbwindigkeit  einer  ungleichförmigen  Bewegung.  Um  dieses  Resul- 
tat zu  verstehen,  müssen  wir  von  einer  Eigenschaft  der  Materie  ausgehen, 
welche  unter  dem  Namen  der  Trägheit  bekannt  ist.  Die  Trägheit 
der  Materie  ist  deren  Unfähigkeit  den  Zustand  der  Ruhe 
oder  Bewegung,  in  welche  si^  durch  irgend  welche  Kräfte 
versetzt  wird,  durch  sich  selbst  zu  ändern.  Mithin,  wenn  eine 
Kraft  plötzlich  aufhört  zu  wirken,  so  wird  der  bewegte  Körper  sich  mit 
der  ihm  durch  den  Ansloss  ertbeilten  Bewegungs- Intensität  und  in  der 
Ricbtung  des  Anstosses,  d.  h.  nach  der  Verlängerung  der  Linie,  die  er 
beschrieb,  zu  bewegen  fortfahren.  Was  da^  letztere  anbetrifft,  so  lässt 
es  sich  leicht  durch  die  Erwägung  begründen,  dass  kein  Grund  vorban- 
den ist,  weshalb  sich  der  Punkt  von  der  einmal  angenommenen  Richtung 
eher  nach  der  einen,  als  nach  der  andern  Seite  hin  entfernen  sollte;  in 
Betreff  d^s  ersteren  dagegen  sind  wir,  wenn  wir  die  Trägheit  nicht  a 
Tpriori  anzunehmen  uns  entschliessen  können,  lediglich  auf  die  Erfahrung 
▼erwiesen.  Augenscheinlich  stellen  sich  aller  körperlichen  Bewegung  ge- 
wisse Hindernisse  entgegen  (unter  denen  insbesondere  die  Reibung  und 
der  Widerstand  der  Medien  zählen),  durch  deren  Gegenwirkung  die  Be- 
wegung, sobald  die  bewegende  Kraft  zu  wirken  aufhört,  allmählig  ver- 
mindert und  am  Ende  zur  Annullation  herabgebracht  wird.  Mithin,  um 
die  Wirkung  zu  beobachten,  welche  durch  den  Anstoss  einer  Kraft  allein 
auf  die  Materie  geübt  wird,  muss  man  die  Hemmnisse  beseitigen,  welche 
eine  Abänderung  dieser  Wirkung  herbeifuhren.  Erfahrungsmässig  nun 
bat  es  sich  herausgestellt,  dass  jeder  durch  einen  Impuls  in  Bewegung 
geMtzte  Körper  um  so  mehr  eine  gleicliförmige  Bewegung  annahm,  je 
soffflUtiger  man  in  der  Hinwegräumung  der  bezeichneten  Wtderstands- 

1* 


kräfle  zu  Werke  ging.  Von  hier  ist  nur  noch  ein  Schritt  zu  der  lodak- 
tion,  dass,  wenn  ein  Körper  blo8  unter  dem  Einflüsse  des  ihm  ertbeilten 
Anstosses  steht,  er  sich  yollkommeo  gleichfdrmig  bewegt  oder  in  gleichen 
Zeiten  gleiche  Räume  zurücklegt  —  und  nun  kann  man  auch  einer  on* 
gleichförmigen  Bewegung  in  bestimmter  und  unzweideutiger  Weise  den 
Begriff  der  Geschwindigkeit  vindiciren.  Zu  dem  Zwecke  bat  man  Uos  nö- 
thig  diesem  Begriffe  die  folgende  erweiterte  Fassung  zu  geben : 

Die  Geschwindigkeit  einer  Bewegung  ist  das  Mass  für 
die  Intensität  der  gleichförmigen  Bewegung,  in  weldie  die 
erstere  übergeht,  sobald  die  bewegendeKraft  ausser  Wirk- 
samkeit tritt;  oder  etwas  kürzer  ausgedrückt: 

Die  Geschwindigkeit  einer  Bewegung  ist  der  Weg,  wel- 
chen der  bewegte. Punkt  jeden  Augenblick  in  der  Zeiteinheit 
zurückzulegen  das  Bestreben  hat 

Dieses  vorausgesetzt  kann  man  das  Gesetz  der  Trägheit,  welches  wir 
für  die  folgenden  Entwickelungen  als  allgemeinen  Grundsatz  in  Ansprach 
nehmen,  in  folgender  Fassung  aussprechen: 

Wenn  bei  einem  bewegten  Körper  die  Kraft,  weldie  ibs 
in  Bewegung  setzt,  plötzlich  aufhört,  so  bewegt  sich  der 
Körper  in  der  Richtung  jener  Kraft  im  letzten  Augenblicke 
mit  derselben  in  diesem  Punkte  erlangten  Geschwindigkeit 
bis  ins  Unendliche  fort. 

Wir  haben  nunmehr  den  entwickelten  Begriff  der  Geschwindigkeit  in 
die  Sprache  der  Analysis  einzukleiden.  Wir  nehmen  an,  dass  der  Kör- 
per am  Ende  der  Zeit  i  und  am  Ende  des  Raumes  x  die  Geschwindig- 
keit V  erlangt  habe.  Nach  dem  Gesetze  der  Trägheit  muss  er  während 
des  folgenden  unendlich  kleinen  Zeitmomentes  dl,  worem  man  von  der 
Fortwirkung  der  bewegenden  Kraft  absieht,  mit  der  gleichförmigen  Ge- 
schwindigkeit V  sich  fortbewegen.  Möge  dies  um  die  Wegstrecke  ix  ge- 
schehen, so  folgt,  da  die  Geschwindigkeit  gleich  dem  Quotienten  von 
Raum  durch  Zeit  ist, 

dx 

in  Uebereinstimmung  mit  unserer  obigen  Behauptung.     Da  die  Bewegong 
Gontinuirlich  erfolgt,  so  wird  dem  unendlich  kleinen  ZeiUnooiettle  Ü  ät 


nneodlich  kleine  Wegstrecke  dx  entsprechen  und  mithin  v  als  das  Verbält- 
niss  zweier  Differentiale  im  Allgemeinen  eine  endliche  Grösse  bezeichnen, 
deren  Werth,  wenn  die  Relation  zwischen  x  und  i  bekannt  ist,  leicht  be- 
stimmt werden  kann. 

Um  jeden  Zweifel,  der  etwa  noch  übrig  bleiben  könnte,  zu  beseitigen, 
wollen  wir  schliesslich  noch  nachweisen,  dass  selbst  dann,  wenn  die  Wir- 
kung der  bewegenden  Kran  am  Ende  der  Zeit  (  nicht  aufhört,  die  Be- 
wegung während  des  unendlich  kleinen  Zeitmomentes  dl  mit  der  Geschwin* 
digkeit  V  sich  fortsetzt.     Nämlich  aus  der  Gleichung 

x  =  F(t) 
erhält  man  für  die  Distanz  x'=x  +  dx  am  Ende  der  Zeit  l  +  dl  den  Werth 

dFit)  d^Fii) 

oder 

dx  d^x     ^      d^x 


dt  '  2d(»  '  6dl« 
Nun  besteht  x'  aus  3  Theilen,  einmal  aus  der  Strecke  Xy  die  am  Ende 
der  Zeit  l  durchlaufen  ist,  weiter  aus  der  Strecke  vd(,  die  vermöge  der 
Trägheit  in  Folge  der  mitgebrachten  Geschwindigkeit  durchlaufen  wird« 
endlich  aus  einer  gewissen  Strecke  £,  welche  vermöge  der  in  Folge  der 
Fortdauer  der  bewegenden  Kraft  in  der  Zeit  dl  sich  allmählig  erzeugen- 
den Geschwindigkeit  durchlaufen  wird:  demgemäss  ist 

x*=:x  +  vdi  +  e. 
Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  für  x'  mit  dem  vorigen,  so  stimmen 
mit  Röcksicht  auf  die  Relation 

dx 

die  beiden  ersten  Glieder  öberein  und  wir  dürfen  daher  auf  die  Gleich- 
heit der  übrig  bleibenden  Glieder  schliessen  oder  es  ist 

d*a?  ,  .  ,    d*a?    ^  ,  ,. 

Dieser  Ausdruck,  welcher  dem  atif  die  während  des  Momentes  dl  sich 
neu  erzeugenden  Geschwindigkeit  bezüglichen  Räume  angehört,  ist  ein  un- 
endlich Kleines  der  zweiten  Ordnung;  dagegen  der  Ausdruck  des  vermöge 
der  Geschwindigkeit  v  durchlaufenen  Raumes,  nämlich 
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ist  ein  unendlich  Kleines  der  ersten  Ordnung.    Nitbtn  yersebwiadet  «rsU- 
rer  gegen  letzteren,  oder  mit  anderen  Worten: 

Die  Bewegung  während  eines  unendlich  kleinen  Zeit- 
raumes dt  ist  gleichförmig  und  die  fortdauernden  Impulse 
der  bewegenden  Kraft  ändern  ihre  gleichförmige  Geschwin- 
digkeit nicht  merklich  ab. 

3)  Die  Geschwindigkeit  ist  bei  d^r  gleicliförmigen  Bewegung  unmit- 
telbar der  Kraft  proportional,  welche  den  Anstoss  zur  Bewegung  giebt; 
z.  B.  ein  Körper,  der  durch  die  nfache  Kraft  getrieben  wird,  bewegt  sieb 
natürlich  mit  der  nfachen  Geschwindigkeit,   als  diejenige  ist,   welche  ibm 

die  einfache  Kraft  ertbeilen  würde. 

» 

Wie  ist  nun  das  Verhältniss  zwischen  Kraft  und  Geschwindigkeit  bei 
der  ungleichförmigen  Bewegung? 

Bei  solcher  werden  alle  die  Geschwindigkeiten,  welebe  die  angreifende 
Kraft  in  continuirlicher  Folge  fortwährend  erzeugt  (die  Gleichheit  Tpn  de- 
ren Richtungen  immer  vorausgesetzt)  sich  sammtlich  addiren:  denn  wenn 
die  resultirende  Endgeschwindigkeit  sich  nicht  durch  die  Additioa  der  Eio- 
zelgeschwindigkeiten  zusammensetzte,  so  würden  im  Widerspruche  zu  dem 
Gesetze  der  Trägheit  die  Einzelgeschwindigkeiten  nicht  ^ur  Tollen  Wir- 
kung kommen,  sondern  wenigstens  zum  Theil  verloren  gehen,  Die^e  Re- 
sultirende wird  nun  freilich  der  Summe  von  continuirhchen  Anstössen 
proportional  sein,  in  denen  die  wirkende  Kraft  sich  äussert:  aber  mao 
sieht  nicht  ein,  wie  sie  in  einem  Verhältnisse  zu  der  Intensität  def  ein- 
zelnen momentanen  Anstösse  stehe  und  diese  Intensität  ist  gerade  das 
naturgemässe  Mass  der  bewegenden  Kraft. 

Um  dieses  Mass  in  unsere  Gewalt  zu  bekonimen*  ^merken  wir»  dass 
der  Raum  e,  den  der  bewegte  Punkt  in  Folge  der  in  dem  Moi^aiite  ä 
einander  folgenden  Impulse  durchläuft,  sobald  wir  in  dem  obigen  Aus« 
drucke  dafür  uns  auf  das  erste  Glied  beschränken  und  die  übrigen  Glie- 
der als  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  Ternadil&asigea ,  durch 
die  Gleichung 


oder  auch 


dx 
d~ 

^       dt  ^ 

gtgebea  ist.  Da  di«  Geschwindigheit  non,  die  gleichzeitig  durch  diese 
Wirkung  berTorgdbracht  wird,  do  ist,  so  sieht  man,  dass  während 
der  Dauer  des  unendlidh  kleinen  Zeitmomentes  dl  eine  Be- 
wegung mit  der  gleichförmigen  Geschwindigkeit  ^  dv  das-^ 
stibe  leisten  würde,  was  eine  ungleichförmige  Bewegung 
mit  der  doppelten  Endgeschwindigkeit  dv.  Mithin  kfonin  wir 
j«til  die  ungteicbfönnige  Bewegung  durch  eine  angemessene  gleichf5rmige  Be- 
wegung erseiien  und  ebenso  wird  die  Vertauschung  der  beiden  Kräfte  gestattet 
sein,  welche  diese  beiden  Bewegungen  hervorbringen.  Nun  steht  die  zweite 
Kraft,  welche  die  gleichförmige  Bewegung  her?orbringt,  im  geraden  Ver- 
hAltniss  lu  ihrer  Geschwindigeit :  also  muss  die  erste  Kraft,  welche  die 
ungleichfftrmige  Bewegung  hervorbringt,  gleichfalls  im  geraden  Verhält- 
nisse zu  eben  dieser  Geschwindigkeit  stehen  und  mithin  auch  zu  dem  Dop- 
pelten dieser  Geschwindigkeit,  d.h.  zu  der  Endgeschwindigkeit,  die  sie  selber 
während  der  unendlich  kleinen  Zeit  di  erzeugt.  Hiernach  können  wir  den 
allgemeinen  Satz  aussprechen,  der  gleichmässig  für  die  ungleichförmige,  wie 
für  die  gleichförmige  Bewegung  gilt:     . 

Die  bewegenden  Kräfte  stehen  im  geraden  V|erhältnisse 
zu  den  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten,  die  sie  in  je- 
dem Augenblicke  hervorbringen. 

Sei  nun  <2>  die  Kraft,  welche  in  dem  Momente  di  die  Geschwindig- 
keit dv  erzeugt  und  77  eine  constante  und  bekannte  Kraft,  welche  in  der 
Zeiteinheit  die  Geschwindigkeit  g  erzeugt,  so  wird  die  während  der  Zeit 
di  zu  Stande  konunende  Geschwindigkeit  gdi  ( denn  da  77  eine  constante 
Kraft  ist,  so  sind  die  davon  herrührenden  Impulse  alle  von  gleicher  un- 
veränderlicher  Intensität  und  ihre  Summe  wird  daher  geradezu  durch  die 
Zeitdauer  gemessen)  und  wir  haben 

0:n^dv:gdl, 
also 

g       dl 
Nehmen  wir  77  als  Krafteinheit  an  und  g  als  Geschwindigkeitseinheit,  so 
können  wir  einfach  schreiben: 
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dx 

dl  II       ""    di»  • 

Die  Kraft  CD ,  welche  in  jedem  Augenblicke  dem  Körper  einen  neuen  Im- 
puls zur  Bewegung  ertheilt,  heisst  die  beschleunigende  KrafL  Es 
leuchtet  ein,  dass  fQr  eine  gleichförmige  Bewegung  die  beschleunigende 
Kraft  sich  annuUirt;  dagegen,  sobald  O  einen  vonv  verschiedenen»  sei  es 
Constanten  oder  veränderlichen  Werth  hat,  ist  die  Bewegung  mit  Noth- 
wendigkeii  ungleichförmig. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden ,  dass ,  wenn  man  als  Einheit  der  G^ 
schwindigkeit  die  durch  die  Schwerkraft  erzeugte  Fallgeschwindigkeit 

y»9181  Meter  =  31f  Preuss. 
nimmt,  die  Krafteinheit,  vorausgesetzt«   dass  man  den  Meter  als  Längen- 
einheit  und  die  Sekunde  als  Zeiteinheit  gewählt  hat»  ungeflhr  den  lOten 
Theil  von  dem  Gewichte  des  bewegten  Körpers  ausmachen  dm^s. 

Schliesslich  möge  noch  eine  Zusammenstellung  der  Formeln  für  die 
geradlinige  Bewegung  folgen;  nämlich 

Ä=:F(0 

» 

dx 

dv      d^x        dv       .  d(r*) 
di      dl^         dx      ^     dl 

S.  21. 
In  dem  vorigen  Paragraphen  ist  die  vollständige  Theorie  der  gerad- 
linigen Bewegung  enthalten  und  die  Schlussformeln  reichen  snr  Auflösung 
aller  dahin  gehörigen  Probleme  aus.  Gleichwohl  dörfte  es  sweckmässig 
sein  die  wichtigsten  unter  denselben  einzeln  durcbzuneiunen  und  an  ihnen 
die  Mathode  der  Behandlung  zu  zeigen. 

Aufgabe  1.  Es  soll  die  Theorie  der  gleichförmig  bescbleunigtea 
oder  verzögerten  Bewegung  entwickelt  werden. 

Die  genannte  Bewegung  ist  nach  der  gleichförmigen  die  einfachste: 
sie  wird  erhallen ,  wenn  die  beschleunigende  Kraft  einer  Constanten  gleich 
wird.    Die  beschleunigende  Kraft  =y  angenommen  wird 

^ dv 


und  hieraus  durch  lolegration 

wo  die  Gousiante  a  ofTeobar  die  Anfiuigsgeschwindigkeit  des  Körpers  be» 

seiebnet;  deno  man  erfaUt  Ittr  1  =  0  den  Werth  «=sa.    Setsiman  in  diese 

Gleichung  den  Werth 

dx 

ein  und  integrirt,  so  kommt 

x^h  +  at  +  ^gu 
Die  Gonstante  b  bedeutet  hier  die  Entfernung,  welche  der  Körper  zu  An- 
fange der  Bewegung  yom  testen  Anfangspunicte  hat« 

Der  einfachste  Fall  ist,  wenn  der  Körper,  der  bei  Beginn  der  Be- 
wegung im  Anfangspunkte  ruhen  möge,  nur  durch  diejenige  Kraft  soUi- 
citirt  wird ,  welche  ihm  in  jeder  Sekunde  die  Geschwindigkeit  a  ertheilt 
Dem  entsprechend  ist 

und  die  vorigen  Gleichungen  gehen  aber  in 

woher  noch 

vx=vL 

Eine  solche  Bewegung  erhält  man  bei  dem  Falle  eines  Körpers  im 

luftleeren  Baume;  die  beschleunigende  Kraft  ist  die  Schwere  und  man 

erkennt  leicht   in  den  yorstehenden  Formeln  die  bekannten  Faligesetie 

wieder : 

Die  Geschwindigkeiten  sind  den  Fallseiten  proportio- 
nal und  die  Fallräume  den  Quadraten  der  Fallzeiten. 

Die  dritte  Formel  insbesondere  sagt  aus: 

Der  Fallraum  ist  in  Folge  des  beständigen  Fortwirkens 
der  Schwerkraft  nur  die  Hälfte  des  Baumes,  welchen  der 
Körper  in  derselben  Zeit  durchlaufen  wurde,  wenn  ihm  seine 
Endgeschwindigkeit  ?om  Anfange  an  und  dann  keine  weiter 
ertheilt  würde. 

Bei  dem  Falle  ist  demgemäss  das  allgemeine  Gesetz,  welches  wir  in 
Nr.  3)  des  Torigen  Paragraphen  für  die  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit 
durchlaufenen  Bäume  ausgesprochen  haben,  auch  noch  flkr  endliche  Zeit- 
räume richtig. 
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Bei  dem  häufigen  Gebrauch  der  Fonnefai  fftr  itä  FaH  •choint  es  n* 
gemessen,  besondere  Buchstaben  in  denselben  einzuführen»  die  wir  im 
Felgeeden  so  viel  als  rnftgücii  beibekaken.  Die  Faiizeii  eei  ^,.dte  eel* 
eprechende  Geschwindigkeit  m  ond  der  bezdgicbe  Fallranm  A,  so  falgt 

w 

9 


=7=/ 


o« 


Wir  haben  bisher  die  beschleunigende  Kraft  positiv  angenommen: 
man  wird  sie  aber  auch  negativ  annehmen  können  und  die  Bewegung 
geht  dann  in  eine  gleichförmige  verzögerte  über.  Dieser  Fall  tritt  eioi 
wenn  die  Schwerkraft  dem  Körper  im  entgegengesetzten  Sinne  yon  dem 
zu  bewegen  sucht,  in  welchem  ihn  die  Anhngsgeschwindigkeit  fortzieht, 
und  wird  in  der  folgenden  Aufgabe  ihre  Erledigung  finden* 

Aufgabe  2.  Es  soll  die  Bewegung  einesKörpers  im  luft- 
leerten  Baume  bestimmt  werden,  der  in  vertikaler  Richtung 
nach  oben  in  die  Höhe  geworfen  wird. 

Um  diese  Bestimmung  zu  erhalten,  haben  wir  offenbar  bloa  nötUg 
in  den  ailgeneinen  Formeln  der  vorigen  Aufgabe  §  dvrch  -^^  ra  erseliea 
und  nnter  a  die  vertikale  Geschwindigkeit  zu  verstehen,  welche  den  Kör* 
per  vermittetet  eines  anilngUcbeo  Stosses  ertheilt  wird.  Sotten  wir  neck 
h  =  0,  so  dass  der  Anfangspunkt  zugleich  die  Buhelage  des  Körpers  ist, 
so  bat  man  sogleich  die  beiden  Gleichungen: 

vsca — §1 

dorsal  — 10*. 

Die  Betrachtung  des  Ausdruckes  fär  t  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  zu 
der  Zeit 

9 
sich  annullirt  und  dies  ist  auch  in  der  Ordnung,  da  der  Körper  nur  bis 

zu  einem  gewissen  Punkte  steigen  und  dann  fallen  wird.   Möge  der  höchste 

Punkt  um  die  Zeit  d-'  erreicht  werden  und  dessen  Höhe  h'  betragen»  so 

ergiebt  sich  leicht 


^=  — ,    V=: 


9'        ^   ^^ 
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Dm  siod  Bun  dmdlNiii  Wirihe,  wdkke  wir  ichoa  «m  Eade  Air  Ttnctn 
Aurpb»  ror  ii$  dofügw  ^  upd  *  gtAindiP  li»beo  uod  roiii  b»n  daher 
den  Satz  aussprechen: 

Der  aufsteigeadeKi&rper  erraiebt  eine  solahe  H6ha,  aus 
welcher  er  berahfatleBmisate.  uai  an  Ende  desFallea  dia- 
»elbe<^ea4)hviiidigkeit  au  erlangen«  mit  welcher  er  f  erlikal 
in  die  0$be  gewerien  wurde* 

Es  folgt  nun  leicht,  dass  die  Zeit,  während  welcher  derKAiyer  ejeh 
erbelii«  dieselbe  isi  wie  die,  wlbrend  welcher  er  flUt. 

Aufgabe  9.  Es  sollen  die  Geaetae  dea  Fallea  auf  einer 
schiefen  Ebene  gefunden  werden. 

In  diaaeai  Falte  wird  die  Schwerkraft  nkhi  «Mt  ihrer  ganaen  Stärke 
wirken,  weil  ihr  die  schiefe  Ebene  einen  gewisaen  Wideraiaid  entgefen- 
setzU  Um  den  Theil  der  Schwerkraft  au  beaiimmen,  der  zur  Wirkung 
kommt,  zerlegen  wir  die  Schwerkraft  in  3  Kräfte »  von  denen  die  eine 
aenkrecht  auf  der  schiefen  Ebene  steht  und  die  andere  parallel  mit  dieser 
Ebene  wirkt.  Die  erste  Composaote  wird  offenbar  durch  den  Widerstand 
der  acbiefen  Ebene  Temichtel  nnd  die  iweile  Compeaanle  wird  eine  Be- 
wegung enüang  derselben  erzeugen.  Der  Neigungswinkel,  welchen  die 
schiefe  Ebene  mit  einer  beliebigen  Vertikalen  einseblieast ,  sei  er :  akdann 
ist  die  letztgenannte  Composante  geo$a  und  wir  haben  nur  nöthig  in  den 
Fallgleichungen  statt  §  die  Seftenkraft  geosa  einaufOhren,  wodurch  sie  m 

e=^icoia 

Xz=z^gl^CO$a 

abergehen. 

Eine  specieUe  Bemerkung  ist  hierbei  wohl  nicht  überflüssig.  Die 
Ebene  eines  Kreises  ( Fig.  XXXUX. )  möge  vertikal  gestelU  nnd  der  verli- 
k^  (^uroheaesaer  AC^  sowie  die  ikliebige  Sehne  AB  gesogen  sein.  Nun 
nehme  man  an,  dass  ein  Körper  entlang  der  Sehne  von  A  nach  0  falle: 
die  Fallaeit  (  wird»  wenn  man  MAO  gleich  a  setat: 

1=     /    ^     ^     /  JAß     _     /^AMema    ^     /'2Ib 
V   f«e»«       V  icoi9       V     foei«      *^  V       9 

f'%ÄM 
Nun  ist  aber  •«/  auch  der  Ausdruck  für  die  Fallzcit,   welche  der 

Körper  gebrauchen  würde,  um  in  vertikaler  BMblunf  veo  i  moli  Jl  an 
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fallen ,  und  gani  ebenso  Ifisat  sidi  zeigen ,  dass  die  Fallzeit  ton  A  nach  B 
noch  dieselbe  ist,  wie  die  Fallzeit  von  D  nach  B:  milbin  erbellt  der 
Lehrsatz : 

Die  Fallzeit  fflr  alle  Sehnen  eines  vertikalen  Kreises, 
die  nach  dessen  tiefstem  oder  höchstem  Punkt  gezogen  sind, 
ist  dieselbe  wie  die  Fallzeit  Tur  den  vertikalen  Dorchmesser. 

Es  möge  noch  eine  zweite  allgemeine  Bemerkung  gemacht  werden, 
nämlich  die  folgende: 

Ein  Körper  erhilt  durch  den  Fall  auf  der  schiefen  Ebene 
dieselbe  Endgeschwindigkeit,  welche  er  durch  den  freien 
Fall  von  derselben  Höhe  erhalten  haben  wärde. 

Um  dieses  zu  beweisen,  mulliplicire  man  die  zweite  unserer  Fallglei- 
ehungen  mit  coia^  so  folgt 

xeoia  =  ^  §l^  eos^  a 
and  dieses  durch  die  erste  quadrirte  Gleichung  dividirt,  giebt 

xeo$a 1 

In  Fig.  XXXIIX.  nun ,  wo  AB  eine  Vertikale  und  AD  einen  vertikalen 
Durchschnitt  der  schiefen  Ebene  vorstellt,  ist  offenbar  AD^m,  DABssa 
und  mithin  AE=xco$a.    Setzen  wir  daher  AE^k^  so  folgt 

h=:xcosa 
und  dies  in  die  vorige  Gleichung  eingesetzt,  erhalten  wir 

Eben  dasselbe  ^2hg  ist  aber  auch  die  Geschwindigkeit,  welche  ein  Kör- 
per durch  den  freien  Fall  von  A  bis  B  erlangt  und  unser  Lehrsatz  ist 
mithin  erwiesen. 

Aufgabe  4.  Der  freieFall  mitRflcksicht  des  Lnftwider- 
Btandes. 

Wenn  wir  die  specielle  Bedingung  des  luftleeren  Raumes  weglassen 
und  ein  widerstehendes  die  Bewegung  hemmendes  Medium  annehmen,  so 
müssen  wir  irgend  eine  Annahme  über  die  Grösse  des  Widerstandes  ma- 
chen. Man  nimmt  zufolge  der  Erfahrung  den  Widerstand  des  Mittels  pro- 
portional dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  an  und  stellt  seine  Grösse 
demgemise  nnter  der  Form 
0 


kv 
»r,   wo  JE  irgend  eioe  tod  der  Natur  des  Mediunift  abhängige  Constante 
izeichnet.     Denken  wir  uns  jetzt  wieder  einen  Körper  in  vertikaler  Rieh- 
Dg  fallend  9  so  wirkt  der  Widerstand  der  Schwere  entgegen  und  es  ist 


<D  =  y« 

Jfc»   ~ 

dv 
"  it' 

dv 

-^ 

oher 

gdl= 


Die  Integration  dieeer  Differentialgleichung  giebt  mit  Röcksicht  dar- 
if,  dass  die  Constante  wegen  der  einander  ensprechenden  Werlhe  1=0, 
bO  sich  gleichfalls  annullirt, 

ler  dnrdi  Cmkehrung,  wenn  man  mit  e  die  Basis  der  natörlicben  Lo- 
trithmen  bezeichnet: 


^                  iL        ^ 

SL 
k 

e»  +1           «»    +e 

9t' 
k 

Diesen  Werth  för  v  in  die  Gleichung 

ix 

»gesetzt. 

kommt  die  letztere  auf  die  Form 

„9t           gt 

dx. 

ier  ist  der  Zähler  links  geradezu  das  Differential   des  Nenners  und  die 
tegralgleichung  heisst  daher 

x=:—lg(e  *  +  e     *  )  +  Conti. 
9 

ir  Bestimmung  der  Constanten  wissen  wir,  dass  för  die  Ruhelage  des 
Srpers  «ssQ  und  1=0  ist:  mithin  folgt 

Comics 1§2 

9  ^ 
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und 

oder,  indem  wir  fOr  <  *   und  c    *    ihre  Werthe,  nimlich 
einsetzen,  nach  einer  leichten  Cmlomtung  mit  RQcksicht  darauf,  daas 


ist: 


Die  Geschwindigkeit  v  wird  in  jedem  Augenblick  durch  den  Widerstand 
des  Mittels  modificirt.  Denken  wir  un«  aber^  dass  der  K6rper  sehr  lange 
Ulli  oder  l  bedeutoad  gross  ist,  so  witd  der  Bruch  auf  dev  necbiea  Seile 
der  Gleichung 

e*  +1 

sich  einer  leicht  zu  bestimmenden  Greaae,  nknUcblp^  Bähoro  und  wir  se- 
hen mithin,  dass,  je  länger  die  Bewegung  im  widerstrebenden  Hittd  tot 
sich  geht,  sie  um  so  stärker  in  eine  Bewegung  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit übergeht. 

Die  Zeit ,  welche  ein  Körper  braudit  ttm  durch  einen  gewissen  Raum 
hg  zu  fallen ,  möge  wieder  mü  ^g  bezeiebttel  werden^,  und  die  Geschwin- 
digkeit, die  er  dadurch  erlangt,  sei  a,  so  folgen  die  3  Gleichungen: 

.    t*  —  a      * 

^  ~*--55 3jF' 

eT  +  e      h 


2^    '*«— aj»  ' 

wdehe  die  Theorie  des  Falles  in  widerstrebenden  Nittd  enthalten. 


—    M    — 

Aufgabe  5.  Es  soll  die  Bewegung  eines  Körpers  im  wi<» 
derstrebenden  Mittel  bestimmt  werden,  der  in  vertikaler 
Richtung  nach  oben  in  die  Höhe  geworfen  wird. 

Da  die  Schwerkraft  und  ebenso  der  Widerstand  des  Mediums  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  der  Bewegung  wirken,  so  ist 

oder 

mithin  durch  ktegration  zwtsdien  den  Grenzen  t^%  und  o=^a 


g                   a  V 

Y^—arelg arcig—. 


und  hieraus 


a  —  klg-^l 

u==Jt 

k+atg^l 

In  dieser  letzten  fileidinDg  setze  nao  wieder  — -  an  die  Stelle   fon  v 

(U 

und  erhält,  wenn  man  in  der  entstehenden  Differentialgleichung  die  Ya- 
riabeln  sondert: 

dap= dl. 

*       *co#~-l  +  a«ji-r< 

k  k 

Da  hier  der  Zähler  rechts  wieder  geradezu  das  Differential  des  Nenner» 

ist,  so  folgt,  indem  vermöge  der  zusammengehörigen  Werthe  x^O,  i=0 

die  Constante 

k^ 

9 
gefunden  wird. 
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Nan  hat  man  zufolge  des  früheren  Aoadmckes  fOr  l^  ^  ^ 

cot  -^  I  =  ■  llll     JLm.  I  =  ^  ^ 

und  durch  die  Einsetiung  dieser  beiden  Werüie  geht  die  lettle  Gleidiaog 
Aber  in 

Nennt  man  in  Analogie  zu  dem  Vorhergebenden  &'  die  Zeit,  in  wel- 
cher der  Körper  seine  höchste  Höhe  h'  erreicht  und  mithin  die  Geschwin- 
digkeit vsO  wird:  so  bekommen  wir  yermittelst  der  aufgestellten  Glei- 
chungen f&r  »  und  ig-j;^ 

g  k 

Wenn  man  die  so  eben  gefundenen  Ausdrücke  mit  den  analogen  der 
Yorigen  Aufgabe  vergleicht»  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  Fallhöhe  h^ 
gleich  der  Steighöhe  h*  setzen,  leicht  der  folgende  Satz: 

Ein  Körper,  welcher  im  widerstehenden  Mittel  yertikal 
in  die  flöhe  geworfen  wird,  braucht  weniger  Zeit  zum  Em- 
porsteigen, als  nachher  zum  Herabfallen:  dagegen  mnss  ibia 
eine  grössere  Anfangsgeschwindigkeit  ertheilt  werden,  als 
diejenige  ist,  welche  er  am  Ende  des  Falles  haben  aolL 

Indem  wir  zom  Beweise  die  Ausdrücke  hg  und  kf  gleich  setzen,  folgt 
und  hieraus 


2  — 


a 


'         ..=.^ 


«i'  = iT-  «^- TT» 

1+—  1  —  -^ 


die  Betrachtung  dieser  Ausdrücke  zeigt  sofort  die  Richtigkeit  der  Unglei- 
chung 

Ftnmer  ist  die  Zeitdaufr  der  asflrteigendeD  Bewegung 


«:*   *, 


n 


9  k         g        ^ 


und  die  Zeitdauer  der  absteigenden  Bewegung 


k    ,      ^  k 


k 
Da,  weüna  reell  aeia  soll,  ai<Jk  folgt  mid  fAr  ein  dünnea  MiUel  iber«> 
baupt  k  eine  sehr  grosse  Zahl  ist,  so  dürfen  wir  der  Körie  halber 

JE 

setzen  und  erbalten  dann  leicbt 

Die  Funktion  rechts  nimmt  beständig  zu^  wenigstens  zwischen  den  Gren- 
zen  €  =  0  und  6=:-^,  welche  hier  allein  in  Betracht  kommen.  Dies 
folgt  aus  der  Betrachtung  ihres  Differenlial?erhlitnisses 

C0$€ 

welches  zwischen  denselben  Grenzen  beständig  positiv  bleibt.  Da  nun 
der  Ausdruck 

'      1 — $ine 
für  fi=  0  verschwindet  und  von  da  ab  beständig  wächst,  so  muss  er  in- 
nerhalb des  betrachteten  Intervalles  beständig  positiv'  sein  und  dassellie 
auch  von  dem  ihm  gleichen  Ausdrucke 

gelten,  welches  wiederum  die  Ungleichung 

vonnsaetzt. 

Aufgabe  6.  Es  soll  die  Bewegang  eines  Körpers,  der 
im  luftleeren  Räume  fällt,  unter  Berflcksichtigung  der  Zu- 
nähme  seiner  Schwerkraft  bestiiuii  werden. 

111.  2 


^  w  - 

Bei  dem  Aufsteigen  und  Absteigen  eines  Körpers  ist  noch  ein  Um- 
stand zu  berücksichtigen,  nämlich  der,  da»-  iit  Schwerkrtft  nicht  an  al- 
len Punkten  gleich  an^enonAnen  werden  darf.  Die  Beobachtungen  haben 
folgendes  Gesetz  als  wahrscheinlich  erwiesen,  dass  die  Schwerkraft  im 
umgekehrten  Verhältniss  zu  dem  Quadrate  der  Entfernung  vom  Erdmit- 
telpunkte steht.  Indem  wir  die  Erde  als  eine  Kugel  annehmen,  möge  § 
die  Schwerkraft  an  der  Oberfläche  d^r  Erde  bedeuten.  Dann  wird  die 
Schwerkraft  in  irgend  einem  gewissen  Punkte  M  ( Fig.  XXXIX. ) ,  welcher 
um  diö  GfOsse  x  vom!  Hitte^uokte'  der  Erde  entfernt  bl,  nothw«nifi|| 

— 7>  sein,  und  mithin  ist 

Nennen  wir  nun  die  ganze  Höhe  ÄQ^  welche  der  Köq^er  durchfiUlt,  J^  und 

>■■ 

das  Stück  AM  dieser  Höhe  ±y  so  folgt 
und  mithin 

Cm  diese  Gleichung  zu  intcgriren  setzen  wir 

dx  ,      d'^x      av  dv 

so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

>  . 

,  gr^dx 

vdv  =  —         ■   '. 
(h+r-x)*' 

Wenn  wir  diese  Gleichung  integriren  und   die  Constante  der  Integration 

uns  durch  Einsetzung    der  einander    entsprechenden  Werthe  «=0  und 

t7=:0  bestimmen,  so  erhalten  wir 


Dies  ist  die  Geschwindigkeit  des  Körpera ,  wenn  er  durch   die  Strecke  s 

gefallen  ist.     Setzen  wir  x=^h,  so   bekommen  wir   die 

mit  welcher  er  an  der  Oberfläche  der  Erde  ankommt,  ntmlicli 


^^/iTf' 


-=   Wl  - 

^b^ftetba  i^t  wi^  9ft  auch  seia,  inusft,  augenscheinlich  kleinjer  als  4Je  äe- 
schwindigkeil 

welche  unter  der  Voraussetzung  einer  constanten  Schwerkraft  sich  ergab. 
Uebrigens  sieht  man  zugleich,  wie  der  zweite  Ausdruck  überall  an  die 
Stelle  des  ersten  treten  kaao,  wann  h  im  Verblltniss  zu  dem  Erdradius  r 
nicht  gross  ist  und  wie  daher  in  geringen  Hohen  ilber  der  Erdoberfläche 
die  Schwerkraft  ehne  einen  merkliehen  Fehler  als  coasiant  angenommen 
werden  darr. 

Auß  dem  för  die  Geschwindigkeit  v  =  —  gefundenen  Ausdrucke  ent- 

wkkeki  wir  uns  feuroer  di#  Hiff^rentialgleicbung 


woher 


/2gr^  _    ito(f  +  Jb~g) 

oder  endlich  da,  wie  man  durch  Einsetzung  der  zusammengehörigen  Werthe 
x=0  und  (=0  leicht  erkennt,  die  Constante  der  Integration  gleich  0  ist, 

oder  auch,  wenn  man  are.sin.  statt  are.cot.  einfttbrt 

/  2m.a*         , r  +  h  2       i 

Man  muss  natürlich  von  dieser  Formel  auf  die  erste 

zurückkommen  können ,  welche  der  Annahme  einer  unyerSnderliohen 
Scbwerfcvaft  entspricht.  Diese  Annahme  setzt  TonM»,  dass  r  sehr  gross 
und  h  und  x^  wenigstens  im  Verhältnisse  zu  r,  sekr  klein  sind;  mithin 

wird  der  Ausdruck 

2     I  ■  ■      ■  ^ 

arciin — p-r  v C'+M*""* 

r  +  A 

2« 


—    20    — 

geradezu  gegen  die  Grenze  arctin  0=0  convergiren  und  kann  ohne  einen 
merklichen  Fehler  mil  seinem  Argumente 

▼ertaoscbl  werden.    Dadurch  bekommen  wir 


I 


\/  ^'-2^(r+k^x)x 


und  vernachlässigt  man  hier  k  und  h — s  gegen  r,  so  folgt 

welches  nur  mit  etwas  veränderter  Bezeichnung  die  gesuchte  Gleichung  ist 
Die  eben  durchgeführte  Rechnung  macht  sich,  wie  man  sieht,  sehr 
einfach,  wenn  man  die  2te  Form  des  Ausdruckes  für  I  ihr  la  Grunde 
legt.  Versuchen  wir  es  mit  der  ersten,  so  geht  eine  Weitläufigkeit  aus 
dem  Umstände  hervor,  dass  der  Ausdruck 

r+h 


arc  cos 


\         r  +  h/ 


2 

unter  der  Annahme  sehr  kleiner  h  und  x,  so  wie  sehr  grosser  r  sich  un- 
ter die  Form  O.OO  stellt  und  mithin  sein  Werth  erst  durch  eine  beson- 
dere Rechnung  auszumitteln  wäre. 

Aufgabe  7.  Es  soll  die  Bewegung  eines  Körpers  unter- 
sucht werden,  der  nach  2  festen  Mittelpunkten  gezogen 
wird.    (Das  sogenannte  Problem  der  S  Körper.) 

Wir  denken  uns  ( Fig.  XXXX. )  2  Körper  A  und  B ,  deren  Abstand 
AB  gleich  c  sei,  und  welche  einen  dritten  Körper  C  anziehen.  Die  At- 
traktionskräfle ,  vermöge  deren  sie  diese  Wirkung  ausüben,  mögen,  inso- 
fern sie  von  den  Massen  der  attrahirenden  Körper  abhängig  sind,  das 
Verhältniss 

haben  oder  mit  anderen  Worten :  Die  Intensität  der  Kraft  A  ist  in  der 
Zeiteinheit  a*,  während  bei  gleicher  Entfernung  die  Kraft  B  die  Inlensi- 
Ut  >>  besitzt.  Ferner  steht  die  Attraktionskraft  noch  im  umgekehrten 
VaUiltnisse  des  Quadrates  der  Entfernung.  Um  dieses  auszudrücken  dai- 
ken  wir  uns,  dass  der  Punkt  C  in  Folge  der  ihm  ertheillen  Bewegung 
in  die  Lage  M  gekommen  sei  und  setzen 
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aur  den  Punkt  M  einwirken ,  sind  -;r  und  ; rr^.  Da  diese  beiden  Kräfte 


Dann  sind  die  Abstände  von  den  attrahirenden  Mittelpunkten  A  und  B  re- 
spektive X  und  e  —  i   und   die  ausdrucke  für  die  Attraktionskräfte ,   die 

—  und    

X^  {C—M)' 

nun  in  entgegengesetzter  Richtung  wirken,  so  ist  die  beschleunigende  Kraft 
o/Tenbar  nur  der  Unterschied  zwischen  ihnen  und  wir  erhalten,  wenn  wir 
die  Attraktion  ?on  B  als  überwiegend  annehmen, 

6>  a» 


a>= 


Setzen  wir  nun 


so  folgt 


(c-i)*  I«' 


AC=a, 


CD— ^—  ^ülllfL^  — ^ 
""  Ä»  ""■       dl»        "^  dl» 

und  wir  haben  die  Differentialgleichung 

dl»  "~  (c— i)»       I»' 
deren  Integral  die  Gleichung 

\  dl  /         c  —  Ä         z 

ist.     Die  Bestimmung  der  Constanten  erhält   man   durch  die  Annahme, 

dass,  wenn  der  Körper  C  sich  zur  Zeit  1=0  in  dem  Punkte  x^s^a  (d.h. 

in  dem  Punkte  C)  befindet,   er  eine  gewisse  Geschwindigkeit  k  besitzen 

niuss  und  die  letzte  GImchung  geht  dadurch  über  in 

,      /  dz  \»        26»     .   2a»  26»         2a»  ,  ^, 

\dl/        c  —  z         z  e  —  a         a 

Nun  wird  der  Körper  mit  einer  gewissen  Kraft  nach  B  gezogen,  aber  auch  mit 
einer  gewissen  Kraft  nach  A  zurückgezogen.  Die  Anziehungskraft  ändert  sich 
aber  mit  der  Entfernung.  Es  wird  darum  möglich  sein  einen  solchen  Punkt 
zu  finden,  in  welchem  die  attrahirenden  Kräfte  beide  gleich  stark  sind 
und  der  Körper  demgemäss  in  Ruhe  bleibt.  Um  diesen  Punkt  zu  finden, 
habM  wir  die  folgende  Gleichung  zu  setzen: 

6»  g» 

wo  is/i  die  Entfernung  dieses  sogenannten  Indifferenzpunktes  D  ?on  A 
bedeutet«     Aus  derselben  entfvickela  wir  uns 


^  ^  ^ 

ae 

h  SÄ       '     .,.,'» 

0  +  5 
Das  doppelte  Vorzeichen  z^igl  an,  dass  es  zwei  solcher  Indifferenzpankie 
geben  muss,  und  es  ist  klar,  dass  der  eine,  der  dem  oberen  VorzeicheD 
entspricht,  zwischen  Ä  und'B  fallt,  währebid  der'atilie^,  der  'UMi  lin- 
'ieren  Vorzeichen  enUpriäW,  auf  der  Tertängeruttg  ^fota  140  Ofier  ll  hin- 
aus liegen  muss. 

Da  sich  nun  in  dem  Punkte  D  die  beiderseitigen  Anziehungen  auf- 
heben ,  so  wird  man  dem  Körper  C  in  seinem  Ausgangspunkte  eine  ge- 
wisse Geschwindigkeit  mittlieilen  müssen,  damit  er,  in  l>'*iWget£bgt9 'AÖch 
einige  Geschwindigkeit  Qbrig  behält,  um  seine  Bewegung  auch  noch  aber 
diesen  Punkt  hinaus  fortsetzen  zu  können.  Sei  die  geringste  daktt/dais 
er  bis  zu  D  gelange,  erforderliche  Geschwindigkeit V,  so  hat  man  in  der 
▼orhergehenden  Geschwindigkeitsgleichung  v=0  und  k^s=fy  sowie  i=A 
zu  setzen  und  bekommt  dadurch 

c  — A         n         c  —  a         et 

oder,  indem  man  für  h  seinen  VITerth  — -^  einsetzt: 

a+b 

^  2(a-f  6)*    .     26»     .  2a* 

'  e  c — a         a 

Nimmt  man  ÄE>f,   so  wird  der  Pudkt  C  ober  den  iodlfferenspookt  hiu- 

auBgeHen,  niitimt  man  dagegen  k<^f^  so  wird  er  nach  i4  zuröekfallen. 

Was  die  Bestimmung  des  x  betrifft ,  so  eTgiebt  sich  leicfat: 

dz 


dt— 


/26»  2a^        26»  2a»       s. 

e — z  X        c — a  a 
oder 

'z(e—k)dz 


dt  = 


'/ /•■■-      •   '  W  '2^s      *'2a»«v       ! 

V*(c-i)y  26»i.f 2a» (c-i)+(  *»  -  ^  -  =-  yc^z). 

Da  ihan  unter 'dem  Quadrbtwurzelzeicben  hier  die  4l6'DtiDeiRiDa  bat,  so 
ist  das  Integral  eine  elliptische  Transcendetile  Und'die  UntersucbaDg  Uüst 
sich  daher  nicIiL  weiter  streng  durt^ffthren. 

Wir  wollen  unter  der  Menge  Dfköglii^er  Fülle  noch  speciell  den  be- 
*  rflbKsfibfigeärfai  w^eich'^  die  beiden  iBttf^fatfeHdenWAltKöfiiXer;  die  Erde 
und  ihr  Mond  sind,  und  sfell^tf  ttis'  a^iMH  die^'f^geMle  Ai^gabe: 


—    ^    j=r 

AuTgabe  8.  Es  soll  die  Geschwindigkeit  bestimmt  wer- 
den,  welche  man  einem  Körper  mitthcrilen   muss,  damit  er 

▼  om  Monde  bis  zur  Erde  gelange.    Wir  wollen,  indem  wir  die  Auf- 

'  ■ .       '  •  .,         .  .      1  .  .      .     . 

gäbe  nur  als  Uebungsbeispiel  betrachten,  von  der  Bewegung  der  Erde  und 
des  iMoiides  hierbei. abstcaUren  und  Aehmen  sie  beide  als  fest  an. 

Es  möge  (Fig.XXXXI.)  LT=:R  die  Entfernung  der  beiden  Centren 
bedeuten  und  Pr=:  x  die  Entfernung  des  Punktes  P  zu  irgend  einer  i&eit 
I  vom  Erdmittelpunkte,  r  der  Radiua  jier  Erde  und  r^  der  Radius  des 
Mondes.  Dann  haben  wir  in  den  obigen  Formeln  1  =  11 — x,  c  =  il.  Fer- 
ner ist  •'  die  •Aniiehofgskraft  des  Mondes,  h^  die  der  Erde,  d.h.  un- 
sere ^Schwerkraft,  welche  proportional  der  Masse  und  daher  auch  dem 
Quadrate  des  Evdradius  r  ist:  demgemlss  setzen  wir 

wo  M  eine  gewisse  C<^>stante  bezeichnet,  in,dem  die  Schwerkraft  auf  der 
Oberfläche  des  Mondes  eine  andere  Natur  haben  wird ,  als  auf  der  Erde. 
Endlich  setzen  wir  noch 

— =r-  =  m 
.r* 

nnd  haben  alsdann 

4^x 
Setzen  wir  hier  für  O  seinen  Werth'---T-  ein  und  integriren,  so  kommt 

Ol* 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  nehmen  wir  an,  dass  der  Körper  mit 
der  Anfangsgeschwindigkeit  a  von  der  Oberfläche  des  Mondes  weggetrie- 
ben werde:  dann  hat  man  zur  Zeit  (  =  0 

x=iR-rr*  und  o=a,  mithin 

and ,  indem  man  die  letzte  Gleichung  von  der  vorhergehenden  abzieht, 

Der  Indifeiei)t|Ninkt  /.jMstimmt  sich  durdi  GIeicb>etza|g  der  beiden  At- 


«* 
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1  +  V« 

Um  ungere  Grenzgescbwiodigkeit  zu  bekommen,  müssen  wir  in  der  Glei- 
cbuDg  för  v^,  «=0  and  x=:        ^^  setzen  und  es  wird  dann  nach  einer 

leichten  Reduktion: 

^     l  il  —  r'  ^  r'  R  f 

Für  die  Anfangsgeschwindigkeit  a  wird  der  Körper  im  Indifferenipunkle 
die  Geschwindigkeit  0  besitzen«  Wollen  wir  aber,  dass  er  Aber  den  Pankt 
/  noch  hinaus  fällt,  so  muss  die  in  diesem . Punkte  erlangte  Geschwindig- 
keit die  0  um  eine  positive  Grösse  überschreiten,  so  dass  etwa 

k^^a^-2gr^\^^^—^+y ^ j 

ist.  Dadurch  nun,  dass  wir  dem  k  eine  angemessene  Bestimmiing  erlhei* 
len,  kann  es  möghch  sein,  dass  sich  das  elliptische  Integral  der  vorigeo 
Aufgabe  dergestallt  vereinracht,  dass  es  vermittelst  der  elementaren  Funk- 
tionen sich  auflösen  iässt.    Zu   dem  Zwecke  fuhren  wir  in  den  Antdraci 

(dx  \^ 
—  J     an  die  Stelle  von  a'  den  aus  der  vorigen  Gleicbtmg  fliessen- 
den Werth  ein,  so  bekommen  wir  nacii  einer  Reduktion,  der  Gleichung: 


( 


^)'--M^-i^,-'-^^\ 


Nehmen  wir  die  Quadratwurzel  auf  beiden  Seiten,  so  müssen  wir  rechts 
das  Vorzeichen  —  nehmen,  weil  mit  der  Zunahme  der  i  das  x  sich  im- 
mer mehr  und  mehr  verkleinert,  mithin 

—  dx 


dl  — 


oder 

—  ^Rx(R^xjdx 


dl  — 


^/i«+(«^-'^-l'i^-i^-' 


Hier  übersiebt  man  nun  sogleich,  wie  sich  für  die  beiden  Werthe 


k>=:0  und 

das  letzte  Glied  des  Nenners  annullirt  und  dadurch  der  Nenner  ein  Toll- 
ständiges  Quadrat  wird. 

Indem  wir  nun  zunächst  lb  =  0  einsetzen,  bekommen  wir 

^Rx  (Jt  —  x)dx 


Hwm 


V2jir«(ll  — 1  +  V««) 

wober  


ddP. 


Setzen  wir 


1  =  1',  also  «  =  ,— ; — r  ,  d«' 


X  '  l+z>  '  ^    (1+**;*' 

so  folgt  durch  Zerlegung  des  Resultates  der  Substitution  in  Partialbrftche 
I  +C0fM(= p=r     / -=.—  i — '+  -— ' — p-l 

(i  +  V^)>rV2^t  i+x>  ^  r   ^  f+^i;? 

Um  die  Constante  der  Integration  zu  beationnen,  bemerken  wir,  dass  sich 
die  Werthe  

« 

einander  entsprechen  und  mithin   durch  deren  Einsetzung  die  Gleichung; 
Coiwl=     .—     - 


rV2y(l+V»)*  ^    •  ^    ^        ^'V    Ä— »•' 

folgt    Wenii  man  nun  die  lejlzle  Gjeiobung  von  der  vorigen  abzielit»  so 
trbili  man 

<=:  -r=. 7-= — i~i~T — ;— T(.i — }lm)areU,t 


-  ^  - 

Dies  ist  der  Ausdruck  der  Zeit,  welche  der  K6rper  gebraucht,  am  eine 
gewisse  Entfernung 

vom  Erdmittelpunkte  zu  erreichen.  Die  Hölfsgr^ö^e  i  wird  stets  r^ll  aus- 
fallen, weil  zunächst 

m 
und  dies  stets  ein  positiver  Ausdruck  ist.    Also  das  erste  und  zweite  Glied 
des  Ausdruckes  sind  stets  reell;  ebenso  ist-es-wtteb^dng  dritte  ^ßd  vierte, 
weil  R  —  r*  gleichfalls  positiv  ist.    Milbin  bleibt  i^ur  iiq<^  dietRealttlt  des 
logarithmischen  Gliedes  zu  untersuchen  übrig. 

In  Betreff  desselben  sind  der  Nenner  des  ersten  und  der  dSihlcr Jdcs 
zweiten  Bruches  stets  positiv.  Dagegen  i^t  d^r  Nc^nner  des  »zweiten  Bru- 
ches stets  positiv ,  wie  man  mit  flöcksicht  auf  die  Zahlenwerthe 

Ä-51000.  ^:^860.  ^.  =  234.  «-—.  "n«^ 

in  Folge/einer:  leichten  Zahlenrecbnimg  fiode^  Yiewß  4|0  ^er  Logarith- 
mus, reell  ausfallen  soll,  so  muss  der*i^äbier  des  ^^^)^  Bruches  gieich- 
falls^.positiv  sein,  d.  h.  es  muss 

oder  wegen  des  Werlhes  von  z^  in  x 

Diese  Ungleichung  ist  die  Bedingung  daffir,  dass  f  reell  ausfaUe.  Nnn 
haben  wir 


und  sonach 'geht  henror,  dass  för  k=sQ  der  Körper  in  Folge  der  ihm  er- 
Ibeilten  Geschwindigkeit  nur  bis  zum  hdiffMrenzpunlite  aftd  Mdit*dariM 
hinaus  kommen  kann  —  etwas,  was  wir  schon  vorher  wussten,-was'abir 
jetzt  auch  diucb  4en  Kalkül  bestätigt  4st. 

Wir  haben*  nun  auch  den  zweiten  Werth  fQr  k*  eiiiiwiilptin  fftfii^ 


-    3&   — 

Dadarch  bekommen  wir 

'^ftSS^-a-*  ll  ■  ■       1      *      I      ■!■■■  ^ 

r^^{R  —  1  — V^«) 

Ä 

Diese  Differentialgleicbong^eht  durch  lüeSubttittltion  füpi -is*  fChr 1 

X 

und  durch  Zerfällung  in 'Paftialbrüdie  tn  die  folgende  ober: 

und  diese  Gleichung  giebt  durdi  Integration 

und  nach  angemessener  Bestimmung  der  Constanten: 

Tfir  Xrrr^^-haftijn  wii" vorher '(  inaginfir,  sobald 'x* oder  jt  Ober  ehien  ge- 
*Hlfi$ikta 'Wferth^lifnaus  gingen 'öderes  gab*  kdne 'Zeit,  in'-wdUier/^'eiMn 

^R 

Werth  <  r=-  erhalten  konnte.     In   dem  gefundenen  Ausdrucke  ist 

Wwtirth  tbn'jp  imd'd^krrnnauch'ton^A^'vdllkonlimen^gleidigClItig  nnd  je- 
'^äbm  mllenr'x' «ntKprifeht  ein  reelles'i.  'Wir' können- dUh^r^ttodi  )etzti<be- 
^  Hchhen,  (n'^efdier^Zeit*  dör'^Körper^  Tün^dM^Hoade  bis*  mir  BMe  ber- 

abfällt.    Zu  dem  ZWiA;ke' laben  >ivir>Mr'Mthig, 


I 


«  I       i 


a=r.-diao  J»=^i/  -7; 


R  —  r 


oder,  wenn  man  die  bekannte  Fbrn(tel 


—  -28    — 

anwendet,  etwas  einfacher 

.  .,    .     /-  V(Ä— r)(Ä  — O— V^ 


Siebente  Torlemmi^. 

Die  6f  «eise  4er  kmmliiügei  Bewegiig. 

$.  22. 

1>  Bei  der  krummlinigen  Bewegung  lieisst  die  Bahn  des  bewegten 
materiellen  Punktes  seine  Trajektorie;  zu  jeder  bestimmten  Zeit  wird  er 
an  einem  beslirorolen  Punkte  der  Trajektorie  sieb  befinden;  niiibin,  weia 
die  Bogeostrecke  der  Trajektorie,  welche  er  nach  der  Zeit  l  zurückgelegt 
bat,  mit  $  bezeichnet  wird,  muss  s  eine  Funktion  von  I  sein,  oder  io 
Zeichen  «=F((). 

Man  kann  sich  aber  d^n  Weg  auch  durch  die  Coordinaten  des  End- 
punktes bestimmen  und  da  dieser  zu  jeder  bestimmten  Zeit  gleicbfalb  ein 
bestimmter  Punkt  ist,  so  mässen  auch  seine  Coordinaten  bestimmte  von 
der  Zeitdauer  abhängige  Grössen  sein,  und  es  ist  also 

Vermöge  dieser  drei  Gleichungen  ist  die  krummlinige  Bewegung  auf 
drei  geradlinige  Bewegungen  zurückgeführt, .  und  ist  map^urchSUnüiiation 
der  Grösse  i  im  Stande  zwei  Gleichungen  zwischen  x,  y,  s  berzustellen, 
welche  die  Trajektorie  in  der  Manier  der  analytischen  Geometrie  ab  den 
Durchschnitt  zweier  Flächen  Tollständig  bestimmen.  Zugleich  kabn  mas 
auch  m|t  Zuziehung  der  Differentialgleichjimg 

nun  auch  leicht  rückwärts  den  Weg  des  bezüglichen  materiellen  Punktes 
als  eine  Funktion  loji^  l  sich  berechnen. 
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Wena  wir  nun  zunichst  den  Begriff  der  Gescfawiiidigkeil  bei  der  kruiDin'>> 
linigen  Bewegung  einer  genaueren  Prüfung  unterwerfen ,  so  müssen  wir; 
wiederum,  wie  bei  der  geradlinigen  Bewegung,  von  dem  ailgemeinen  Ge- 
setze der  Trdgheil  ausgelien.  Zufolge  dieses  Gesetzes  ist  klar,  dass,  wenn 
der  K6q>er  am  Ende  der  Zeil  l  durch  irgend  welclie  Kräfte  getrieben,  die 
Geschwindigkeit  v  erlangt  bat,  er  mit  der  dieser  Geschwindigkeit  entspre« 
chenden  Intensität  in  der  zuletzt  angenommenen  Richtung  weiter  fortgeben 
wird  und  eine  Abänderung  seiner  Geschwindigkeit  kann  nur  durch  neue 
Impulse  erfolgen,  vermöge  deren  eine  neue  Bewegungsintensität  su  der 
früheren  hinzutritt.  Da  wir  aber  die  Geschwindigkeit  nur  insoweit  be« 
trachten,  als  sie  zu  Ende  der  Zeit  l  slaltflndet,  so  werden  wir  alle  die 
nach  deren  Ablaufe  erfolgenden  Impulse  vernachlässigen  müssen,  weil  sie 
zu  der  betrachteten  Geschwindigkeit  nichts  beitragen.  Da  nun  die  Aen- 
derung  der  Geschwindigkeit  stelig  erfolgt ,  so  heisst  dieses  in  der  Sprache 
der  Analysis  nichts  anderes,  als  dass  wir  in  dem  unendlich  kleinen  Zeit- 
momenie  dl,  welcher  dem  Ablaufe  und  Fortscliritte  der  Zeit  I  zu  dem 
nächst  folgenden  Zeitmomente  entspricht,  von  der  Fortwirkang  der  bewe- 
genden Kraft  absehen ,  d.  h.  die  Bewegung  als  eine  gleichförmige  mit  der 
von  der  Trägheit  herrührenden  Gesdiwindigkeit  v  belrsiehten.  Sei  der 
unendlich  kleine  Raum ,  welchen  der  Körper  in  der  Zeit  di  durchläuA,  lif, 
so  folgt  nach  den  Gesetzen  der  gleichf5rmigen  Bewegung  die  Geschwin- 
digkeit als  der  Quotient  von  Zeit  in  Raum 

ds 
di 

Was  ferner  die  Richtung  betrifft,  in  welcher  die  Bewegung  vor  sich 
gehet,  so  ist  diejenige,  welche  der  materielle  Punkt  zur  Zeit  l  gehabt  hat, 
und  mithin  die  Berührungsgerade  in  dem  Punkte  x,  y,  z.  Denn  da  die 
Trajektorie  eine  continuirliche  Corve  ist,  so  fallt  zufolge  der  höheren  Geo«^ 
metrie  die  Richtung,  in  welcher  die  Curve  fortgeht,  mit  der  Richtung  der 
bezeichneten  Geraden  zusammen,  und  wenn  auch  ein  Umschlagen  dieser 
Richlong  in  eine  andere  sofort  erfolgt  und  nach  dem  Begriffe  der  krum- 
men Linie,  die  ja  sonst  ein  geradliniges  Stück  enthielte,  erfolgen  muss 
—  so  sehen  wir  ja  hier  ausdrücklich  von  der  Richi4ngsänderung  ab, 
wdehe  gleich  nach  Ablaufe  der  Zeit  i  durch  neue  Anstösse  der  bewegen^ 
den  Kraft  erfolgt »  und  betokcbten  blos  di4  reaidtirende  Richtung,  welche 
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das  Zasammenwipke«  dtr  Im  dahia  erlblf^iMha  ImpatM  eraeug^  kU^  Diese 
l^sullireftde:  GeschwiniNgkeit  wird  gick  mio  Bich  dem  ParaiMtgeiinni  dar 
Kraft»  in  drei  Seilengeecbwindigkeileai  zerkgen  laaten,  wekhei  in  drei 
Arnnrioblongen  wirlten  osd  iHsammen  die  resuMirtade  voütliadig  enttmm. 
Nehmen  wir  a»,  dast  diese  drei  Seiiengesdiiriirdigkellea  den  VffakJk  Bo 
sieb  allein  in  der  Zeit  4i  respeklffe  um  die  Wegatreche  dx^  d^  am  m  ita 
belfeffenden  Axenridilnugea  fortröcken  würdea,  a*  sind,  d»  Hadi  deas 
Terhergehenden  Raieonnement  die  Bewegung  ab  eüM.  glekhArMige  be* 
VntthM,  werden  darf,  die  Ausdrücke  für  unsere  drei.  »Sfatitigeathwiadig 
keiten  in  den  Axeoricbtonge»  respektive 

dg     da     iz 

"S'   lu'    *[• 

Auf  der  anderen  Seile,  wenn  uiaa  die  Winkel,  weKib#  di^  RicUoai 

der  GesebwindigkeiC  v,  d«  h.  die  Rtcfatung  d^r  Tangirfi^a  i^  die  Cum 

in  dem  Punkte  w,  y,  z»  mit  den  drei  Axen  einscUiessi,  dureh  «,  /},  y 

bezeicbnet,  so  werden  nacb  frAberen  Sätzen  die  Ausdrftcke  f&r  die  Qw- 

posenten  der  CieSGhwindigkeU  e  in  den  drei  AxetEMri^iUmgen 

i^eata,  veosß,  veo$y 

«nd  es  folgt  niui  durch  GleicbseUung  der  doppelten  AnsdrfM^e,  wekbf 

wir  Ar  ein  und  dieselbe  Sache  gefunden  haben, 

ds  dy  ^     dt 

'dt  di  ^      di  ' 

Als  dritten  Ausdruck  för  dieselben  Seilengeschwindigkeiten  kann  man 

nun  noch  schliesslich  ohne  besondere  Mühe  herleiten : 

dx        dy        ds 
di        dt         ds 

Jetzt  bleibt  noch  übrig,  einen  Ausdruck  lür  die  tofepaität  dv  M^i- 
benden  Kraft  zu  gewinnen;  in  Analogie  zu  4fäc  geradlinigen  3e9iegiui| 
müsste  dies  geradezu  der  zweite  Differentialquotient  von  i  nach  I  sein  und 
es  ist  leicht  diese  Vermutfaung  zu  rechtfertigen« 

In  der  That,  wenn  wir  ein  Mass  der  bewegenden  Kraft  bucImb,  » 
kanil  dieses  nur  mit  dem  Masse  der  momentanen  Aastösse  zuammenbl- 
teil,  welobe  in  jedem  Augenblicke  eine  neue  Gesdhwipdigkeit  in  der  M- 
liensn  dnrdi  die  Trigkeit  eieh  erhaltenden  Gescbsfindigkeit  hinTnBgfia 
We  Dauer  dieser  AasMaae  Ist  aber  nur  eiailemeai  «id  m  fiftden  in 
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dotftraUMiVüif^*  l^olgfe  statt,  so  dass  ia  d^mselbeh  Momente,  wo  def  eitte 
gi^At  bat,  dfet*  MiM  ta  wirken  anhebt  Diesen  TbatbefSUnd  bringen 
wir  analytisch  zur  Darstellung,  ihdf^m'  wir  die  b'ewegend^e  Kraft  während 
der  Zeit  dt  betrachten,  und  die  Geschwindigkellsiniensilät,  welche  sich 
während  deren  Dauer  erzeugt,  wird  das  gesuchte  Mass  für  unsere  Kraft 
alSgeben. 

Nun  können  wir  aber  die  Bewegung,  welche  von  einer  in  continuir- 
lichen  Anstössen  wirkenden  Kraft  hervorgerüTen  wird,  nach  demselben 
Raisonnement,  welcbesr  wir  fr  Aber  für  die  geradtinige  Bewegung  durchge- 
führt haben ,  während  eines  unendlich  kleinen  Zeitraumes  als  eine  unver- 
änderliche  gleichförmige  Bewegung  betractiten ,  welche  die  am  Anlange  des 
Zeitraumes  di  erlangte  Geschwindigkeit  besitzt  und  bis  zu  dessen  Ende 
beibehält:  in  Consequenz  hiervon  wird  man  davon  abzusehen 
haben,  dass  die  am  Ende  des  Zeitraumes  durch  die  Fort- 
Wirkung  der  bewegenden  Kraft  erzeugte  Geschwindigkeit  dv 
sich  aus  einer  Summe  continuirlich  aufeinander  folgender 
Anstösse  zusammensetzt  und  sie  vielmehr  so  ansehen  kön- 
nen, als  wenn  sie  durch  einen  einzigen  am  Ende  des  Zeit- 
raumes dt  erfolgenden  Stoss  sich  erzeugt  hätte.  Die  Intensität 
dieses  Stosses  ist  demgemäss  das  Mass  der  bewegenden  Kraft  und  wir  haben 
daher,  #enn  wir  letztere  gleich  0  setzen,  nach  den  Gesetzen  der  gleich- 
Rrmigett  Bev^egnkig  (Udd  bei  abgemessener  Bestimmung  der  Kraiteittheit) 

0  =  —. 
dt 

Üni  däftsidbe  zuin  U^berftosse  auch  noch  analytisch  zu  begründeti, 
ba1)eri  ^ir  tini*  dite  in  %.  20.  urttci"  3)  auf  äi*  bezögli<!;be  Entwickelung  in 
iBteui  Mt  t  wä  v^ied^rhoTen.  Set  $'  der  am  Eflde  der  Zeil  l  +  dt  durch- 
läüfede  Raitih,  i(6  ist,  da  s  als  eine  t^^uhklion  von  t  gegeben  ist, 

Noil  Arisd  f '  aus  drei  Theilen  sich  zusammenftetzen :    einmal  atis  dem 

lUlttIbte  t^  der  am  Ende  der  Zeit  f  durrchlaufen  ist,  weiter  ans  dem  Räume 

ds 
vdi^=—dtf  welche  vermöge  der  am  Ende  der  Zeit  t  erlangten  und  durch 
dt 

die  Trägheit  sich  erhaltenden  Geschwindigkeit  durchmessen  wird,  endlich 
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aus  einem  gewissen  Räume  e,  welcher  von  der  durch  die  ForiwirkuDg  der 
bewegenden  Kraft  während  des  Momente^' di  sich  frisch  eneugeodeD  Ge- 
schwindigkeit herrührt,  und  es  ist  offenbar 

oder,  da  das  zweite  und  die  folgenden  Glieder  der  Reihe  rechts  gegen  das 
erste  verschwinden, 

.  d*«       .       di    ^  ^       .  ^d$    ^      M  ^     ^ 

Diese  Gleichung  sagt  aber  nichts  Anderes  aus,  als  dass  der  Weg  e, 
welchen  der  bewegte  Körper  in  Folge  einer  Summe  von  conlinuirlicheD 
Anstössen  während  des  Momentes  dl  zurficklegt,  proportional  ist  dem  Wege 
dvdl^  welchen  er  in  derselben  Zeit  zufolge  eines  einzigen  Anstosses  zu- 
rücklegen w&rde,  der  ihm  die  Endgeschwindigkeit  do  roittheilte.  Somit 
kann  jede  continuirlidi  wachsende  Geschwindigkeit  durch  eine  stossweise 
erzeugte  gleicliförmige  Geschwindigkeit  und  mithin  auch  unsere  bewegende 
continuirliche  Kraft,  sofern  blos  der  Endeffekt  berAcksichtigt  wird,  durdi 
eine  angemessen  bestimmte  stossweise  wirkende  Kraft  ersetzt  werden  — 
natörlich  nur  während  eines  unendlich  kleinen  Zeitmomentes« 

Jede  durch  irgend  einen  Stoss  erzeugte  Geschwindigkeit  kann  durch 
das  Zusammenwirken  von  drei  Stössen  hervorgerufen  werden,  die  nach 
den  drei  Axen  gerichtet  sind,  und  jede  der  drei  Seitengeschwindigkeiteo 
kann  eben  so  gut  durch  eine  einzige  Stosskraft,  wie  durch  eine  gewisse 
in  der  betreffenden  Axenrichtung  continuirlich  wirkende  Kraft  erzeugt,  vor- 
gestellt werden;  seien  demgemäss  die  drei  durch  diese  Reflexion  sich  dar- 
bietenden Krätte  X,  F,  r,  so  ist  klar,  dass  ihre  vereinte  Wirkung  die 
Wirkung  der  bewegenden  Kraft  0  vollständig  ersetzt,  und  es  kann  jede 
beliebige  continuirliche  Kraft,  welche  eine  krummlinige  Bewegung  erzeugt, 
in  drei  gleichfalls  continuirliche  Seitenkräfte  zerlegt  werden,  welche  gerad- 
linig im  Sinne  der  drei  Axenrichtungen  wirken.  Fdr  diese  Coropoiantea 
gelten  die  Gesetze  der  geradlinigen  Bewegung  und  es  besteben  dem  xaFoi|t 
die  drei  Bewegungsgleichungen 

d^x_      d^y_      ^*^_- 
*S"^'  SJT-^'  ^^-^' 


SS 


die  mit  der  voriHn  entwickelten 


US     ^     dv 

v  =  — ,    (P= — 

di  di 

m 

in  Uebereiiisiiinmung  sind.  In  der  Tbat  sind  die  drei  ersten  Gleichungen 
nur  Specialisirungen  der  allgemeineren  Gleichung 

welche  aus  den  beiden  letzten  durch  Einsetzung  der  ersten  in  die  zweite 
folgt,  und  gehen  daraus  hervor,  indem  man  nach  einander  für  <Z>  die  drei 
Kräfte  JT,  Y,  Z  einsetzt ,  welche  geradlinig  in  der  Richtung  der  drei 
Axen  wirken. 

DasPrincip,  welches  wir  jetzt  deducirt  haben  und  welches  der  weiteren 
analytischen  Betrachtung  zu  Grunde  liegt ,  heisst :  Jede  continuirliche, 
oder,  wie  man  gewöhnlich  zu  sagen  pflegt,  beschleunigende  Kraft 
hat  zu  ihrem  momentanen  Hasse  eine  stossweise  wirkende 
Kraft.  Also  wenn  mehrere  continuirliche  Kräfte  auf  einen  Punkt  wir- 
ken ,  so  wird  in  jedem  Momente  das  Parallelogramm  der  Kräfte  die  Regel 
ihrer  Zusammensetzung  in  sich  schliessen.  Da  dies  nun  im  Allgemei- 
nen ,  wenn  die  Kräfterichtungen  verschieden  sind ,  sich  analytisch  schlecht 
ausdrückt,  so  liegt  hierin  die  Nölhigung,  warum  wir  statt  von  der  allge- 
meinen Bewegungsgleichung 

dl»     ^ 

lieber  von  den  drei  Bewegungsgleichungen  für  die  Composanten,  nämlich: 

d*a?_      ^  —  r  ^  —  T 
dF»"-^'  (f(»~^'  di^'^^ 

ausgehen,  weil  in  letzteren  nur  gleichgerichtete  Kräfte  zur  Anwendung 
kommen ,  deren  Zusammensetzung  sich  durch  einfache  Addition  oder  Sub- 
traktion vollzieht.  ' 

Kann  man  diese  drei  Gleichungen  integriren,  so  erhält  man  sechs 
Constante  der  Integration,  von  denen  sich  drei  leicht  bestimmen  lassen, 
wenn  man  weiss,  dass  der  Körper  zu  einer  gewissen  Zeit  an  einem  he- 
stimmten  Orte  ist.  Die  drei  anderen  Constanten  bestimmt  man  dadurch, 
dass  man  die  Geschwindigkeit  zu  einer  bestimmten  Zeit  in  den  drei  Aien> 
riditaDgen ,  d.  h.  die  Werthe  der  Differeatialquotienten 

lU.  3 


—     S4    — 

dx      dy      dz 

A'     dt'  ^ 
für  ein  specielles  i,  kennt.     Ist  die  Int^ration  und  die  Bestimmung  der 
Constanteo  vollendet,   so  bekommen  wir  drei  Gleichungen  iwiscben  x,  y, 
s,  t,  aus  denen  wir  durch  Elimination  von  I  zwei  Gleichungen  zwischen 
X,  y,  1  allein,   d.  h.  die  Gleichungen  der  gesuchten  Trajektorie  erhalten. 

2)  Wir  haben  im  Vorigen  die  Gleichungen  der  Bewegung  eines  völ- 
lig freien  materiellen  Punktes  entwickelt.  Möglicherweise  können  aber 
dieser  Bewegung  noch  gewisse  Beschränkungen  auferlegt  werden.  Wie 
deren  Natur  aber  sonst  auch  beschalTen  sein  möge,  immer  lassen  sie  sich 
darauf  zurückfuhren,  dass  der  Körper  verpQirJbtet  ist,  entweder  immer 
Mif  einer  Oberfläche  oder  gleichzeitig  auf  zwei  Oberflächen  zu  bleiben. 

Wenn  der  Körper  verpflichtet  ist  auf  einer  gewissen  Oberfläche  zu  blei- 
ben, so  liefert  diese  Fläche  doch  immer  eine  Kraft,  welche  in  jedem  Augen- 
blicke und  in  jedem  Punkte  der  Fläche  den  Körper  auf  ihr  zu  bleiben 
nöthigt  und  welche  nichts  anderes  als  der  in  der  Richtung  der  Nonnale 
wirkende  Widerstand  der  Oberfläche  ist.  Eine  weitere  Wirkung  hat  die 
Oberfläche  nicht:  denn  soll  der  Körper  auf  ihr  fortgeschoben  werden, 
so  geschieht  dieses  auf  Grund  anderer  nicht  von  der  Fläche  herrührender 
Kräfte.  Wir  werden  also,  indem  wir  von  der  Fläche  abstrahiren,  uns 
denken  können,  dass  in  jedem  Augenblicke,  wo  auch  der  Körper  sei, 
immer  eine  gewisse  Kraft  in  der  Richtung  der  Normale  ihn  gegen  die 
Fläche  treibe.  Sei  diese  Kraft  iV,  so  können  wir  diese  Kraft  in  jedem 
Augenblicke  in  drei  nach  den  Axen  gerichtete  Seilcnkräfle  zerlegen,  de- 
ren Ausdrücke,  wenn  die  Winkel  der  Normalen  mit  den  Axen  der  x,y,i 
k^  fi,  V  heissen,  respektive ifcoiA,  Ncos^,  Ncosv  sind.  Indem  wir  diese 
Kräfte  einführen,  können  wir  den  Punkt  in  seiner  Bewegung  als  vollkom- 
men frei  denken  und  erhalten  dadurch  als  Gleichungen  seiner  Bewegung: 

d^x  , 

d*s 
wo  N  eine  vollkonunea  unbekannte  Kraft  ist»  von  der   wir  nur  witteSi 
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dMs  sie  ia  dar  RichUiog  der  Normalen  wirkt.     Nuo  sei  die  GleidiuQg 

der  OberOaebe  « 

X  =  0, 

so  bestimmen  sieb  die  Winkel  der  Normalen  mit  den  drei  Axen  durcb 

die  Gleichungen 

,      dLx  dLy  dLx 

eosl=^  —  ;     eoi(iz=:i-^\     cos  v  ^  —  , 

wo  wir  der  Kürze  halber 

gesetzt  baben.    Die  drei  Bewegungsgleichungen  geben  nun  auch  durcb  die 

Substitutioo  der  drei  genannten  Ausdrücke 

d^x  N    dl 

d«»  ^      "^  r'  dx' 

^^  -  y  .   ^ .  ^^ 
di>        ^  ^  F  •  dy  ' 

d^x  N    dL 

Eliminirt  man  ans  diesen  beiden  Gleichungen  1^,  se  gebe  7  mit  her« 
aus  und  man  erhSlt  die  Gleichungen 

dl^    dz        dt^     da"^      dM  dx' 

d*y    dL^d^   dL_ydLdL 
di^     dM        di^     dy'^       ds  dy" 

und  deren  Integration  liefert  uns  zwei  Gleichungen  zwischen  x,  y,  x,  i; 
aus  denen  wir  durch  Elimination  des  l  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  x 
allein  herstellen  kAnnen:  dies  ist  die  eine  Gleichung  der  gesuchten  Tra- 
jektorie,  die  andere  Gleichung  ist  die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche 
selbst«  Zugleich  kann  man  nun  gleich  den  Ort  des  Körpers  für  jede  be- 
stimmte Zeit  sich  berechnen  und  umgekehrt  die  Zeit,  welche  erfor- 
derlich ist,  damit  er  bis  zu  einem  bestimmten  Punkte  gelange.  Auch 
die  Grösse  der  unbekannten  Widerstandskraft  kann  nun  vermöge  einer 
beliebigen  der  vorhergehenden  Gleichungen  bestimmt  werden,  so  dass 
dieselbe  sowohl  der  Richtung,  wie  der  Grösse  nach  vollständig  be- 
kannt ist. 

Wenn  der  Körper  gezwungen  ist,   gleichzeitig  auf  aiwei  Oberflächen 
zu  bleiben,  so  können  wir  die  Verpflichtung,  dass  der  Körper  sich  auf 

3* 
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diesen  Oberfl&chen  bewegen  soll ,  durch  die  Einröhrang  zweier  Krifte  er^ 
setzen:  N  und  N\  welche  normal  gegen  die  befOglicbe  Oberiliciie  wirken. 
Zerlegen  wir  diese  Kräfte  wieder  nach  den  drei  Axen,  so  ecbalieo  wir  in 
Analogie  mit  dem  vorhergehenden  Cal^l: 

d>x_        jV   äL      N^  dV 

dt^~    "^  r    dy"^  Y'     dy' 
d*x  _',    IV    dL     N-    dV 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  können  wir  N  und  JV  berausethninireo, 
wodurch  auch  F  und  V  herausgeben,  und  bekommen  schliesslich  eine  Glei- 
chung  zwischen  den  Variabein  x,  y,  x,  t.  Nehmen  wir  hierzu  die  heiden 
Gleichungen  'I 

der  beiden  gegebenen  Oberflächen,  so  können  wir  aus  diesen  drei  Glei- 
chungen.«^ y,  s  als  Funktionell  Ton  i  darstellen,  d«h,  wir  können  den 
Ort  auf  der  gegebenen  Trajektorie  bestimmen,  in  welchem  der  Körper 
sich  lu  einer  gegebenen  Zeit  befindet,  und  umgekehrt  die  Zeit,  in  wel- 
cher der  Körper  einen  gegebenen  Punkt  erreicht.  Es  liegt  in  der  Natur 
der  Sache,  dass  wir  nur  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  s,  f  bekommen, 
weil  die  Trajektorie  durch  die  Coexistenz  der  beiden  Flächengleichungeo 
Ton  vorn  herein  bestimmt  ist. 

3)  Die  Hauptaufgabe  für  die  nächsten  Entwickelungen  ist  die  Inte- 
gration unserer  drei  Bewegungsgleichungen.  Das  ist  aber  im  Allgemeinen 
etwas  sehr  Schwieriges  und  man  hat  nur  bestimmte  Fälle,  wo  diese  In- 
tegration geradezu  ausführbar  ist.  Multipliciren  wir  unsere  drei  Bewe- 
gungsgleichen 

^*^_r  ^'^-.F   ^*'-^ 
di*""^'  d?""-^'   d?-'^ 

der  Reihe  nach  mit 

'  2dx,  2dy,  2dx 

und  addiren  die  dadurch  entstehenden  Gleichungen ,  so  folgt 

d*dp  dhj  d^K 

2dx^  +  2dy-^+  2dz  ~^^2 (Xdx  +  Ydu  ^Zdx). 


-  ■«  - 

Betrackfni  wir  diese  Gleichung  näher ,  so  werden  rechts  X,   Y,  Z 

als  FunküoneB  Yon  w^  y,  x  gegeben  sein  und   die  linke  Seite  ist  gerade- 

i 

zu  das  YollstlBdige  Differential  des  Ausdruckes 
und  wir  erhalten  mithin  durdi  Integration 


(thitH'^H'if-l/^« 


x+rdy+Zdi)+Omsl. 


Hithin  in  allen  Fällen»  wo  der  ÜRisdruck  rechts 

X(te,  Yiy,  Zdx 
ein  ▼olbtiodiges  Differential  irgend  einer  Punktion  der  drei  Yariabeln 
X,  y,  s  ist,  sind  wir  im  Stande  aus  unseren  Differentialgieichungen  der 
zweiten  Ordnung  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  zu  örtial* 
ten.  Dieser  Fall  tritt  allgemein  ein,  wenn  der  bewegte  Körper  durch  At- 
traktionskräfle  sollicitirt  wird,  d.  h.  durch  solche  Kräfte,  die  ihn  nach 
irgend  welchen  festen  Mittelpunkten  hinziehen.  Um  dieses  zu  beweisen, 
bemerken  wir,  dass  jede  Attraktionskraft  nothwendig  eine  Funktion  der 
Entfernung  vom  attrahirenden  Hittelpunkte  ist  Seien  die  Goordinaten 
eines  attrahirenden  festen  Punktes  a,  b,  c  und  r  die  Entfernung  des  an- 
gezogenen Punktes,  dessen  Goordinaten  wir. mit  x,  y,  i  bezeichnen,  so  ist 

r»  =  (a— dp)'  +  (ft  — a:)*  +  (c~«)» 
und  wenn  wir  die  Grösse  der  Attraktionskrafl  mit  R  bezeichnen,  so  wer- 
den deren  Gomposanten  nach  den  drei  Axenrichtungen  bezöglich 

a — X  h — jf  c  —  X 

r  r  r 

sein;  denn  offenbar  sind 

a  —  X     b — y     c  —  X 
r  r  r 

die  Ausdrücke  für  die  Gosinus  der  Winkel,  welche  die  Linie  r  mit  den 
drei  Azen  einschliesst.    In  unserem  Andrucke 

Xdx+Ydy+Zdx 
wird  also  derjenige  Theil,   welcher  von  der  Attraktionskraft  X  des  ausge- 
wählten Punktes  a,  6,  e  herkommt, 


—  n  — 

l^eki.    Der  tweile  Faktor  ist  nun  dai  tolistlridige  Diflereifliri  tthr  Crosse 

und  wir  können  mithin  für  die  betreffende  Partie  auch  setien 

—  Rdr, 
d.  h.  sie  ist,  da  R  eine  Funktion  von  r  allein  ist,  ein  vollständiges  Dif- 
ferential.   Ebenso  ist  auch  jede  andere  Partie  unseres  Ausdruckes ,  weldie 
sich  auf  eine  andere  attrahirende  Krall  ü'  und  einen  andren  Altraktions- 
mitlelpunkt  a\  b\  c'  bezieht,  ein  Ausdruck  wie 

—  Ä'^r', 
d.  h.  gleichfalls  ein  vollständiges  Differential  von  einer  gewissen  Funktion 
der  Ytriabelri  r',  Und  mithin,  da  alle  die  terechiedeneil  StmUmtiidta,  am 
denen  sich  die  Grösse  Xdx+¥dy+Zdz  zusammeittelgt,  Vollständige  Diffe- 
i^oftiale  sind,  so  fit  es  audi  nothwendig  die  ganze  Grösse  9ÜbaU 

Der  einfachste  Fall  ist,  wenn  nnr  ein  attrahirender  Mittelpunkt  ist, 
iden  wif  zum  Anfangspunkte  der  Coordinatfen  wählen  wollen  und  wemi 
lief  (tadius  vector,  mithin  die  AttraktionskrMl  nicht  blos  nach  ihf^erRich- 
inAg,  Sondern  adch  nach  ihren  Grössenverhältnissen  däl^telh.  Alsdann 
bind  geradezu  die  CoordiDaten  x,  y,  t  des  bewegten  Punktes  die  Mass- 
ziihlen  für  die  Cömposanten  der  Attraklionskrafft  und  man  hat 

X:7:Z=x:y:My 
also 

Xy±±  TXy  Zx-^Jt^  Yz^Zy. 

Nun  folgt  aus  unseren  drei  Hauplgleichungen  der  Belegung 

d^x        dh       ^       , 
dl*  dl* 

und  diese  geben  in  Folge  der  eben  aulgestellten  Gl^ldiUttgöd  üb'^  in 

oder,  indem  wir  inlegriren  {t  als  unabhähjgfge  YariaUe  bdMditlet) 

dx  —    dy 
^  dt         dt       * 
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ix         äs        , 

X X   —  =  c  , 

dl  dl         * 

dy         dz        ,^ 

dl      ^  dl 

Diese  drei  Gleichuogea  haben  eine  geometrische  Bedeutung.  Denken 
wir  uns  unsere  Trajektorie  auf  einer  der  Coordinatenebenen ,  in  unserer 
Fig.  XXXXIK  auf  der  Ebene  der  xy,  projicirt,  und  nehmen  an,  der  Kör^ 
per  beCnde  sich  zur  Zeit  I  in  dem  Punkte  P,  zor  Zeit  c  +  d<  in  den) 
Punkte  F.  Sei  nun  der  Sektor  AOP=u,  femer  die  Ordinate  PB=g 
gezogen,  AOPB=p,  OPB^q^  so  folgt 

i*  =  p  — g. 

Nun  ist  q^^xy\  femer,   da  im  Verlaufe  der  Bewegung  des  Radius 

Yector  die  Fläche  AOP  sich  um   das   Increment  OPP*  yergröasert,  also 

OPP'  =  dl*  ist, 

POP':=:du  —  dp—dq, 

oder  da  dp=:ydw  ist, 

POP  =  du  =  ydx—d({xy) 

=  ^ydx  —  ^xdy, 

Demgemäss  folgt  aus  unsrer  ersten  Integralgleichung 

dx         dy  . 

if---— «-^  =sc  od.  ydx — xdx^tdt. 
dl  dl 

POP'^^dH-'^di, 

d.  h,  der  Zuwachs  des  Raumes,  der  vom  R  idius  vector  beschrieben  wird, 
ist  proportional  der  dazu  verbrauchten  Zeit,  hieser  Salz  gilt  zunächst 
nur  von  der  Bewegung  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit:  aber  er 
lässt  sich  auch  leicht  auf  die  Bewegung  während  einer  beliebigen  end- 
iictien  Zeit  ausdehnen,  denn  die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt 

c     .   ^ 
14  =  -jr- 1  +  Consl , 

und  wenn  man  den  Raum  ven  der  yAxean  rechnet  und  ebenso  bei  Beginn 
der  Bewegung  den  bewegten  Punkt  auf  derselben  Geraden  annimmt,  so 
annullirt  sich  die  Constante  und  es  wird 

e 

milhin  folgt  ganz  aligemein,  das«  die  Projektionen  der  vom  Radius  vector 
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auf  den  Coordinatcnebenen  durchlaoreoen  Räume  der  Zeit  proportional 
sind.  Es  ergiebt  sieb  ferner  aus  den  drei  oben  gefundenen  Differential- 
gleichungen der  ersten  Ordnung  noch  eine  zweite  sehr  merkwürdige  Ei- 
genschaft unserer  Trajektorie,  Nämlich  mtdtipliciren  wir  sie  der  Reihe 
nach  mit  und  addiren  die  Produkte  znsammen ,  so  kommt 

d.  h.  wo  wir  auch  den  Punkt  x,  y,  s  in  der  Trajektorie  annehmen ,  im- 
mer wird  er  aut  einer  föslen  durch  den  attrahirenden  Mittelpunkt  geleg- 
ten Ebene  enthalten  sein.  Die  Trajektorie  ist  also  eine  ebene  Gurre 
und  man  wird  sich  die  Untersuchung  erleichtem  können,  wenn  man  ihre 
Ebene  zur  Ebene  der  xy  macht,  wodurch  die  dritte  Coordioate  *  und 
ebenso  die  Composante  Z  sich  annulliren.  Fasst  man  jetzt  die  Resultate 
unserer  speciellen  Untersuchung  zusammen ,  so  lassen  sie  sich ,  wie  folgt, 
aussprechen :  " 

Wenn  ein  materieller  Punkt  einer  beliebigen  Kraft  un- 
terworfen ist,  die  nach  einem  festen  Hittelpunkte  gerichtet 
ist,  so  beschreibt  er  eine  ebene  Curve  und  sein  Radius  vec- 
tor  durchläuft  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Räume. 

Es  ist  übrigens  leicht  ieinzuseben,  däss  ganz  dieselben  Resultate  auch 
Yon  einer  Bewegung  gelten,  die  durch  eine Repulsienskraft  von  einem  fe- 
sten Mittelpunkte  weg  bedingt  wird:  denn  unsere  ganze  Argumentation 
setzte  blos  voraus,  das  die  bewegende  Kraft  in  der  Richtung  des  Radius 
vector  wirke. 

Indem  wir  die  oben  erwähnte  Coordinatentransforroation  uns  toUzo- 
gen  denken,  d.  h.  also  überall  da  x  und  Z  und  folgeweise  auch  c'  und  c*' 
uns  gleich  0  gesetzt  denken,  wollen  wir  Sektor  AOP  uns  vermittelst  Po- 
larcoordinaten  ausdrücken,  wodurch  wir  zwar  nichts  Neues  erhallen,  aber 
einige  allgemein  übliche  Benennungen  zu  entwickeln  Gelegenheit  bekommen. 

Sei  also 

dann  wird 

und,  wenn  man  mit  OP  um  0  einen  Kreis  beschreibt,  welcher  OP  in  Q 
einschneidet, 

P'Q^är. 
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Es  folgt 

POP'^^r{r+dr)$indd^=ir(r+dr)i» 

oder,  wenn  wir  das  Unendliclikleioe  der  zweiten  Ordoung  gegen  das  Un- 
endlicbkleine  der  ersten  Ordnung  vernachlässigen, 

und  wegen  des  Werthes  von  dem  Differentiale  du: 

ydx — dNfy  =  r*  d^  BS  cdl. 
Ferner  hat  man  fflr  das  Bogenincrement  PP' ss.  di  den  Ausdruck 

ds  =  ^df^  +  r^d»\ 
Nun  ist  doch  die  bewegende  Kraft  nach  der  Tangirenden  PT  gerich- 
tet und  dieselbe  kann  in  die  beiden  Gomposauten  nach  den  Richtungen 
des  Radius  yector  und  der  darauf  Senkrechten  zerlegt  werden,  welche 
letztere  olTenbar  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  des  Winkels  POP*  in 
die  Bogenrichtung  PQ  hineinßilt.    Da  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  P 

di 
gleich  —  ist,  so  werden  die  beiden  erwähnten  Composanten 

--  cos  TPS  und  --  cos  TPQ, 
dl  dt  ^ 

Betrachten  wir  jetzt  das  Dreieck  PP*Q^  so  folgt 

PQ       rdih     ^ 


cos  TPQ  =  cos  FPQ  = 


PF        ds 


OP*        dr 

cos  TPS  ^  sin  SPQ  =  sin  FPQ  =  ^^  =  t- 

ppt       ^ 

und  die  beiden  gesuchten  Seitengeschwindigkeilen  werden  durch  Einsetzung 

dieser  Wenhe  für    cos  TPQ  und  cos  TPS  bezöglich 

dr        _,  rdd^ 
•—  und  -;— , 
dl  dl 

die  erste  ist  die  Geschwindigkeit  in   der  Richtung  des  Radius  yector;    die 

zweite  ist  die  darauf  senkrecht  gerichtete  Geschwindigkeit  uttd  die  in  dem 

Ausdrucke  der  letzteren  vorkommende  Grösse 

di 
heisst  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers,   weil  sie  das  Mass  fflr  die 
Schnelligkeit  ist,  mit  welcher  der  Winkel  POF  von  dem  Radius  vector 
beschrieben  wird«     Fflr  diese  Winkelgeschwindigkeit  Usst  sieb  ein  «UgeF- 
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meiner  Ausdruck  finden ,  wie  auch  immer  die  Natur  der  anziebeadett  oder 
abstossenden  Kraft  beschaffen  sein  möge.    Ndnlich  wir  liatteD   oben  die 

Gleichung 

dd'       c 
r'dO'^cdl^  oder  -7— =  -5, 

mithin   steht  die  Winkelgeschwindigkeit  im  umgekehrten  Verhältnisse  zu 
dem  Quadrate  des  Radius  vector. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  der  Ausdruck 

Xdoi+Yd^+Zdx 
ein  genaues  Differential.     Sehen  wir  su,  was  in  unserem  speciellen  Falle 
folgt,  so  erbalten  wir 

2dx  ^+2dg  §  =2Xite  +  2  Wy. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  genaue  Differential  von 


/Ar\*     /dy\*_d«^_ 
\TJ  "^  \dl/  ~  di«  "" 


V» 


und  da  wir 


und  mithin 


Ä*=:X»  +  r»,  Zy=F», 


« 

haben,  so  erhalten  wir  lör  die  rechte  Seile  unserer  Gleichung 

Mithin  folgt  jetzt 

du*  =  2Ädr 
und  duich  Integration  dieser  Gleichung,  in  welcher,   da  R  eine  Function   1 
blos   des   Radius   vector  e   ist,   die.   Variabein   gesondert  auftreten,   weoo 
wir  noch  annehmen ,  dass  der  Anfangslage  des  bewegten  Punktes  der  Ra- 
dius  vector  a  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  k  entspricht: 


V«  =  fc"  +  /2ildr, 


I 


dt  1^ 

Nun  sind  die  Composanten  der  Geschwindigkeit  ^  =  -^     "^^    '^ 

Verbergehetiden 
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--  und  r  --, 
it  4i 

oder,  weno  wir  für  letztere  Grösse  ihren  Wertb  setzen 

Ar  e 

— •  unfl  — , 

di  r 


"in 


0« 


milbin  folgt 

r* 

und  wegen  des  Werthes  für  v  bekommt  man  mifliin  für  die  Geschwindig- 
keit in  der  Richtung  des  Radius  yeclor 

(f)"-»"-?+^«'- 

oder,  nachdem  man  die  Tariable  gesondert  Und  integrirt  hat, 


l  +  CoHil 


*-^   ■  /      h.7 L 


V  *' — ^  +  A«'*'- 


und  setzt  man  den  hieraus  hervorgehenden  Werlb  für  l  in  die  Gleichung 

ein  und  integrirt  gleichfalls,  so  kommt  noch 

cir 


&  +  Consl 


y/  k^-'^  +    /2Rdr 


Diese  letzte  Gleichung,  welche  man  immer,  sei  e&  in  endlicher  ge- 
schlossener Weise,  sei  es  vermöge  mechanischer  Quadraturen,  integriren 
kann,  setzt  eine  Relation  zwischen  d-  und  r  fest,  welche  die  Polarglei- 
diung  der  gesuchten  Trajeklorie  ist,  und  die  vorhergehende  liitegralglei- 
cbung  bestimmt  die  Variabein  I  und  r  als  Funktionen  von  einander,  so 
dass  man  nun  im  Stande  ist  zu  bestimmen,  an  welchem  Orte  der  Tra- 
jektorie  sich  der  Körper  zu  einer  bestimmien  Zeil  befindet  oder  umge- 
kehrt,  ;eu  welcher  Zeit  er  sioh  an  einem  bestimmten  Orte  der  TrajHitorie 
befindet. 

4)  ^elieii  vAt  ^u  liM«rer  aHj^emeineii  Dnter^tfchung  zurück,  t^o  wi 
Mr,  Ml^  H«l<  b^^  Punkt  ki  Jedifelr  s|i«l(^ielte«l  Lüge  Wk  emet*  gewiKHäh 
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speciellen  GcschwiDciigkeit  nach  der  Verlängerung  des  beEttgiicben  Cor- 
yenelementes ,  d.  b.  in  der  Richtung  der  Tangirenden  forUurücken  das 
Bestreben  hat.  Aber  die  beschleunigende  oder,  was  dasselbe  sagt,  die 
bewegende  Kraft  ändert  sowohl  die  Richtung  wie  die  Geschwindigkeit  die- 
ser Bewegung  ab,  so  dass  der  Punkt,  statt  in  geradliniger  Richlong  ent- 
lang der  Berübrungslinie  fortzugehen,  aus  dieser  Richtung  umbiegt  oiri 
die  Ciirve  beschreibt.  Der  Gedanke  liegt  nahe  das  Gesetz  der  AbiDdeninj 
näher  zu  erforschen  und  die  Aufnahme  dieser  Untersuchung  giebt  uns  deo 
wichtigen  Begriff  der  Centripetal-  und  Centrifugalkralt 

Möge  der  Punkt  zur  Zeit  (  in  der  Lage  x,  y,  i  mit  der  Cesefawiii- 
digkeit  v  ankommen,  so  wird  die  Bewegung  wihrend  des  unendlich  klei- 
nen Zeittheilchens  di  als  gleichförmig  angenommen  werden  können,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinaus  kommt,  die  Bewegung  kann  so  angesehen  wer- 
den ,  als  wenn  der  Punkt  durch  eine  gewisse  Kraft  F,  welche  die  ^eich- 
förmige  Geschwindigkeit  v  erzeugt,  g«!triehen  auf  der  Tangente  um  das 
Stock 

vdl  =s  di  tsyj  dx^  +  dy^  +  dx^ 
fortrftcke,  so  dass  er  zuletzt  aus  der  Lage  or,  y,  s  in  die  Lage  x  +  iM, 
y  +  dy,  x  +  dz  versetzt  ist.  Hier  angelangt  wird  er  vermöge  der  Träg- 
heit sich  in  derselben  Richtung  und  mit  derselben  Geschwindigkeit,  wie 
vorher,  weiter  bewegen:  aber  die  Fortwirkung  der  bewegenden  Kraft  bat 
unterdessen  dem  Punkte  allmähiig  eine  von  den  froheren  unabhängige  Be- 
wegung milgetheilt,  die  wir  während  des  unendlich  kleinen  Zeitelementes 
dl  als  eine  unendlich  kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  vernachlässigen 
durften,  deren  Endgeschwindigkeit  aber  eine  gewisse  bestimmte  Grösse 
und  Richtung  haben  wird.  Diese  Geschwindigkeit,  deren  Composanten  ia 
den  drei  Axenrichtungen 

d'a?      dhf     £|i 
d(*  '    Ä* '    di^ 

sind,  dürfen  wir  nach  Ablauf  der  Zeit  i  +  di  nicht  weiter  veniadiUssqies, 

da  sie  durch  die  Kraft  der  Trägheit  sich  erhäh,  und  m  dem  nun  rolges- 

den  Zeitmomente  werden  wir  den  Punkt  x  +  dx,  y  +  dy,  x  +  dg  wie  vst 

zwei  Kräften  getrieben  ansehen  können,  einmal  von  der  bescbleunigeadea 

Kraft,  deren  Composanten  durch  die  vorbergenannten  «weiten  Difemtiil- 

quotienten  des  Raumes. nach  der  Zeit  dargestellt twe^edea«  uad^daan  vü 
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der  Kraft  F,  welche  die  Geschwindigkeit  v  in  der  Richtung  der  Tangiren* 
den  durch  den  Punkt  x,  y,  x  erzeugt;  Durch  das  Paralleiogramm  der 
Kräfte  wird  sich  eine  gewisse  Resultante  ergeben,  die  wir  mit  V+^V 
bezeichnen  und  welche  die  vereinte  Wirkung  der  beiden  ersten  Kräfte 
YoUständig  sowohl  nach  Grösse  wie  Richtung  ersetzt.  In  Folge  des  eben 
erwähnten  Theoremes  muss  die  Richtung  von  V+JV  in  der  Ebene  lie- 
gen, welche  die  Richtung  der  beschleunigenden  Kraft  mit  der  Richtung 
der  Geschwindigkeit  v  einschliesst:  nun  ist  die  Richtung  der  Resultiren- 
den  V+^V  offenbar  dje  Richtung,  in  welcher  der  Punkt  x  +  äx,  y  +  dy, 
x  +  dx  schliesslich  fortgeht,  d.h.  die  Richtung  der  Tangente  in  die- 
sem Punkte,  und  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  v  ist  die  Richtung  der 
Tangente  in  dem  Punkte  x,  y,  x:  mithin  folgt,  dass  die  Richtung  der  be- 
scbleunigienden  Kraft  immer  auf  derjenigen  Ebene  enthalten  ist,  welche 
zwei  benachbarte  Tangenten  der  Bahncurve  mit  einander  einschliesseni 
imd  da  diese  Ebene  keine  andere  als  die  sogenannte  Krömmungsebene 
ist,  so  folgt  das  Theorem: 

Die  Richtung  der  beschleunigenden  Kraft,  in  der  sie  an 
den  bewegten  materiellen  Punkt  angreift,  fällt  immer  in 
die  Krümmungsebene  der  Trajektorie  hinein. 

Dieser  Satz,  der  zur  Erkenntniss  der  Bewegung  keinen  unwesentlichen 
Beitrag  liefert,  fliesst,  wie  wir  sehen,  unmittelbar  aus  der  Art  und  Weise, 
wie  die  Trajektorie  zu  Stande  kommt.  Gleichwohl,  um  die  analytischen 
Forroela,  deren  wir  uns  bedienen,  zu  verificiren,  dürdle  es  nicht  ober- 
flüssig  sein,  ihn  auch  auf  dem  Wege  der  Analyse  herzuleiten,  und  dies 
wird  durch  den  Nachweis  geschehen ,  dass  die  Coroposante  der  beschleu- 
nigenden.  Kraft  in  der  auf  der  Krömmungsebene  senkrechten  Richtung 
sich  annullirt. 

Zu  dem  Zwecke  müssen  wir  uns  zunächst  die  Gleichung  der  Krfim« 
nmogsebene  bilden«  Wir  erhalten  dieselbe  in  Folge  der  Bemerkung,  dass 
dieselbe  die  drei  Curvenpunkte: 

»,  y,  x;  a?+  dx,  y  +  dy,  x  +  dx;  x  +  dx+d^x,  y  +  dy  +  d\,  M+dx+d^x 
eotbäR,  wie  Jolgt 

idffd^d—dxd^y  (f — a?)  +  (dxd^x—dxdh)  (rj-y)  +  dxd^y — dyd^x) (?— Jk)  *:  0, 
wo  I,  17,  ?  die  aligemeinen  CoonNnaten  der  Krümmungsebene  bezeichnen« 


—    46    — 

Bilden  wir  uns  die  Summe  der  Quadrate  der  drei  CoelBciealea  dieaer 
Gleichung,  ao  erhalten  wir  mit  Zuziehung  der  Formeln 

d$d*t  G=  dxdh)  +  difi*f  ■^-  dmiH 
die  Transformation: 
ii}fdht—  izd*y)*  +  ldsd'*—dsdH)*-{-{dMd*y—dgi**,* 

.a»  dV  (ds*^dz*,+iPy*  {d$*—^*)+d*a\d$*—dx*)^2J^iMi*jiih 

—  2dxdzd*xd^»~fidxigd^si*9 
«  d$*  (dV + rfy  +  d V)  -  ( dxdH  +  dgd^  +  dxi*jf) « 
=  dt*  {dH*  +  d  V*  +.<**** — <P»*) 

WO  Q  den  Krümmuogsradioa  im  Punkte  s,  g,  »  beseicbDet.  Die  Qua- 
dretwurzei  dieses  transfoniiirten  Ausdruckes  ist  der  Nenner  in  den  Am* 
drficken  für  die  Irigonomeüriscben  Sinus  der  Winkel,  welche  die  Krte* 
mungsebene  mit  den  Axen  der  x,  g,  z  eioscbUsest,  vnd  dieselben  ergs« 
ben  sich  nun  wie  folgt: 

ds^  ^^  ^'       ds  rfs«      dg' 

Diese  selben  Sinus  sind  zugleich  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die 

auf  iWr  KrQmmungsebene  senkrechte  Richtung  mit  den   drei  Aien  eiB- 

i^chliesst ,  und  multipliciren  wir  sie  daher  der  Reihe  nach  mit 

dts      rf^y     rfH 
(//»'    dt^'    dt^' 

so  erhalten  wir  die  Geschwindigkeiten,  welche  die  drei  C<Mn|Misinten  der 
beschleunigenden  Kraft  auf  derjenigen  Geraden  her? orbringea,  welche  dorch 
den  Punkt  x  +  ds,  y  +  dg,  x  +  dz  senkrecht  aaf  der  Krflmaiiingsebcae 
errichtet  wird,  und  deren  Summenausdruck 

^|jp  I  d^x  i  dyd^z  —dzd^y)  +  d^y  (dzd^s  —  dxd^y)  +  d^z  {dxd^^ — ig  fix) 
giebi  mitbin  die  Grösse  der  $eitenkraft  tu,  wekb#  VW  4«*  besfibleuirigvi' 
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den  Kraft  in  d«r  gegen  die  Krämmungsebene  senkrechten  Richtung  herr 
rührt  Offenbar  annullirt  eich  aber  der  sweite  Faktor  dieses  Ausdruckea 
und  folglich  ist  auch  die  bezeichnete  Seitenkraft  selber  der  NuU  gleich, 
wie  wir  es  schon  yorher  weiss ten. 

Beiläufig  wollen  wir  hier  noch  eine  Anwendung  unseres  letzten  Theo« 
remes  erwähnen ,  die  sich  auf  den  Fall  der  Bewegung  beaieht,  wo  die  he- 
scbiennigeode  Kraft  nach  irgend  einem  unveränderlicben  ^MiUelpunkte  ge- 
richtet ist.  Alsdann  geht  die  Kröumungsebene  für  alle  Punkte  der  Tra- 
jektorie  durch  einen  und  denselben  festen  Punkt  den  MiUelpunkt  der  An- 
ziehiing  oder  Abstossnng,  oder  mit  anderen  Worten  die  Ebene,  welche 
eine  beliebige  Tangente  der  Trajektorie  and  den  bezeichneten  festen  Punkt 
enthält,  entbält  a«ch  die  benachbarte  Tangente,  d.  h.  alle  Tangenten  lie- 
gen in  einer  und  derselben  festen  Ebene  oder  die  Trajektorie  ist  eine 
ebene  Curve,  in  Uebereinstimnuing  mit  den  Besultaten  der  kurz  vorher- 
gehenden Discttssioo  dieser  Bewegniig. 

Nehmen  wir  nun  die  abgebrochene  Untersncbung  wieder  auf,  so  han- 
delt es  sich  jetzt  um  die  Bestimmung  der  Resultante  aus  der  beschleu- 
nigenden Kraft,  die  in  der  Krömmungsebene  angreift,  und  der  durch  die 
Trägheit  erhaltenen  Geschwindigkeit  v,  die  auf  der  Tangente  im  Punkte 
s,  y,  %  statt  findet.  Um  hierzu  zu  gelangen  ist  es  am  naUHrlichsten,  sipb 
die  bescUeimigende  Kralt  in  zwei  Com|>osantt*n  zu  zerlegen,  von  denen 
die  eine  in  der  Richtung  4er  Tangente,  d.  h.  in  derselben  Richtung  wi^ 
die  Geschwindigkeit  t;,  und  die  andere  «in  der  darauf  seokrediten  fticjir 
tung  wirkt.  Die  ersteKraft  wollen  firir  die  tangentiale  Componente 
der  beschleunigenden  Kraft,  und  die  zweite,  deren  Masszabl  ^  seia 
möge,  da  sie  oflenbar  zugleich  auf  der  Krümmungs-  und  auf  der  Nor- 
malebene  der  Curte  enthalten  ist,  die  normale  Componente  der 
beschleunigenden  Kraft  nennen.  Der  Angriffspunkt  beider  Gompo- 
santen  ist  eigentlich  der  Punkt  w  +  dx^  ff  +  dy,  %  +  dz:  aber  da  dieser 
Punkt  dem  Punkte  x,  g^  z  unendlich  nahe  liegt  und  es  hier  überhaupt 
lediglich  auf  die  Aichiungen  der  angreifenden  Kräfte  ankommt ,  so  ist  es 
statthaft  geradezu  den  Punkt  x,  y,  z  als  Angriffspunkt  zu  nehmen«  Die- 
ses vorausgesetzt  ist  klar,  dass  die  Kraft  y  in  der  Richtiing  des  Krüm- 
mungshalbmessers geradezu  nach  dem  Krömmungsmittelpunkte  hin  wirkt. 
Denn  die  Resultante  V  +  JV  hat  die  Richtung  der  Tangirenden  im  Punkte 
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s  +  dx,  9  +  dtfj  x  +  dx  und  schliesst  daher  mit  der  GeschwiDdigkeits- 
richtung  von  F,  d.h.  mit  der  Richtung  der  Tangirenden  im  Pookte  x,y,s 
einen  unendlich  kleinen  Winkel  c»,  den  sogenannten  Contingenzwiokel  eio 
(man  vergleiche  zur  Veranschaulichung  Fig.XXXIIl.);  mithin  wenn  sie 
zwischen  den  aur  einander  senkrechten  Richtungen  ihrer  Composantea 
liegen  soll ,  so  ist  dies  nicht^nders  möglich,  als  wenn  die  Concaviült  der 
Curve  den  Sinn  bestimmt,  in  welchem  die  Kraft  q>  entlang  ihrer  Rich- 
tung wirkt.  Nun  ist  diese  Richtung,  da  sie  zu  gleicher  Zeit  auf  der  Nor- 
mal -  und  auf  der  Krömmungsebene  enthalten  ist,  die  Richtung  des  Kiüm* 
mungshalbmessers ,  auf  welcher  der  Krflmmungsmittelpunkt  enthalten  ist 
Also,  da  der  Krummungsmiltelpunkt  auf  der  concaven  Seite  der  Cunre 
Hegt,  sucht  die  Kraft  (p  den  Punkt  x,  y,  x  (oder  x+ix,  x+dy^  s-Hs) 
unmittelbar  nach  eben  diesem  Punkte  binzutreiben. 

Die  Kraft  9),  welche  auf  dem  Krümmungsradius  in  dem 
Sinne  nach  dem  Krummungsmiltelpunkt  hin  angreift  and 
die  normale  Componente  der  beschleunigenden  Kraft  ist, 
b^eisst  die  Centripetalkraft  des  Punktes  jf,  g,  x  und  die  ihr 
gleiche,  aber  im  entgegengesetzten  Sinne  (nach  der  Ver- 
Ungerung  des  Krümmungsradius  hin)  wirkende  Kraft  heisst 
die  Centrifugalkraft  im  Punkte  x,  g,  x. 

Die  Gleichungen  der  Geraden,  entlang  deren  die  Centripetalkraft 
wirkt,  erhSlt  man,  indem  man  die  Gleichung  der  Normalebene  im  Punkte 
X,  gi  z,  nämlich  * 

(^''S)dx  +  (Ti—g)dg  +  {^—x)dx  ^  0, 
als  gleichzeitig  bestehend  mit  der  oben  angeiöhrten  Gleichung  der  Krflm- 
mungsebene  ansiebt.     Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  die 
Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  drei  Coordinatenebenen,   die  nach 
einigen  Umformungen  folgende  Gestalt  annehmen : 

{dsd^x  —  dzd^s)  (| — a?)  =  {dsd^x  —  dsdh)  (?—»), 
{did^x  —  dxdU)  (17— y)  at  (dsd^g—dgd^s)  (?—»), 
(dsdhB-^  dxdh)  (jy  --  y)  =  (dsd^  —  dydh)  (J—  x). 

Da  die  Wurzelgr(ysse 

V  {dsd^x — dsdh) »  +  (dsi'g  —  dyd^s)^  +  (d$dH  —  dxdh)^ 

=ds^ id^x^ -t  dY  +  äV--dV  =  — 

9 


—    40    — 

wird ,  s%  ergeben  sich  fOr  die  Cosinaa  der  Winkel,  welche  unsere  Gerade 
mit  den  Aien  der  d^,  y,  %  einschliesst,  die  Ausdrflcke 

Die  Resultante  der  Geschwindigkeiten  entlang  ihrer  Richtung,  die  ?op 

den  Seitenkrätten 

d^x      d}y      d}z 
dt^  •    dt^  '    dt* 

der  beschleunigenden  Kraft  herrQhren,  ist  mithin 


+  £f  W^^<^'""^"^'^ 


oder,  wenn  wir  bemerken,  dass 

d^s  {dtd^x  -  drd»«)  +  d'y  (^dtdhf — dydh)  +  d^x  (dsd^x — dxd^s) 

==  di  (d««»  +  dY  +  rf*«*— <***)  =  % 
ist,  in  einfadierer  Form 

^  *°    p     dt^  *°  Q  ' 
Da  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Berührungslinie  im  Punkte 
X,  y,  s  mit  den  drei  Coordinatenaxen  einscbliesst,  respective 

dx     dy      dx 
ds'    ds'   ds 

sind,  80  erhalt  man  als  die  tangentiale  Componente  der  beschleunigenden 
Kraft 

d'«  dx     d*y  dy      d^%  d%  _  dh  __  dv 

W  Ji^lt^'  d»  "^  5?  5  ""  dl*  ""  * 
und  diesdbe  erzeugt  also  genau   die  Geschwindigkeitszunahme  des  be^ 
wagten  Punktes  wihrend  der  Zeit  dt.     Mithin  folgt,  dass  die  Aen- 
derang    der    Geschwindigkeit,    welche   yon    der  beschleu-^ 
nigenden  Kraft  bewirkt  wird,  bloe  durch  deren  tangentiale' 
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CoBip^nente  gerade  so  berbeigef&krt  wird,  aU  ob  die  nor- 
male  Componente  gar  nicht  existtrte  aod  die  Reweg«Dg  ge- 
radlinig wäre.  Die  Wirkung  der  letzteren  redncirt  sich  darauf,  dass 
sie  den  bewegten  Punkt  in  der  Richtung  nach  dem  Krtamungsmittelpunkt 
hin  von  der  Tangente  weg  zieht  und  dadurch  die  Krdmmung  der  Bahn 
herbei  röhrt. 

Es  d&rfte  angemessen  sein  dietelbta  Residtaie  noch  durch  eine  di- 
rekte Vergleichung  der  Wegstrecke  zu  yeranschaulichen,  welche  beide 
fComposanten  im  Sintie  der  Bewegung  den  Punkt  znrfickmtegen  ndtbigen. 
Die  resiillirende  Bewegung  setzt  sieb  aus  den  drei  durch  die  beiden  letz- 
teren und  die  Kraft  Y  erzeugten.  Gesehwindfgkeiten  zusammen ,  und  er- 
folgt  in  der  Richtung  der  Beruhrungslinie,  welche  durch  den  Punkt  x-(-dr, 
y  +  dy,  z  +  dz  geht.  Diese  Richtung  schliesst  mit  der  tangentialen  Com- 
ponente den  CoBtiogtnzwihkel  or  und  fnit  der  niMrmaleA  CoflqM>Beftle  der 

Winkel    -g-  —  co  ein;  mithin  sind  die  von  den  beiden  Componenten  wih- 

rend  der  Zeit  auf  ihr  zurückgelegten  Wegstrecken ,  respektiTe 

i»co8»  und  -^dttino^p 

Q 

oder,  wenn  man  fCkr  eeeo»  und  wnto  die  bezüglichen  Reihenentwickdun*- 
gen  setzt  und,  da  oi  eine  unendlich  kleine  Grösse,  nlmlicb 

ds 

e 

ist,  die  höbern  Potenzen  von  (o  gegen  die  niedem  yemachläsaig^ 

dp  und  —dt.ia^B^'^dtiß. 

Q  r 

Der  tangentialen  Componentra  entspricht  hiernach  eine  Wegstrecke, 
die  ein  unendlich  Kleines  der  ersten  Ordnung  ist,  dagegen  der  normalea 
eine  Wegstrecke,  die  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung  isL 
Mitbin  kann  die  yon  der  letzteren  herrührende  Geschwindigkeit  gegen  die 
Ton  der  ersteren  herriUirende  yernachUssigt  werden  vd.  h»  die  tangentiale 
Coapenente  erzeugt  aHeiii  die  GeschwindigkeitszunahBie,  und  weiter  er- 
zeugt sie  dieselbe  auch  gerade  so ,  als  ob  die  Bewegung  genidUolg  win: 
denn  derselbe  Weg,  den  der  bewegte  Punkt  wirrend  der  Zeit  di  auf  dtf 
yerUiqeeruag  dc#  Taqgeite  im  Pwkte  »,,  y,^  «bfsc  df«  SmM  s+üh 
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9+dif,  p-\'d»  aurücklegen  würde,  wird  durch  ihre  Wirkung  auch  io  der 

wirklichen  Richtung  der  Bewegung,  d.h.  auf  der  Tangente  im  Punkte  x+ds» 

9+dy,  x  +  dz  zurückgelegt,  nämlich  in  beiden  Fällen  der  Weg  dv. 

Die   Bestimmung  der  Resultante   Y+JY,    welches    der   eigentliche 

Ausgangspunkt  unserer  Betrachtung  war,  ist  nunmehr  leicht.    Die  beiden 

Geschwindigkeiten,  welche  in  deren  Richtung  von  den  beiden  Componen- 

ten  der  beschleunigenden  Kraft  erzeugt  werden,  sind  bezüglich 

dv       -  v^. 
TT  und  -lO« 
dt  Q* 

und  die  Geschwindigkeit,  welche  von  der  durch  die  Trägheit  sich  erhal- 
tenden G«sobwindigkeit  «  herrührt,  ist 

nailhin  iai  das  Mass  iür  unsere  Resultante  die  Gesammtgeschwindigkeit 

während  der  Zeil  dt: 

t  dv    ,  p^  j 
dt        p* 

in  welchem  Ausdrucke  alle  unendlich  kleinen  tirAsaen  der  zweiten  Ord- 
nung weggeiaatan  sind« 

Da«  erste  Glied  dieser  Gleichung  stellt  die  durch  die  Trägheit  erhalt 
tene  Geschwindigkeit  dar,  welche  in  der  Richtung  der  Bewegung  statt  fin- 
deC:  dagegen  die  Summe  der  beiden  anderen  ist 

^v     dv  .   V*  dv      t?» 

^^"5?+-^ '^  =  5  +  ?'*' 

und  stellt  die  Geschwindigkeit  dar,  welche  die  beschleunigende  Kraft  in 
der  Bichtung  der  Bewegung,  d.h.  auf  der  Tangirenden  durch  den  Puqkt 
X'i'dx,  s  +  djf,  z  +  d^,  erzeugt.  Der  zweite  Theil  die^s  Ausdruckes 
verschwindet  gegen  den  ersten  und  dies  ist  ganz  in  der  Ordnung,  da  er 
Toa  der  norjnafen  Componenten  herkommt,  die  keinen  Zuwachs  der  Ge- 
acbwindigl^eit  erzeugt,  sondern  lediglich  den  Druck  darstellt,,  den  der 
PiUÜit  amf  seine  Trajekiorie  ausübt  und  der  allein  durch  den  Zustand 
der  Bewegung  bedingt  wird« 

Die  vorstehenden  Resultate  gelten  allgemein,  mag  nun  der  bewegta 
Pjinkl  frei  oder  4^r  Bedingung  unterworfen  sein,  aul  einer  oder  zwei 
FliQhen  im  blaib^n.  Denn  für  diesen  Fall  haben  wir  nur  n^ig,  4t9 
4w«b  4ie  Fiichaa  erzeugte  Nonpalkraft  zu  den  beachleui^ige^^  Url^ti^ 
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tiinzuzufügen  und  können  dann  die  Bewegung  ab  Tollkomflnen  tm  be- 
trachten.   Die  Differentialquotienten 

d^x     ^     dH 
dt^'    dt^*   d? 

bleiben  ganz  dieselben,  mag  nun  ihr  Werth  sich  blos  aus  gegebenen  be- 
schleunigenden Kräften  zusammensetzen  oder  durch  den  Hinzutritt  gewis- 
ser normaler  Widerstandskräfte  yermehrt  werden,  und  da  wir  in  unsere 
Rechnung  nur  diese  Differeniialquotientcn  eingeßhrt  haben,  so  sind  die 
Resultate  von  deren  besonderer  Bedeutung  unabhängig. 

Die  tangentiale  Componente  bleibt  bei  der  unfreien  Bewegung  gani 
dieselbe  wie  bei  der  freien.  Denn  die  Widerstandskräfte  sind  in  allen 
Fällen  normal  gegen  die  Trajektorie  gerichtet  und  die  fon  ihnen  erzeug- 
ten Tangentialgeschwindigkeilen  sind  daher  der  Null  gleich.  Dagegen  die 
normale  Componente    oder  die   Centripetalkraft    wird  zwar  immer  noch 

durch  den  Ausdruck  —gegeben:  aber  sie  bekommt  einen  andern  Werth  als 

bei  der  freien  Bewegung.  Nämlich  die  von  den  besehleunigendeo  Kräftea 
allein  berrährende  Componente  wird  einen  Theil  der  ton  der  Fläche  oder 
Curve  herrührenden  Widerstandskralt  vernichten  und  es  bleibt  dann  nnr 
noch  der  andere  Theil  übrig,  welcher  die  gegen  den  KnUnnuingsniitlel- 

punkt  hin  gerichtete  Kraft    —  giebl. 

In  Folge  hiervon ,  wenn  der  Punkt  eine  gegebene  Curve  m  beschrei- 
ben gezwungen  ist,  wird  man  den  Gesammtdruck,  den  die  Gurre  anssa- 

ff 

halten  hat,  sich  berechnen,  indem  man  zu  der  Centripetalkraft  jenen 
durch  den  Widerstand  der  Curve  vernichteten  Druck  hinzuftlgt,  d.h.  also 
die  Bösnltante  sich  sucht  aus  der  Centripetalkraft  und  der  in  der  Normal- 
ebene enthaltenen  Componenten  der  beschleunigenden  Kräfte.  Der  erste  Theil 
des  Gesammtdruckes  kommt  von  dem  Zustande  der  Bewegung  her,  der 
andere  ist  ein  Druck  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes,  der  auch  in 
Zustande  der  Buhe  in  derselben  Weise  existiren  w&rde; 

Ganz  in  gleicher  Weise,  wenn  der  Punkt  auf  einer  gegebenen  Obe^ 
fläche  sich  bewegt,  wird  der  Gesammtdruck,  den  sie  ausznhalten  bat,  d^ 
diurch  erhalten,  dass  man  zu  der  Componente  der  Centripetalkraft,  wekke 
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nach  der  Normalen  an  die  Fiäehe  gerichtet  ist,  die  in  eben  dieser  Richtung 
wirkende  Seitenkraft  der  beschleunigenden  Kräfte  addirt. 

Wenn  der  materielle  Punkt  in  diesem  letzten  Falle  von  keiner  be- 
schleunigenden Kraft  getrieben  wird,  oder  nur  von  einer  solchen,  welche 
in  der  Richtung  der  Rewegung  wirkt,  wie  z.  B.  eine  Reibung  gegen  die 
gegebene  Oberfläche,  oder  der  Widerstand  des  Mittels,  in  welchem  die 
Bewegung  statt  findet:  so  ist  die  normale  Seitenkraft  der  beschleunigen- 
den Kraft  0  und  es  bleibt  mitbin  nur  noch  die  Widerstandskraft  der 
Oberfläche  als  bewegende  Kraft  öbrig.  Mithin  muss  die  Krömmungsebene 
der  Trajektorie  die  Normale  der  Oberfläche  enthalten  oder  die  Krüm- 
mnngsebene  steht  auf  der  Oberfläche  senkrecht.  Wenn  diese  Eigenschaft 
statt  findet,  so  lässt  sich  vermöge  der  Variationsrechnung  der  Beweis  füh- 
ren ,  dass  ein  beliebiger  Bogen  der  Trajektorie  die  kürzeste  Linie  ist, 
welche  zwischen  seinen  Endpunkten  auf  der  Trajektorie  gezogen  werden 
kann. 

Um  eine  Anwendong  der  entwickelten  Principien  zu  geben,  wollen 
wir  uns  die  Erdkugel  denken:  so  werden  im  Zustande  der  Ruhe  die  Wir- 
kungen, welche  die  einzelnen  Punkte  derselben  auf  einander  ausüben, 
durch  deren  feste  Verbindung  vernichtet  und  in  diesem  Zustande  wird 
nichts  geändert,  wenn  man  sich  in  jedem  Punkte  die  einer  gewissen  Ro- 
tationsbewegung entsprechende  Cenlrifugal-  und  Centripetalkrafl  ange- 
bracht denkt,  da  diese  beiden  Kräfte  sich  gegenseitig  gleichfalls  vernich- 
ten« Denken  wir  uns  aber  die  Erde  in  Rotation  um  ihre  Aie,  so  wird 
die  Centripetalkraft  als  der  'durch  den  Zustand  der  Bewegung  bedingte 
Druck  auf  die  Trajektorie  anzusehen  seien,  vermöge  dessen  die  Bewe- 
gung zu  Stande  kommt,  und  die  feste  Verbindung  der  Erdpunkte  wird 
daher  jetzt  sowohl  die  Wirkungen  der  einzelnen  Punkte  auf  einander,  als 
auch  die  Wirkungen  der  Centrifugalkrafl  vernichten  müssen.  Mitbin  folgt 
aus  der  Rotation  der  Erde  um  ihre  Axe  die  Existenz  der  Centrifugalkraft 
und  diese  wird  sich  geltend  machen,  sobald  ein  Punkt  der  Erdoberfläche 
aus  seinem  festen  Znsammenhange  mit  derselben  losgelöst  erscheint,  d.h. 
also  z.  B*  beim  freien  Falle  eines  Körpers.  Alsdann  ist  nämlich  der  Kör- 
per unter  der  Einwirkung  der  Kräfte,  nämlich  der  Schwere,  welche  un- 
mittelbar nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  hin  gerichtet  ist,  und  der  Cen- 
trifugalkraft, welche  senkrecht  gegen  die  Erdaxe  gerichtet  ist.     Die  Be- 
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wegSDg  wird  daher  aiii  einer  loleQSiUit  su  Stande  kommeiit  ^^fkfae  der 
Resultanten  der  beiden  wirkendeo  Krifte  eoUprieht,  i»d  wir  konmeii 
ao  auf  die  bekannte  Sache  zurflck,  dase  die  Schiiwe  bei  dtm  freiea  FaDe 
eine  geringere  Geschwindigkeit  berforbriogt,  ab  mal  nach  ^ar  lalemhit 
dieser  Krall  zu  erwarten  berechtigt  ial. 

Betrachten  wir,  um  den  analytischen  Ausdruck  dieaer  VerminderoBg 
ju  erhalten ,  die  Erde  als  eine  vollkMinieBe  Kugel  mil  4eoi  Radios  r  ood 
denken  uns  etaeo  ParaUelkreis ,  dessen  geegrapfaiache  Ireite  9  «od  des- 
aen  Halbmeaser  mithin  rcpsf  ist,  so  wird»  wenn  die  leil»  «reldia  n 
^n^  ganzen  ümdrebung  erforderUeh  iti«  nni  f  bezeifthnei  wird»  die  k 
irgend  etnem  Punkte  der  Peripherie  forbandene  ghichflInAige  Cnncfawia 
digkeit 

2reosw 

sein,  und  da  bei  dem  Kreise  der  Krflmmungsmittelponkt  jedes  Punktes 
in  das  Gentrum  des  Kreises  hineinßllt ,  so  folgt  fir  die  GenUiCugnlkraft 

^=7= — p    • 

Da  sie  nun  nadi  der  Verlängerung  des  Radios  im  bezügliclien  Paral- 
leftreisis  gerichtet  ist,  so  schiiesst  sie  mit  der  RicbUiug  4er  Scbwere, 
d.  h.  mit  dem  Grdradius  den  Winkel  tt — q>  ein,  nnd  ihre  CompMente 
in  der  Richtung  der  Schwere  ist  mithin 

drir^csaeo       ,-  Arn^cM^w 

Die  Verminderung  der  Schwere  durch  die  GentriTugalkraft  ist  also 
dem  Quadrate  des  Cosinus  der  Breite  proportional  und  erreicht  ihr  Ma- 
ximum, wenn  q>=^Q  wird«  d.h.  unter  dem  Aeqoator,  wo  sie  in  Thetlfo 
der  Schwere  ausgedrückt 

beträgt.  Fährt  man  (tr  r,  n,  g,  T  die  bekannten  Zahlenwerllie  ein,  so 
erhfik  man  als  das  Jfaas  für  die  Verminderung  der  Fallgeschwindigkeit 
unter  dem  Aeqnator  nahezu  den  Bruch 

1  _   1 

»89  ■'17»' 
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80  diM,  da  die  Ceatriftigalkraft  mit  dem  QuadraCe  der  Gesdmindigkeit 
xaniaDint,  weoD  die  Erde  om  ihre  Axe  nit  einer  ITfache«  Geeehwindigkeit 
TOD  dei]eDigeii,  die -aie  wirklieh  besitzt,  retirte,  die  Schwere  durch  die 
Centrifugalkraft  gioriich  aofjj^ohen  werden  würde. 

Die  Reenltale  unserer  Rechnong  bedürfen  aber  noch  einer  M odiflcatkMi, 
weil  sie  onter  der  Yoraaasetiung  der  yoUkonimen  kugeifftmiigen  Gestalt  der 
Erde  mgesteUt  werden  ist  Dieselbe  ist  ninlich  von  ellipsoidischer  Ge- 
stait  und  in  Folge  hierron  wird  die  Intensität  der  Schwere  von  den  Polen 
nach  den  Ae^oator  bin  abnehmen  und  dieser  Umstand  wird  den  Unter- 
schied,  der  awischen  der  Fallgeschwindigkeit  unter  den  Polen  und  der 
Fallgeschwindigkeit  unter  dem  Aequator  statt  findet,  noch  mehr  vergrös- 
sem.  Nach  Poisson  wird  der  obige  Coefficient  durch  diesen  Umstand  bis 
auf  den  Werth  des  Bruches  ^^^  vergrössert  und  dieser  Brach  drückt  also 
den  ganzen  Zuwachs  des  Gewichtes  eines  Körpers  aus«  der  von  dem 
Aequator  nach  den  Polen  gebracht  wird. 

5)  Um  eine  weitere  allgemeine  Eigenschaft  der  Bewegung  eines  ms- 
Ceriellen  Punktes  zu  entwickeln,  gehen  wir  auf  die  sehen  IHkher  in  Nr.  3) 
hergeleitete  Gleichong 

oder  auch 

dl^J-  dt;»=2  (Xdx  +  Ydy  +  Xdx) 

zurück  und  bemerken,  dass  dieselbe  auch  auf  die  Fälle  sich  erstreckt, 
in  welchen  der  Punkt  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  oder  Gurre  zu  blei- 
ben genöthigt  ist 

In  beiden  Fällen,  wenn  man  mit  11  eine  gewisse  unter  den  Winkeln 
X^  fi,  V  gegen  die  Azen'der  x,  y^  %  geneigte  Druckkraft  bezeichnet ,  hat 
man  als  Bewegungsgleichungen 

dr 
^«F  +  Ucosju, 


7? 
wo  Ilr  den  Fall  der  OberOfche  JI  geradezu  ntdi  deren  NeraäleD  ge» 
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richtet  ist,  fUr  den  Fall  der  Carve  dagegen  JI  m  deren  NormaMeae 
eothallen  sein  rousa.  Nämlich  im  letzteren  Falle  kann  man  sieb  JZ  ak 
die  Resultante  zweier  Druckkräfte  vorsteUen,  welche  normal  gegen  die 
beiden    durch    die   Curvengleichungen   dargesteUten  OberiUeheo  wirken; 

r 

mithin  muss  sie  in  der  Ebene  zwischen  den  Normalen  an  diese  beiden 
Oberflächen  liegen  und  also  auch  normal  gegen  die  Tnyekiorie  wirken. 
DemgemäBs  ist  auf  jeden  Fall  der  Winkel,  welchen  die  BerühmogaliBie 
der.Trajektorie  im  Punkte  x,  y,  z  mit  der Krailricbtung  11  einacbliesst, 

gleich  -^t  oder,  da  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  BerflbnnigaliDte 

mit  den  Axen  der  o?»  y,  x  einschliesst,  durch  die  Auscirficke 

dx     dg     d% 

H'    ds'   ds 
dargestellt  werden,  es  ist 

da}       ^  ,  dw  dm  ^      ^ 

-r-  €08  1+  -r-COSU  +  -r-COSy=  CO« -75-  »0, 

ds  ds  di  2 

woher  dM€08l-\-djfco$fi  +  dxeosy:xQ. 

Diese  letzte  Relation  Torausgesetzt  ist  klar,  dass»  wenn  maii  onaere 
Bewegungsgleichungen  bezAglich  mit  2dx,  2dg,  2ds  muhipUoiri  «od  die 
Produkte  zusammen  addirt,  der  Coefficient  von  il  in  der  resolürendeo 
Gleichung' sich  annullirt  und  letztere  mithin  H  nicht  mehr  enthält,  d.b. 
sie  ist  dieselbe  för  die  freie,  wie  für  die  unfreie  Bewegung  eines  mate- 
riellen Punktes.  Uebrigens  ist  klar,  dass  ganz  auf  dieselbe  Weise  die 
Componenten  der  bewegenden  Kräfte  X,  Y,  Z  nach  einer  auf  der  Tra- 
jektorie  senkrechten  Richtung  aus  ihr  herausgehen  werden,  d.b,  alle 
gegen  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  senkrecht 
gerichteten  Kräfte  gehen  aus  dem  Ausdrucke 

d.v^=2(Xdx+Tdy  +  Zdx) 
ieraus  und  bringen   in  seiner  Geschwindigkeit  keine  Verän- 
derung hervor. 

Setzen  wir  Xdx  +  Ydy  +  JM« = 0 , 

oder,  was  dasselbe  ist,  nehmen  an,  dass  die  bewegende  Kraft  senkrecht 
auf  der  Berubrungslinie  der  Trajektorie  stehe /so  folgt 

t)^z=iConst 
und   mithin   der  Satz:    Di6  Geschwindigkeit  eines  Punktes  ist 
gleichfdrmig  und  constant,   wenn  die  bewjSgendfBa  Kräfte  in 
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jeden^Augenblicke  senkrecht  lu  dem  SiDoeder  Bevegangfte- 
ricbUl  etiid;  also  ein  Pnnkt,  der  sich  aof  einer  gegebenen 
Oberfläche  oder  Gurre  bewegt  und  ron  keiner  continuir- 
liehen  Kraft  soUicitirt  wird,  bewegt  sich  mit  derselben 
Constanten  Geschwindigkeit. 

Der  Sinn  unsererer  allgemeinen  Gleichung  kann  auch  wie  folgt  aus« 
gedrückt  werden:  Die  unendlich  kleinen  (ncremente  des  Qua- 
drates der  Geschwindigkeit  und  mitbin  auch  der  Gescbwiidigkeit 
selbst  sind  unabhängig  von  der  Krümmung  der  Trajektoriej 
mithin  kann  man  diese  Incremente  betrachten  als  unendlich  kleine  gerad- 
linig gerichtete  Geschwindigkeiten  oder  die  krummlinige  Bewegung  kann 
auf  die  geradlinige  zurttckgefUirt  werden.  Wir  sind  Mso  auf  das  Princip, 
welches  der  Herleitung  der  Bewegungsgleichungen  i«  Gruade  gelegt  wurde, 
wieder  lurückgekommen. 

6)  Nehmen  wir  wieder  den  speciellen  Fall  auf«  in  welchem  der  Ausdruck 

Xdx  +  Ydy  +Zdz  =  dF(x,  y.  z), 
also  ein  Tollständiges  Differential  ist,  so  folgt  durch  Integration  zwischen 
den  beiden  Curvenponkten  x,  y,  %  und  a,  fr>  c,  wenn  man  die  Anfangs- 
geschwindigkeit im  letzteren  Punkte  mit  Jr  beieichnet, 

v^  —  k'^-F(T,y,%)—F{a,h,e) 
und  diese  Gleichung  giebt  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Piinkte 
der  Trajektorie  als  eine  Funktion  blos  der  Coordinaten  dieses  Punktes, 
unabliingig  von  der  speciellen  Beschaffenheit  der  Trajektorie»  welche  der 
Punkt  von  dem  festen  Anfangspunkte  a,  i,  c  bis  zu  dem  Punkte  x,  y,  x 
durdilaufen  bat. 

Die  Cunre,  welche  der  Punkt  in  diesem  Falle  beschreibt,  besitzt  eine 
ausgezeichnete  Eigenschaft,  welche  in  dem  sogenannten  Principe  der 
kleinsten  Wirkung  ausgesprochen  ist.'  Dieselbe  besteht  darin,  dass 
das  zwischen  awei  festen  Punkten  genommene  Integral 


ß. 


auf  jeden  Fall  ein  Hinimom  ist,  tflr  den  Fall  (der  freien  Bewegung  in  Be* 
ug  auf  alle  nur  m(^lichen  die   beiden  Punkte  verbindenden  Curven,  för 
4ea  Fall  der  Bewegung  anf  enier  gegebenen  Oberfläche  wenigstens  Be- 
zugs   aller   aur  dieser  Oberfläche   beschriebenen  Curven   Bwiscben   itn 
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Kwei  Pttükteii.     Da  ek  Mumdubi  aettatfeniliiidicli  nicbt  ebtrettn  kaai, 
•o  ist  68  für  den  Nachweis  ausreicbeod  tezstboD,  4aas  dm  Variatian 


vd$ 
sich  anoullire.    Nan  ist 


'ß 


8  /vi»  =  id  ivd»)  =  /(dsdv +vdd»i 


and  es  besteht  die  Rdation 


woher 


iä,^^Sä.  +  pä,^'^iäM. 


also,  wenn  man  die  Relatien 


ds 


berficksichligt, 


v3d$  =  '^ids  +  -J^-idg  +  ^^6d» 

und  dies  wSre  der  Ausdruck  ftr  das  erste  Glied  unter  dem  htegrahei- 
cben.  Um  anch  das  zweite  Glied  in  passender  Weise  zu  transfortnireOi 
bemerken  wir,  dass  in  Folge  der  Voraussetznng 

2Xdx  +  2Tdg+2Zi% 
das  genaue  Differential  von  v^  ist  und  mithin  folgt 

vdv  =^  Xds  +  Ydg  +  Zä%, 

d$      JPx       i^y       d^* 

oder,  wenn  man  flr  v,  X,  Y,  Z  ihre  Werlhe^,   '^T*   "dS"'    "T^T 

einführt  und  die  resultirende  Gteichuag  mit  di  muHiplicirt, 

dsdv^^^dx+^iS  +  ^^* 
^d^dx+d^Sy+d^^dM. 

Jetst  iolgt  durch  Vereiniguig  der  beiden  ilr  pdi$  «ad  dsdü  feTiii'^ 
jiien  AiisdrOeke 
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oder,  wenn  man,  indem  man  fort  wahrend  t  ab  die  unabhängig  Veränderliche 
betrachtet,  jedes  der  drei  Glieder  links  als  das  Differential  eines  leicht 
IQ  bestimmenden  Produktes  ansieht, 

didv  +  vdd$=.d{vi$)^i(^  ^*^ )+  "*(  A  **  )  "^  ^(  S  **  ) 
und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration 

Nimmt  man  Mo  bcMen  Sndp«iikte  der  Trajektorie  als  fest  an,  so 
sind  die  Variationen  dx,  dy ,  dz  im  Bezug  auf  diese  Punkte  0  und  es  ist 
mitbin  zwischen  diesen  Grenzen 

=  0 


d  /Jeb  = 


und  folglich  das  Integral  selbst  ein  Minimum. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  beschleunigende  Kraft  sich  annullire»  joder 
senkrecht  gegen  den  Sinn  der  Bewegung  gericblet  sei,  so  ist  v  coostait 
und  es  folgt 


y°' 


vd8=V8; 


also,  wenn  vm  ein  Mioimutt  ist»  so  ist  es  auch  j»  Dis  beis«i  aber  nichts 
anderes,  als  der  Weg,  den  ein  Punkt  bei  der  gleichföraigen 
Bewegung  ¥on  einem  gegebenen  Punkte  bis  zu  eiiem  an- 
deren lurackiegt,  asI  von  allen  irgend  Dur  m6glidi«n  der 
fcfirs9Siet  und  da  bei  der  gteicbfl^rmigenBewegunf  die  Zel- 
te« deü  Bäumen  proporti#nel  sind,  s«  ist  aueb  die  Zeit, 
welche  der  bewegte  Punkt  zur  Zuröcklegttng  dieeer  Weg- 
strecke braucht,,  eio  Minlmuin}  die  Bewegung  geht  mit- 
hia  »ul  d#ni  kärzesteB  We^e  und  in  der  kürzeetea  Seit 
Tor  sich. 

Der  entwickelte  Satz,  der  eben  so  sehr  för  die  freie  Bewegung,  wie 
Ifir  die  Bewegung  auf  einer  Ob^f^ätbet  Glltung  bat,  ist  ein  speciellef  Fall 
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eines  allgemeineren  Satses,  aaf  den  wir  später  ziirfickkominen  werden, 
and  der  unter' dem  Namen  des  Principes  der  kleinsten  Wirkung 
bekannt  ist.  Er  kann  zur  Herstellung  der  Differentialgleichungen  der  Tra- 
jektorie  angewandt  werden;  man  erhält  diese  nämlich  nach  den  Regeln 
der  Variationsrechnung  als  die  Bedingungsgleichungen  dafür,  dass  das  be- 
zeichnete Integral  ein  Minimum  werde. 


■■<  »■ 


Achte  Torlemmir* 

Batsf  tele  dar  knuuüliigeB  BiWiKtag. 

J.  23. 

Das  einfache  Pendel. 

1)  Ein  Pendel  ist  eigentlich  ein  massiver  schwerer  Körper,  der  oin 
eine  feste  und  horizontale  Axe  osciltirt.  Um  aber  leichler  Vergleichungen 
anstellen  zu  können  zwischen  der  Dauer  der  Schwingungen  Teraehiedener 
Pendel  und  den  entsprechenden  Intensitäten  der  Schwere,  haben  sich  die 
Geometer  ein  ideales  Pendel  erdacht,  welches  einfaches  Pendel  ge- 
nannt wird  und  in  einem  materiellen  schweren  Punkte  besteht,  der  an 
einem  festen  Punkte  aufgehängt  ist  rermittelst  eines  unausdehnbaren  and 
unbiegsamen  Fadens  ohne  Schwere.  Betrachten  wir  die  hierbei  staltfin- 
dende Bewegung,  indem  wir  zunädist  ?on  dem  Widerslande  desMediaBis 
abseben. 

In  Folge  der  Einrichtung  des  Pendels  wird  der  bewegte  Ponkt  anf 
jeden  Fall  auf  einer  Kugelfläche  bleiben  müssen,  deren  Radius  die  Fi- 
denlänge  und  deren  Mittelpunkt  der  Aufbängepunkt  ist«  Nur  gilt  aber  fär 
die  freie  Bewegung  eben  sowohl,  wie  fAr  die  Bewegung  auf  einer  Ober- 
fläche, die  Gleichung 

i.p^-2Xdx  +  2Ydg  +  2Zd%, 
welche,  da  tlie  Schwere  die  einzige  beschleunigende  Kraft  ist  und  rnitbia 

X=0,  r=o,  Z=g 
gesetzt  werden  darf,  hier  in 
i  4ö^^2fix 
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fibergeht.  Nimint  man  an,  CA  sei  ( Fig. XXXXIV. )  die  urspröngliche 
Lage  des  Pendels,  BCA=sa,  und  die  Geschwindigkeit,  welche  der  ma- 
terielle Punkt  bei  Anfange  der  Bewegung  im  Punkte  A  bat»  sei  in  der  sa 
CA  senkrechten  Richtung  =Jr,  endlicli  CD=^e^  so  folgt 

»«=*«  +  %(«  — c), 
oder,  wenn  wir  die  Zeit,  in  welcher  die  Geschwindigkeit  .gleich  v  ist,  mit 
t  bezeichnen, 

Setzen  wir  jetzt  den  Winkel  BCM^d-^  so  folgt 

di  =  dixa^-rd)  =  — rd*, 
%'=CP=reo$d't  c=ireo$a 
und   die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in    die  Torhergehende  Gleichung 
ergiebt 

(— r^)'=t»+2jr,(w«*— co«a), 
woher 

V**+2jr(co«^  — co»a) 
Wenn  wir  diese  Gleichung  zu  integriren  Tersuchen,  so  sieht  man 
bald,  dass  sie  auf  ein  elliptisches  Integral  hinaus  kommt.  Nur  ein  ein- 
siger Fall  existirt,  wo  sich  das  Integral  vermöge  der  gewöhnlidien  elemen- 
tarischen Functionen  in  endlicher  Weise  ausdrücken  lässt.  Um  diesen 
Fall  zu  erhalten,  fQhren  wir  die  Tangente  des  halben  Winkels  ein, 

und  hierdurch  geht  unsere  Differentialgleichung  über  in 

—2rdf] 


dt  = 


» *■ 


Vi +f]^  V*^— 2sfrcw  a+2gr+ >;*(»»— 2jr  cet  a—2gr)  * 
Die  Ansidit  dieser  Gleichung  zeigt  augenblicklich,  dass  sie  entweder  für 

Ir»  =  2gr  co$  a — 2gr, 

oder  für 

k^^2grto$a  +  2gr 
integräbd  wird.    Das  Erste  gebt  nicht,  weil  dadurch  jr^   eine  negatiTO' 
GWüsse  werden  würde  und  mithin  bleibt  Mos  die  letzte  Amabne  übrig«/ 
In  Folge  derselben  wird 


—    Ö2    — 

V  9  Vi+i?* 

w<rtier  durch  Inlegralion 

Zur  Bestimmung  der  Conslanteft  haben  wir  die  esispf  echeodao  Werthe 

r=0,  ^  =  a,  also  rj=tg\a 
und  wir  erhalten  daher,  indem  wir  sugleicfa  d-  wieder  einföhren,   nach 
mehrfachen  Reduktionen: 

V    ^  *\     cot{a     '  l  +  ««i^/' 
oder 

t-i    lUl    (i—»«»»! '»)(!  + ««4«) 

Um  die  gewonnenen  Resultate  zu  deuten,  geben  wir  auf  die  gerad- 
linige Bewegung  zurück,  wo  wir  für  die  Geschwindigkeit  eines  durch  4i» 
Höhe  A  gefallenen  Körpers  den  Ausdruck 

fanden.    Offenbar  ist  unser 

Ä:«  =  2jr(l  +  cofa) 
etwas  Aehnliches;  denn  wir  haben 

und  mithin 

ilr  =  V2^TIö. 
Die  Anfangsgeschwindigkeit  k  muss  daher  eben  dieselbje  sein,  wie 
diejenige,  welche  der  Körper  erlangt  hätte,  wenn  er  Tom  Punkte  £  bis 
zum  Punkte  D,  nur  seiner  Schwerkraft  uberlasseii,  .gefalleB  wire.  Vor- 
ausgesetzt also,  dass  wir  ihm  einen  dieser  Geschwindigkeit  gleichgeltenden 
Stoss  im  Punkte  A  ertheilen,  können  wir  genau  die  Zeit  bestimmen,  io 
welcher  er  von  k  bis  ii  kommt. 

Der  Punkt  JB  möge  der  tiefste  Punkt  4es  Pendels  sein,  in  welchen 
es  fertibal  hängt.  Für  diesen  Punkt  ist  ^s^Q  üid  wena  wir  4ie  Zeit, 
welebe  das  Pendel  gebraucht,  um  bis  zu  dieseoa  Kunkt  la  kosuBsOt  sNt 
li  bezeichnen,  so  finden  wir 
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,       ,    fr  .  1-f  wn|g 

Wenn  wir  udft  die  BewitguBg  weiler  bis  zu  dem  dem  Pmakia  i  hin 
rizontal  gegaBtberliegeiutaa  Punkte  A!  foiigetelit  denkea^  and  abo 
^3s — o  nehttea,  so  wird  die  Zeil,  in  wekber  das  Pendel  foa  i  naek 
iL*  gebt,  das  beiaat  die  gaftie  Scbwingwagszeit  dea  Pendela 

V    *         \—i\n\a       ■ 

Im  luftleeren  Räume  ist  also  die  Zeit  einer  ganzen  Schwingung  dop- 
pelt so  gross,  als  die  Zeit^  wekba  das  Pendel  gebraucht,  um  vom  An- 
fangspunkte bis  zum  tiefsten  Punkte 'zu  kommen. 

Die  Winkelgeschwindigkeit,   oder  (cf.  Vorlesung  8,  unter  Nc  S)  der 

Werth  des  Ausdruckes  -r-  wird  in  dem  betrachteten  speciellen  Falle 


f—Vf""*' 


und  ßllt  offenbar  mit  der  wirklichen  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  der 

JA, 

Berührungslinie  zusammen.    Denn  letztere  hat  zum  Ausdrucke  r  —    und 

ist,  da  r  constant  ist,  der  Winkelgeschwindigkeit  proportional.  Die  letz- 
tere behJilt  denselben  Warth  bei,  mag  man  nun  ^ss^a  oder  ^=s — |a 
setzen,  d.h.  also  nichts  andere»,  als  der  Körper  kommt  mit  derselben 
Geaehwiodigkeit  in  i'  aa ,  mH  weldi^  er  Ton  A  aas  geworfen  wurde. 

Die  ursprönglicbe  Geschwindigkeit  kann  man  immer  gleich  0  setzen: 
denn  man  kann  sich  immer  dafär  denken,  dasa  der  Körper  von  einem 
etwaa  höheren  Punkte  ausgeht  Zugleich  sind  in  der  Praxis  die  Schwin- 
gwofenaehr  kMn  und  Aenigemiss  auch  a  und  9  nur  sehr  kleine  Winkel. 

Uüler  dieser  yaraosaetzung  geht  die  obige  FöttneT  iwiaehen  t  und  ^ 
Ober  id  die  feigeode 

V2y^(«of* — eaicr) 
und,  da  a  und  ^  sehr  klein  sind,   so  werden  die  ReihanaBiwickahngen 
Ton  cof^  und  eat  a  sehr  stark  conyer^ifea  und  mithin  die  Beschränkung 
auf  wenie  GUadaK  aahoa  hiaveiehafld  geosM  RoMiHata  gebaD«    Wir  wol^. 
len  ein  Paar  dieser  Approximationen,  darrhatihmet.»  wegaa  der  Wiicblig^. 
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kei(  der  PendelbestimmuDgeo ,  toq  denen  die  genaue  BesUmmong  der 
Zeit  und  die  genaue  Bestimmung  des  Gewidites  an  den  yersdiiedenen 
Orten  der  Erde »  sowie  die  genaue  M assbestimroung  abhingt  Hier  ist 
zunächst  Toa  Bedeutung,  dass  die  Unge  eines  SekondtnpeDdels  Tersehie- 
den  ist ,  d.  h.  an  den  Terschiedenen  Orten  der  Erde  raus»  nan  yerscbie- 
dene  Pendel  schwingen  hssen ,  damit  jedes  genau  eine  Sdninde  scUigt. 

Nehmen  wir  lunäcbst  von  den  erwähnten  Reihenentwickelungen  ron 
€08 d"  und  €08 a  die  beiden  ersten  Glieder,  so  wird 


V  *  V«'—** 


also,   wenn  man  integrirt  und  die  Constante  der  Integration  durch  die 
beiden  zusammengehörigen  Werthe 

1=0,  *t=a 
bestimmt : 


woher  noch 


*       /r  * 

t=:^/  — arceo8  — , 

y  9        « 


Die  Winkelgeschwindigkeit  wird  hier  mithin  negati?.  Die  Schwingungs- 
zeiten iur  ^=0  und  i^^* — a  werden  bezuglich: 


^=V  7  T^^yj'*'- 


Die  Zeit  einer  vollständigen  Schwingung  isl  also  auch 
hier  das  Doppelte  der  Zeit  einer  SchwiaguJig.Toni  Aofangs- 
punkte  bis  zum  tiefsten  Punkte.  Natürlich  werden  sich  aUe  diese 
Schwingungen  wiederholen  und  dies  können  wir  auch  ohne  Mdhe  ?enaöge 
der  gefundenen  Bewegungsgleicbimgen  nachweisen. 

Setzen  wir  nänriich 

wo  r  die  Dauer  einer  ToliständigenSchwtegung  utt4  ü  elM  beliebige  pe- 
sitife  ganze  Zahl  bezeichnet»  eo 


{•VW 


co$\  ^  1/  —  l==co»m/r=+^a, 

d  mithiD  i9=:  +  a,  d.  h.  das  Pendel  befifidet  sich  nach  jeder  Zeit,  die 
I  Mulüplum  der  Schwingungsdauer  T  bt ,  entweder  in  dem  Punkte  Ä 
er  in  dem  Punkte  A'. 

Suchen  wir  noch  den  Ausdruck  för  die  Geschwindigkeit  Die  Ge- 
iwindigkeit  in  der  auf  dem  Radius  rector  senkrechten  Richtung,  d.  h. 
T  die  Tangentialgeschwindigkeit  t?,  ist  nach  den  Entwickelungen  derjor- 
rgehenden  Torlesung  unter  Nr.  3) 

rd» 

i  wird  daher  zufolge  des  obigen  Wertlies  der  Winkelgeschwindigkeit 

»=?=  — aVjrsmhy  |- j. 

Setzen  wir  hier  i  =  m  -1/  —  ;ir  =  mt,  so  wird  0  =  0  gefunden^  d,  h. 

r  Punki  bat  in  de»  Lagen  A  und  A'  gar  keine  Gesdiwindigkeit  Setiea 
r  dbgegefl 


er  allgemeiner 


l  =  (am  + 


wir- 


I  m  wieder  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  so  wird,  wenn  wir  von 
m  Vorzeichen  absehen,  wie  es  statthaft  isl,  dft  wir  die  Geschwindig- 
ilen  als  absolute  Zahlenausdrücke  betrachten  kennen, 

r  Ausdruck  (dr  die  tti  tiefsten  Punkte  erlangte  Geschwindigkeit.  Die- 
)  Resultat  lässt  glei^allii  eine  einhche  geametrische  Deutung  zu.  Näm- 
h  wir  haben 

IU>«r(l~cofa), 
er,  wenn  wir  für  cosa  die  nahezu  gleiche  Grösse  1  — |'i»*  einr&brai^ 


a» 


Wenn  wir  uns  nun  aber  thnken ».  daM  in  dieMr  Linie  tl>  foi  D 
III.  5 
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aus  frei  zu  fallen  anfängt,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  welche  er  nach  dem 
Falle  bis  zu  B  herab  erlangt  hat, 

Also  erlangt  der  Körper  während  seiner  Bewegung  bis  zum  tiefsten 
Punkte  ganz  dieselbe  Geschwindigkeit,  welche  er  erlangt  hätte,  wenn  er 
die  Höhe  des  zugehörigen  Bogens  frei  durchfallen  hätte. 

BerQcksichtigt  man  noch,  dass  der  Ausdruck  f&r  die  Schwingangsdaner 
unabhängig  von  a  ist,  so  sieht  man,  dass  man  für  unendliche  kleine 
Schwingungswinkel  mit  vollkommener  Genauigkeit  und  für  sehr  kleine  we- 
nigstens mit  annähernder  Genauigkeit  folgendes  Gesetz  hinstellen  kann: 
Das  Pendel  macht  eine  unbestimmte  Anzahl  ?on  gleichen 
und  isochronen  Oscillationen. 

Um  den  Fehler,  der  in  dieser  Aussage  des  Isochronismus  für  Winkel  Ton 
zwar  geringer,  aber  doch  endlicher  Grösse  liegt,  zu  schätzen  und  respectife 
mit  ausreichender  Genauigkeit  zu  verbessern,  ist  es  gut  die  Näherung 
noch  weiter  zu  treiben ,  dadurch  «dass  man  die  fierten  Polenzen  in  den 
Reihenentwickelungen  für  cos  d-  und  cos  a  noch  mit  nimmt.  Dadurch  gebt 
unser  Integral  in  folgendes  über: 

oder,  da  nacli  dem  binomiscben  Lehrsatze 

1 


/ 


!__«*  +  *' 


=  l  +  A(o*  +  *')  + 


12 

ist,  mit  ausreichender  Genauigkeit 


Indem  wir  jetzt  nach  den  gewöhnlichen  Methoden  integriren  and  die 
Constante  durch  die  zusammengehörigen  Werthe  ^=0  und  ^  =  a  bestim- 
men, bekommen  wir 

•=  +  V7l('  +  n)""""l+l^^'=^S-- 

Und  für  ^=s— *a  folgt  hieraus  die  Schlringangsdiiier 


{ 
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'-V'ii'^} 


Obgleich  man  in  der  Anwendung  immer  Sorge  irigt,  dass  das  Pen- 
del nur  sebr  kleine  Schwingungen  macht,  so  ist  es  doch  gut  die  conver- 
girende  Reihe  zu  kennen,  durcli  welche  man  die  Dauer  der  OsciUation 
ausdrucken  kann ,  welches  auch  die  Amplitude  oder  Schwingungsweite  sein 
mag.    Zu  dem  Zwecke  ist  es  klar,  dass  wir  von  der  Gleichung 

A=  — m/    — ■-- 

und  entwickeln  die  linke  Seite  nach  solchen  Grössen,  die  wegen  ihrer 
Abbingigkeil  ?on  &  und  a  sebr  klein  ist.    Wir  setien 

l — eo8'9'=:x,  1  — cofa=a« 
also 

Vi— (1-x)»     V2»— «* 
80  erhalten  wir 

dt-—    i~  ^^  =—4    [^  ^ 

Setzen  wir  hier  für 

die  entsprediende  Reibenentwickelung^  so  folgt 

Dadurch  ist  das  Problem  auf  die  Entwickelung  einer  Reihe  von  In^ 
tegralen  zurflckgefflhrt ,  welche  unter  der  allgemeinen  Form 

x^dx 


ß 


V  ax — a?* 

stehen.    Nun  hat  man  bekanntlich  die  allgemeine  Formel 

/^x'^dm  1  ^  -  , i  .211— 1  ^    /!f!lL^. 

^  ^ax — oj*  w  ^^      ^^ax-s* 

und  da  man  diese  Integrale,  um  die  halbe  Schwingungsdauer  zu  erhalten, 
zwischen  den  Grenzen 


-  w  - 

zu  nehmen  hat,  so  wird 

Der.  Abkürzung  halber  wollen  wir  fQr  den  Augenblick  ein  solches 
Integral  zwischen  den  Örenzen  0  und  a  mit  i^*)  bezeichnen,  so  bat  man 
die  Relation: 

i(i»)=f!L_iß4(,.-i). 

Nehmen  wir  nun  bei  der  Integration  unserer  Differentialgleichung 
wegen  des  auf  der  rechten  Seite  vorstehenden  —  die  Integrationsgrenien 
in  umgekehrter  Ordnmig,  nämlich  in  der  Ordnung  von  0  bis  a,  statt  in 
der  Ordnung  von  a  bisO,  welches  die  eigentUcben  den  Wertben  ^=o,  0 
entsprechenden  Werthe  des  Elementes  x  sind,  so  folgt 

oder,  da  durch  Specialisirung  unserer  allgemeinen  Reduktionsforniel  die 
speciellen  Formeln 

2.4 

*         a.4.6 


•  •  • 


hervorgehen. 

Was  i^***  anbetrifft,  so  ist 


^(0) 


dh^^) 


=3  TT —  Qsstt 


und  £0  SilbMiUitioB  diesM  Werthes  erglebt 

^-vf('+'«'i+(ä)*(i)'-(.^)"(ir--)- 

Diese  Reihe  eonfergirC  t(kt  kleine  a,  woraus  sich  wiedor  Uekie  •  erge- 
ben f  sAr  j(nt  Qod  redvdrt  sich ,  wenn  man  sich  auf  die  beiden  er^MI 
Glieder ,.  eo  wie  auf  das  erste  Glied  der  Reihenentwickelong 

^  ~  l.a  ~  1.8.3.4  +  L 2.8.4. 6.6  T 
beschränkt,  auf  die  schon  froher  gefundene  Formel 


• .  • .« 


"/^ 


(1  +  A  «*;• 


2)  Die  iPendelbewegung  im  widerstehenden  Mittel. 

Wir  haben  bis  jetzt  die  Pendelschwingüligen  unter  der  Voraussetzung 
untersucht,  dass  sie  im  luftleeren  Räume  vor  sich  gehen.  Man  hat  sich 
firüfaer  soTiel  wie  möglich  Möbe  gegeben  den  Widerstand  der  Luft  m 
vermindern  und  selbst  die  Luftpumpe  zu  diesem  Zwecke  benutzt.  Später 
ist  man  auf  eine  ganz  andere  Methode  gekommen,  die  auch  bei  allen  an- 
deren ,  namentlich  astronomischen  Beobachtungen  sich  als  äusserst  brauch- 
bar bewährt  hat)  man  ging  nämlich  geradezu  von  der  Voraussetzung  aus« 
dass  das  Instrument  Fehler  hat  und  war  nur  bemuht  vor  seinem  Ge* 
brauche  die  Grösse  der  Fehler  zu  constatiren.  Mithin  nahm  man  die 
Bewegung  des  Pendels  im  widerstehenden  Mittel  vor  und  suchte  die  Mo- 
difikationen, die  hierdurch  in  der  Bewegung  hervoiigerufen  werdeti,  zu 
erMrschen^  Dazu  gehört  natürlich  die  genaue  Beobachtung  des  Bdrome- 
iers,  Thermometers^  Hygrometers.  Die  Rücksichten,  welche  diese  In- 
strumente herbdnihren,  kAnneb  wir  indessen  hier  nicht  weiter  entwickeln, 
weil  uns  das  m  ein  zu  weitläufiges  Detail  hineinbrächte,  und  wir  begnü- 
gen uns  einfach  die  Abänderung  der  Pendelbewegung  zu  untersudien, 
welche  aus  der  Annahme  eines  widerstehenden  Mittels  sicli  analytisch  er- 
geben. 

Dieser  Widerstand  ist  natürlich  gegen  den  Sinn  der  Bewegung  ge- 
richtet und  erfolgt  mitliin  in  der  Richtung  der  Tangente.  Die  JbnAf 
welche  die  Bewegung  in  dieser  Richtung  hervorbringt,  und  welche  durch 

den  Ausdruck  -^  gemessen  wird,  ist  demgemäss  die  Resultante  aus  der 
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Schwerkraft  und  dem  Luftwiderstande.     Von  der  Schweriiraft  kommt  na- 
türlich nur  die  Tangen  tialcomponente,  deren  Ausdruck 

g  cos  PMN  «K  gsin  & 
ist,  lur  Wirkung ;  denn  ihre  andere  nach  der  Richtung  des  Radios  Tector 
DM  wirkende  Componente  wird  durch  den  Widerstand  des  Vertikalkrei- 
ses, entlang  dessen  Peripherie  die  Bewegung  erfolgen  muss,  aufgdioben. 
Bezeichnen  wir  daher  die  Intensität  des  Luftwiderstandes  mit  V,  so  wird, 
weil  derselbe  dem  Sinne  der  Bewegung  entgegenwirkt, 

^  =  gnnö^—Y. 

lieber  die  Kraft  V  kann  man  Terschiedene  Hypothesen  machen.  Nehmen 
wir  sie  als  geradezu  der  Geschwindigkeit  proportional  an,  so  folgt 

**' 

ds  ^ 
wo  r^  der  Ausdruck  fQr  die  Geschwindigkeit  und  jr  ein  erfabrangsmässig 

zu  bestimmender  constanter  Coefficient  ist.    Hierdurch  wird 

Die  Grösse  t  ist  hier  der  Bogen  BM  und  mithin  gleich  r  (a — 9),  so 
dass  wir 

erhalten.  Diese  Differentialgleichung  lässt  sich  in  endlicher  Weise  ?er- 
möge  der  gewöhnlichen  fundamentalen  Funktionen  nicht  integriren,  und 
um  ein  Resultat  zu  erhalten,  machen  wir  wiederum  die  Annahme  sehr 
kleiner  i9,  so  dass  wir  für  sind'  ohne  merkliclien  Fehler  den  zugehöri- 
gen Bogen  ^  einführen  können.    Dieses  vorausgesetzt  wird 

Setzen  wir,  um  die  Interpretation  zu  bewerkstelligen, 

d»  _ 

dt   -  *• 
■rithin 


dt  d»        d% 

d»^ 

>■" 

d^  dt  ~*d9 
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80  geht  uDMre  DifferentialgieidHing  zweiter  Ordnung  in  die  folgende  Dif* 
ferentialgleicbang  erster  Ordnung  über: 

Setzt  man  noch 
so  ergiebt  sich 

Dieser  Gleichung  geschiebt  Genüge,  wenn  man  gleichzeitig  die  Gleichungen 

k    ^  r 
bat ,  aus  deren  letzterer 

r    .     /r*"        r 

folgt«      Dadurch  bekommen  wir  aus  unserer  Gleichung  -9  =s  sm  odei 
«  =  -g- — —  die  beiden  partikulären  Werthe 

it         _r        fr^      r  ~^\      '2k'~y  W~7  } 

2*     V  4**'"ff 
und  die  Integration  dieser  beiden  Differentialgleidiungen  giebt  sofort,  wenn 
wir  unter  «i  und  ej  irgend  welche  Coqstanten  versteben : 


^  woher 


^=20(6 


^=2ea« 


m 


12 


imd  dieses  sind  2  partikuläre  L^siiogeo  unserttr  iirsprOaglidMii  Diforea- 
tialgleicbung  zweiter  Ordnung.  Da  dieselbea  ihr  cinitlii  Gmöge  laiMoi,  so 
muss  ihr  auch  deren  Summe  Genjkge  leisten  und  wir  erhalten  daher 

und  da  diese  Gleichung  2  Constante  enthält,  so  ist  sie  dia  gesocbU  all- 
gemeine Lösung.  Bevor  wir  zur  Bestimmung  der  CoQStanten  übergehen, 
schreiben  wir  sie  uns,  wie  Tolgt,  um: 

»=e  2c,«  +8^1« 

wo  der  Kärze  wegen 

gesetzt  ist.  Wir  werden  die  Berechtigung  haben ,  so  zu  schreiben ,  sobald 
wijr  wissen  y  dass 

ist.  Dies  wird  in  der  That  Mr  die  specieHen  2ahlenwerthe,  welche  die 
Constanten  g,  r  und  k  erfahrungsmässig  haben,  dgr  Fall  sein  und,  selbst 
wenn  dies  nicht  statt  hätte,  so  könnte  man  innmerhin  so  schreiben  und 
nachher  zusehen,  ob  wir  das  Resultat  in  angemessener  Gestalt  erhalten. 
Führt  man  pun  unter  Anw^dung  der  Formeln 


US 


e     =  tosx  +  isins, 


e'^*^  «c«fJ? — ift'iijr 


für  die  Exponentialgrössen  in  der  Klammer  trigonometrische  Funktionen 
ein,  so  kommt  unser  Integral  auf  die  Form 


gt 


wo  df  und  d^  zwei  neue  gleichfalls  willkürliche  Constante  bezeichnen  und 

Diese  beiden  Coostanten  müssen  wir  uns  bestimmen.     Für  (=0  ist 
i9  =  a  und  mithin 


—   w   -^ 

Um  die  zweite  Constanie  lu  erhalten,  berechnen  wir  uns  die  Wiokelge- 

'-      .  ■ 

dS' 
schwindigkeit  -r-  und  hekommen 


_2L 


yi)  +  rf.«n(yj/' 


Wenn  wir  tfsti  ielieii,   eo  Mrd  n-  »»  0#  Weilwir  die ▲aAtigffi^eebwiil^ 

digkeit  in  der  Richtung  der  Tangirenden  gleich  0   annehmen  itnd  matt 
erhilt: 


^/ 


Durch  Substitution  dieser  Werthe  folgt: 

und  der  Werth  für  ^  wird 

dl 

oder,  da  das  Glied  mit  eo$  herausgeht  uild  man 
hal. 


!  .  ■    , 


(     » 


Pur  die  wirklich  statt  findende  Geschwindigkeit  v  auf  der  Tangente  kommt 
nun: 

gt 

ü=r 


^-r/'"^'"""-(V?) 


m^ 
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und  diese  wird  0 ,  sobald  yt.  / 1     ein  Vielfadies  von  »  ist ,   d.  h.  fOr 


Vi  ""'"' 


"   Y   \  9      ^ 
Indem  wir  mssl  setzen^  erbalien  wir  die  Zeit  einer  ganzen  Schwingung 

r  M  9 

weiches  Resnltat  indessen  nur  in  der  Voraussetzung  gilt,  dass  y  eine  reelle 
Grösse  ist.  Dies  trifft  fttr  den  Fall  sehr  kleiner  Amplituden  immer  xn 
und  ergiebt  sich  dann  y  als  nur  äusserst  wenig  Ton  der  Einheit  Ter- 
schieden.  Hieraus  kann  man  das  R(e6ultat  ziehen,  dass«  wenn  man 
den  Luftwiderstand  als  proportional  mit  der  Gesdiwindig- 
keit  annimmt,  die  Pendelschwingungen  im  luftleeren  Räu- 
me nahezu  ebenso  wie  in  der  atmosphärischen  Luft  ror 
sidi  gehen. 

Sobald  die  Schwingungsweiten  ein  wenig  beträditlidier  sind,  masi 
man  eine  andere  Hypothese  Ober  den  Widerstand  des  Hittels  madieo. 
Nehmen  wir  ihn  als  mit  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  im  geraden 
Verhältnisse  zunehmend  an,  so  wird  die  Differentialgleichung  der  Bewe- 
gung 


oder 


Setzen  wir  wieder 


i»  ,    d*^         dx 


so  transformirt  sich  dieselbe  in 
oder,  wenn  man  noch 

%i%:=:  dg,  also  «^=XJf 
einfUirt,  in 

i^+(j«fi*-^y   jd*«0, 


—    75   -» 

Der  integrabel  machende  Faktor  ist  hier  eine  Funktion  ?on  9.  BeieM^' 
nen  wir  ihn  aogenblicUioh  mit  u,  so  hat  man  in  folgender  Regel  seine 
Bestimmung 

also  -%-» 

Wenn  wir  damit  unsere  Gleichung  multiplixiren ,  so  gdit  sie  über  in 

Da»  Intagrai  dieser  Gleicbung  ist 

ye     *'      +  ü.- 

wo  ü  eine  gewisse  Funktion  von  9  allein  bexeichnet.  Setzt  man  das 
Differential  dieses  Ausdruckes  gleich  der  linken  Seite  unserer  Gleichung» 
so  resnltirt  ohne  Mühe  die  Bestimmungsgleichung  für  U 

r 
80  dass  unser  Integral,  wenn  wir  der  Kürze  halber 

2gr 

gctzen  und  C  eine  Constante  bezeichnet, 

,,-  f'^  +  i   J,in9»-  '**rf#- C-0 
wird.    Nun  hat  maa 

und  durch  Einsetzung  der  letzten  Gleidrang  in  die  erste 


—  » 


ß 


1  +iM* 


folgt.    Setzen  wir  diesen  Ausdruck  #in  und  zugleich  für  y  seinen  Werih 
-5-  =  i  I  ---  I  ,   so  kommt 


oder  auch 


\  *  /        r         l  +  fi' 


Zur  Bestimmung  der  Constanten  haben  wir  di^  MMtbteMgtflörfgQll  Wertbe 
/äO,  ^=a,  r-^   und  also  audi  ^'jr=^0>  daher 


r         1  +«' 


und  nun^  wird 


/rfd\*^2jf  €0%d^  +  /tiy'fi^—  ( co<g  +  jutng 
\di]-T  1   +  i»» 


)    6A*(^~«) 


Aus  dieser  Gleichung  ist  es  nur  durch  mechanische  Quadraturen  mdgiidi 
eine  Relation  zwischen  ^  und  i  zu  erhalten.  Wenn  aber  die  Osdüatio- 
nen  sehr  klein  sind,  so  kann  man  den  Ausdruck  nach  aufsteigenden  Po- 
tenzen von  a  entwickeln  und  dadurch  zweckmässige  Näherungsformeln  er- 
halten. Da  d'  sich  auf  0  reduciren  müss,  wenn  aesO  ist«  so  kann  man 
setzen : 

wo  ^1,  ^2,  ^,, Funktionen  Ton  9  und  mithi«  Hieb   ?M  %,  Ibtf 

unabhängig  Ton  a  sind.    Es  wird  also 

1?="^   **■  +  «    d?"^-- 
Setzen  wir  diese  Wmb«  in  dkf  Gteicbftifg 


g-.:|.<..-i.(g)"  =  .. 


-  n  — 

ein  und  beschränken  uns  bet  der  Entwickelung  blos  auf  die  ersten  und 
zweiten  Potenzen  Ton  a,  fto  wiyd 

Hier  ist  a  eine  siolche  Grösse,  die  bei  Terschiedopeu  Pendeln  yerschieden 
sein  kann,  wenn  auch  mit  der  Ben^räakipg,,  dasa  es  iwiner  ütm  kMK 
nen  Elongationswinkel  bezeichnet  Da  mithin  ci  willkürlich  ist,  so  kann 
der  Torstehenden  Gleichung  nicht  anders  genügt  werden,  als  indem  die 
Koefficienten  a  und  a^  einzeln  für  sich  Terschwinden  und  so  entstehen 
die  beiden  folgenden  gleichzeitige^  Ditfe Hiotialglffchungen : 


Bei  der  Integration  dieser  Gleichungen  brauchen  wir  die  speciellen  Zah- 
lenwerlhe  von  '^i  uQd  9^.  sf  wie  Ten  deren  ersten  Difierentialquoiienten  für 
irgend  einen  bestimmte«!  Zeitpunkt,  etwa  för  ^axO.  Bei  (»0  wird.^=:a 
und  moss  also  ^|  s=  I ,  ^^^^  s^  0 ,  ;9^  =  Q  sein  u.  s.  w. ,  weil  nur  so  unsere 
fteihe  fQr  ^9=0  auf  a  redudrt.     Ferner  wird  unter  derselben  Voraus- 

erste  Gleichung  auf  die  Form 


^^'*f'+*7^"^'=''»' 


so  folgt 


(f)'-fv 


Contr. 


und  far  t=:9 


0  +  4=^^^^ 

T 


also,  indem  wir  die  letzte  Gleichung  Ton  dar  Torhergehenden  abziehen, 

mithia,  wem  wir  die  QMdralwtiml  auf  beidea  Seiten  «uaMhea  md 
Nclit»  4m.  V«naich«»  »^  «UriMi,  waU  it^  fir  withMidt  <  tboüamti  ■-. 


/: 
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1*=- 


r  Vi-"»!» 

Integriren  wir  nodimals»  so  folgt 

t  ^  JL  ^  are.  eo$  9^  +  Con$t. 
oder,  da  die  ConsUnle  gleich  0  gerunden  wird, 


woher 


t  -«/  iL  ==  are.cos^i, 


dies  in  die  zweite  Diffepentialgleicbung  eingesetzt  giebt  eine  Gleichung  lur 
Bestimmung  des  S'^,  nämlich 

tJm  diese  Gleichung  zu  integriren,  wendet  man  die Lagrangesdie  Theorie 
der  Constanten  an ,  die  ja  überall  erfolgreich  ist,  wenn  die  eine  Seite  ßr 
sich  genommen  integrirbar  ist  und  auf  der  anderen  Seite  eine  Punktion 
der  unabhingig  Veränderlichen  ist.  Man  bestimmt  sich  also  zunächst  das 
allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 


rf»*. 


A»    •  r 


+  ^*,=:0, 


als  welches  man 


und  daraus 


('^)%£V=ci 


findet  oder  auch,  indem  man  EzponenlialgrSssen  einführt, 


*3 

wo  C|  und  C^  zwei  willkürliche  Conslante  bezeichnen.  Diese  Constanteo 
faflsea  eich  nun  dergestalt  als  Funktionen  Ton  t  bestimmen,  dass  der 
Ausdmck  ttr  ^^  der  foi^dagten  Differentialgleiebung  GenSge  leistet  2i 


—  w  — 

dem  ZwedLe  bildte  wir  hob  noch     ,*  und  -^  um  sie,  ebenso  wiei^^ 

dt  dt 

in  die  genannte  Differentialgleichung  einzusetzert  und  dadurch  di0»Relation 

zo  erhalten,  weiche  zwischen  Cj  und  C^  bestdien  muss.     Da  dies  aber 

zwei  Constante  oder  vielmehr  Funktionen  Ypn  t  sind  und  ddbh  nur  eine 

Bedingungsgleidiung  auf  diese  Weise  erhalten  wird,  so  können  wir  uns 

noch  eine  zweite  beliebig  w&hlen.    Zunächst  ist  nun 

• 

und  unsere  beliebige  Bedingungsgleidiong  wollen  wir  s#wttleD>  dass  die 
beiden  letzten  Terme  zusammengenommen  verschwinden ,  also 

wird.    Dadurch  bekommen  wir 

A*  '    r  ^  r  A  V  ^ 

Indem  wir  nun  diese  Ausdrücke  in  unsere  Differentialgleichung  einsetzen, 
bekommen  wir  nach  einigen  einfachen  Reduktionen: 

nnd  diese  Gleichung  zusammen  mit  der  obigen  willkürlich  gewählten  Be- 
dingungigleicbung  reicht  zur  Bestimmung  der  Constanten  Q  und  Ct  als 
Funktionen  von  t  aus.  Die  Addition  und  Subtraktion  der  beiden  Be- 
dpngongsglelciiiftgen  giebt  nach  einer  leichten  Rechnung: 
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FUiren  wir,  um  die  Integration  dlieter  Differenüalgleichoiigeo  2U  bewerk- 
stelligen, Blatt  des  Sinus  Exponentialgrftsten  ein»  vermöge  dar  Formel 


—  e\*  6      —2  +  e 


so  erbalten  wir  zunächst 


dCi 


u^     -^VF  "'^V^ 


Ci«^«    ^'+26    ^'  +i«        ^'    +1».. 

Um  Cj  zu  finden  baben  wir  nur  nötbig  bier  —  t  lur  t  zu  setzen  und  da- 
durch wird 

gefunden,  wo  D^  ebenso  wia  ßg  eine  wiUk&rlidie  Const«ite  bezeichnet 
Unser  Ausdruck  für  d-^  gebt  in  Folge  der  für  C^  und  Ci  gefundenco 
Werthe  über  in 

+  Ae    ^'   +D,e       ^"^ 
oder,   wenn  man  trigonometrische  Funktionen  an  Stelle  der  Exponential- 
funktionen setzt  und  mit  Ei  und  £%  zwei  neue  wülküriiebe  CMttante  be- 
zeichnet: 


— '   81    — 

Um  die  Cgnstanten  zu  beslimmen,  bilde  man  sich  noch 


-\E,cm(iJ^)\ 


and  nun  findet  man  wegen  der  zusammengehörigen  Wertbe 

,  =  0,  ^,  =  0.^  =  0 

I 

nach  einer  leichten  Rechnung 
Sonach  bekommen  wir 

Setzen  wir  endlich  die  gefundenen  Wertbe  von  ^|  und  ^9  in  die  GleicbuDg 
ein,  80  erhalten  wir  gcliiiesslich 

und  für  die  Geschwindigkeit 

d» 

dt 
folgt  daraus 

•=(«-°^)VF-.(./fK"^'*(»'/?)      • 

Schreibt  man  io  diesem  Ausdrucke  fSr  «i'n  i  2l  i/  -^  1  seinen  Wertb 


fn/uiy/^f^seii 


2«"(Vr)'"  {'yf^r 


SO  geht  die  Gleichung 

welche  am  Ende  jeder  Schwingung  statt  hat,  in  folgende  über 

Dl  der  Winkel  a  sehr  klein  ist ,  so  kann  sicli  der  erste  Faktor  nicht  an- 
BdKrea»  mitkia  muss  aich  der  iweite  Faktor  amiuUiren»  welches  so  oft 
m.  6 
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eintriu,  als  tJ—   ein  Vielfacbes  von  n  ist;   mithin  ist  der  Zdtnum, 


/f " 


welclier  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Geschwindigkeiten  :±s  0  ?er- 
fliesst,  oder  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  durch  die  Gleichung 


oder 


bestimmt.  Das  ist  aber  ganz  dieselbe  Schwing^ngsdauer,  welche  wirscfaoa 
froher  erhalten  haben,  wo  wir  den  Widerstand  des  Mittels  nocb  mAi 
in  Rechnung  gd>raeht  hatten.  Mithin  ist  der  Widerstand  des  Mediums, 
der  dem  Quadrate'  der  Geschwindigkeit  proportional  fct,  auf  die  Dauer 
t\vM  ganten  Schwingung  ohne  Einfluss. 

3)    Die  Bewegung  auf  der  Cycloide  (siehe  Fig. XXXXV.). 

Wenn  OA  und  OC  zwei  halbe  Cycloidenbogen  titid,  ftr  itaMe  Of 
der  Durchmesser  des  Erzeugungskreises  ist,  und  es  ist  ia  O  eia'Peadei 
mit  einem  biegsamen  Faden  von  der  Länge  jB0=20F  aufgehangen,  wd- 
ches  sich  von  diesen  Bögen  abwickelte ,  so  besehlreibt  d^  findpookt  I 
dieses  Pendels  die  Cycloide  ABC  und  zwar,  indem  wir  den  tiefsten  Poalü 
mit  B  bezeichnen ,  wird  durch  die  Abwickelung  des  Fadens  auf  OC  die 
halbe  Cycloide  BC  und  durch  die  Abwickelung  auf  AO  die  halbe  Cydoide 
AB  bestehen.  Der  Beweis  ist  sehr  einfach :  oAeibar  ist  die  dnrdi  dei 
Endpunkt  des  abgewickelten  Fadens  beschriebene  Curve  die  Evolvente  der 
beiden  gegebenen  Gydoiden ,  die  wir  natflrlich  als  in  deM  Punkle  0  eii- 
ander  berührend  annehmen,  und  mithin  selber  wieder  eine  Cycloide,  di 
ja  eine  bekannte  geometrische  Eigenschaft  der  Cycloide  darin  besteht,  m 
ihren  Evolventen  wieder  eine  Cycloide  tu  haben. 

Wir  gehen  wieder  von  der  Gleichung 

d.t;*=2Xdjf+2Fdy+2Z({« 
aus ,  welche  ebemowohl  die  freie ,  wie  die  anfk*eie  Bewegung  eines  m- 
teriellen  Punktes  umfasst. 

Nehmen  wir  die  Vertikale  OB  zur  Aze  de^  x,  ABC  al4  in  der  Ter- 
-jfiiudebene  tiithalten  and  den  tiefsten  Punkt  B  alt  Aitfuigt{Miid[t  an,  » 
tili,  WIM  wir  vom  Widerstuide  der  lüift  iteliniUriM  din  Miweiftni^die 


c  - 


liditttog  der  x  wirkt, > Hie  einzige  litkcbleunigende  Kraft  und  wir 
.  mithin  ai|  Stelle  del^  Torbergehenden  Gteichung 

laehr,  wenn  wir  aiiT'O^n  Binh  Mr  Bewegung  RfWknoM  ItelMiM, 
hin  da3  Increment  dx  negativ  retzen 

Vtfg^ebt  tiA  ' 

IKbnibViti  dfelr  Coiistafateti  ^  n^hititb  Wir  «n,  dAfl»  dte  ÜAftiAgiglft- 
gfceft  iüi  hmkte  9  gIMeh  0  M.  Olmfi  f^,  wkn  wir  «•»  M- 
V'dUM»  PUfflci^s  gIMek  ft  Uebmenv  Cimdi^i§h  tthä  ttftthi  '^s 
der  Geschwindigkeit  ISf  iVg^M  meii  GuhreMpMkSj'fbMMi  A^aÜaie 
li  X  ist, 

»«  =  lj()k_j:). 
;'  da  dM  B0#^|f(iiig  Voll  1^  litfdi  tf  die  ¥Mi  9  iiri  «cfmchilblili 
l|pll  veHdehiM, 


h  einer  bekannten  Eigentdnft  der  Cycloide,  wenn  man  den  Ha- 
as fineigiAqiskffrises »  aünlkh  SF,  mii  •  btieioluiett 

(en  drei  Gleichungen  folgt 
Bh  einer  leichten  Reduktion : 


dt 


i 


4hx 


=  CojM<  +  ar€.coii -jT— 1  J. 

MbilMMl;^  ^t  <}ottiMt«i  bM  iüti  di^  %usil 
1»  ütife^i  «ntt  itidktf  laM  nie  jMk  MnilUin 


.  I  «:     .         ■  >  .  :     •■        Ä  ■      .  f  .1         .     .i 
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2a?— A 
t  1/  -^^are.coi.- 


/?= 


WeDD  t'  die  Zeit  bezeichnet,   welche  der  Körper  gebraucht,    unn  bis 
nach  B  lu  kommen,  wo  jrs=0  iftt,  so  wird 


'-"  y/k 


Da  dieser  Werlh  unabhängig  Ton  h  ist,  so  folgt,  dass  der  Punkt,  fofi 
wo  er  auf  der  Cycloide  auch  zu  fallen  anfange,  immer  is 
derselben  Zeil  den  tiefsten  Punkt  B  erreichen  wird.  Die 
Cycloide  ist  daher  eine  tauto chrono  Curve  und  beilAufig  gesagt,  ist  sie 
die  eittiige  Curve^  weiche  im  luftleeren  Räume  diese  Eigenschaft  besiin. 
Für  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  (olgt 


="/?• 


d.  h.  sie  ist  ganz  dieselbe ,  wie  unter  der  Voraussetsong  sdir  klsiaer 
Schwingungswinkel ,  bei  einem  einfachen  Kreispendel  Ton  der  Utaigs  Üt. 
Dieses  Kreispendel  würde  aber  offenbar  in  den  dem  tiefsten  Punkle  eot- 
sprechenden  Krümmungskreis  hineinfallen,  dessen  Radius 

«0»2a 
ist,  und  das  ist  auch  ganz  in  der  Ordnung,  da  jede  Ciir?e  und  milkifl 
auch  die  Cycloide  in  der  Nähe  des  Berührungspunktes   mit  ihrem  Krüm- 
mungskreise  identisch  ist. 

DrüdLt  man  sich  die  Geschwindigkeit  als  eine  Funktion  t  aus,  so  btt 
man  zunächst  nach  einer  leichten  Reduktion 


*-'=*«»'(V^) 


und  dieser  Werth  von  A  —  o;  in  den   obigen  Ausdruck  für  t?'  eingesetzt, 
giebt 


««=V2^«n(r^). 


Setzt  man  hier  für  f  ein  beliebiges  Tielfadies  Ton  f,  so  annullirt  sich  r, 
«nd  da  dem  Nullwerthe  von  t;  immer  eine  Lage  des  Punkiea  aof  der  Ho- 
rizontalMi  PD*  eaispridit,  so  Calgt,  dass  da«  Pendel  «ia«.  m^irili<be  ir 


•-• 


—  s»  — 

il  von  iBochronen  und  gleiqh  grossen  Schwingungen  macht.     Die  Ge* 
iwindigkeii  im  tiefsten  Punkte  ist 

h.  dieselbe ,  als  wenn  der  Körper  frei  durch  die  Höhe  h  gefaUen  wäre. 

Die  Zeit,  welche  ein  Körper  braucht,  um  den  Cycloidenbogen  BD  zu 
'dilaufen,  ist  auch  noch  uoabbingig  von  der  Länge  dieses  Bogens,  wenn 

Bewegung  im  widerstehenden  Mittel  geschieht  und  der  Widerstand 
»portional  der  Geschwindigkeit  angenommen  wird.    In  der  Tbat,  es  sei 

so  Kraft  4*0 ,  so  friri  die  Gleichung  der  Bewegung 

■■•  • 

ds 
g  —  die  nach  der  Tangenle  gerÜBbtete  Composanie  der  Sdiwerkraft 

^icbnel  mid  negativ  gesellt  ist,  weil  sie  die  Bogen  BM  lu  verUeinern 
AL    Nun  bat  man 

I   dlorcb  SnbsliUitioa  dieser  Werifae  in  die  vorfaergehende  GMchinc 
»tebi 

se  Differentialgleichung  hat  ganz  dieselbe  Form,  wie  die  Differential- 

chnng 

d**      g  dd'       g  ^     ^ 

che  bei  dem  einfachen  Kreispendel   unter  derselben  Annahme  rück-i 
illich  des  widerstehenden  Mittels  galt,  wie  hier.    Wir  bekommen  mit- 
ein ähnliches  Integral 

dl  und  d^  die  Conitanten  der  Integration  bezeichnen  und 


'y=/i- 


ga 
2k 


Bildet  man  sich  noch  den  Ausdruck  -j-  und  aeUt  den  Bogen 


-    88    - 

Hieraus  kann  man  sich  /  ak  FunklioD  von  t  ealwickeln,  aber,  wie  mao 
sieht,  nur  yermöge  mechanischer  Quadraturen.  Um  jedoch  eine  Verglei- 
chung  mit  dem  Falle  anzustellen,  in  welchem  der  Widerstand  des  Ms- 
diums  keine  Beröcksichtigung  fand,  wollen  wir,  indem ^ wir  a  und  sab 
nicht  sehr  beträchtliche  Bogenlängen  annehmen,  uns  eine  Nähemngsfor- 
mel  entwickeln.  Zu  dem  Zwecke  setzen  wir  lilr  die  Exponentialgrösse 
die  ersten  Glieder  ihrer  Reihenentwickelung,  nämlich: 

"^  "^      k      1    ^  k*      12  fc»     1.2.3 

und  erhalten  durch  diese  Substitution   folgenden  Näherungswerth  für  v\ 

in  welcliem  alle  Glieder,  die  in  Bexug  auf  a,  s»  ^  (nimiich  k  ist  immer 

zufolge  der  Erfahrung  eine  sehr  grosse  Zahl)  von  der  4ten  Dimensioo 
sind,  ausgelassen  und  ausserdem  die  gehörigen  Hebungen  Torgenommen  siod: 

-=(^)'-^  <«*-•■>• 

Dieser  Ausdruck  ist  unabhängig  von  k,  welches  erst  in  die  folgenden,  aber 
wegen  ihres  geringen  Wertbes  vernachlässigten  Glieder  hineinkominen 
würde:  folglich  muss  er  mit  demjenigen  öbereinslimmen,  welcher  sich, 
wenn  der  Widerstand  vernachlässigt  wird,  früher  ergeben  bat.  In  der 
That  war  letzterer 

v»=2jf(Ä— a?) 
und  geht  in  Folge  der  Relationen 

a'=4aA,  s*=4aa? 
in  den  angezeigten  Ausdruck  über.  Also  auch  bei  dem  cydoidischen  Pen- 
del kann  man  für  unbeträchtliche  Schwingungsweiten  den  WidersUnd  der 
Luft  vernachlässigen,  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  dem  gewöhnlichen  Pen- 
del und  man  könnte  dies  auch  leicht  und  in  analoger  Weise,  wie  bei 
letzterem,  durch  eine  direkte  Herleilung  der  Näherungsformel  für  die 
Dauer  einer  ganzen  Schwingung  nachweisen« 

S.  24. 

Bewegung  der  Wurfgeschosse.    (Fig. XXXXVL) 

1)  Wenn  ein  materieller  schwerer  Punkt  von  0  aus  unter  dem  Win- 
kel ÄOB = a  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  a  in  die  Höhe  geworta 


—  m  - 

wird  und  wir  luoächst  den  WidersUnd  der  Luft  unberücksichiigt  lassen, 
so  wird  nur  die  Schwere  g  auf  ihn  wirken.  Zu  einer  gewissen  Zeil  I  sei 
der  trankt  in  Jf ,  so  werden  die  Gleichungen  der  Bewegung ,  da  g  nur  in 
der  Richtung  der  Axe  der  y  wirkt  und  offenbar  kein  Grund  vorhanden 
ist ,  weshalb-  der  Körper  aus  der  Verlikalebene  der  FAxe  mit  der  Rich- 
tung der  Anfangsgeschwindigkeit  heraustreten  sollte : 

deren  Integration  sofort 

ix 

ergiebt    Da  bei  1=0 

dt  dt 

ist,  so  folgt  nach  gehöriger  Bestimmung  der  Conslanten 

jf^zatiina — Ijl^ 
Wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  l  eliminirt  und 

a=:V2jfA 
setzt,  d.h.  darunter  die  Geschwindigkeit  versteht,  welche  ein  Körper  in 
Folge  des  freien  Falles  durch  die  Höhe  h  erlangt,  so  erhilt  man 

als  Gleichung  der  Cunre ,  welche  der  geworfene  Körper  beschreibt«  Diese 
Gleichung  gehört  der  'Apollonischen  Parabel  an  und  kann  leicht  auf  die 
gewöhnliche  Form  gebracht  werden,  indem  man 

X  =  2Aftiia€0sa — $ 
setzL    Dadurch  geht  sie  nämlich  in 

f*  =  4Acosa*i; 

(Iber.   —  Um  den  höchsten  Punkt  der  Parabel  zu  erhalten,  leiten  wir 

dy 
uns  aus  der  gefundenen  Gleichung  den  Werth  von  —  hef «  nteiich         i 


—  fl»  — 

dg  areosar 

Setxeo  wir  dieseo  Ausdruck  gUicb  Q,  so  bekommea  wir  (t^  Fi|.  XXXILTI) 

x^OD=  — «fiiacotcr, 
0 

und  die  Ordinate  y  des  dieser  Abscisse  enlspredienden  Parabelpuoktes  wird 

Der  Curvenpunkt,  dem  diese  Coordinatenwertbe  angebAreUj  ist  der  höcbsU 
Punkt  der  Curve,  wie  man  daraus  sieht,  dass  für  \\m  der  Werth  des 

Diflerentialquotienten  --^,  negativ  wird.    Der  Punkt  C  ist  demgemäss  der 

dx 

Scheitelpunkt  der  Parabel.  Aas  der  umgeftirmlen  Gleicbung  in  ^  und  17, 
fQr  welche  Coordinaten  der  Scheitelpunkt  C  der  Anfangspufikl  i§^  erkennt 
man  sogleich,  dass  der  Körper  im  Punkte  C  ebensoweit  Yon  dem  End- 
punkte B  seines  Falles  entfernt  ist,  als  von  seinem  Ausgangspunkte  0, 
mit  anderen  Worten»  dass  der  aufsteigende  Bogen  dem  ab«teigendai 
Bogen  Yollkommen  congruent  ist    Daher  i^t  die  ganze  Wurfweite 

9  9 

Der  Körper  wird  so  lange  in  die  Höbe  steigen,  bis  seine  Geschwindigkeit 
die  Schwerkraft  noph  überwiegt  und  es  wird  daher  einmal  ein  Zeitpunkt 
eintreten,  wo  die  Anfangsgeschwindigkeit  durch  die  fortdauernde  Wirkung 
der  Schwerkraft  ganz  aufgehobep  ist  und  der  Körper  demzufolge  zu  fallen 
beginnt  Offenbar  wird  dies  in  dem  Momente  gßschehen,  wo  der  Körper 
4ie  gr^sate  Höhe ,  d.  h.  den  Scheitelpunkt  der  Parabel  erreicht  hat  Um 
dieise  Resultate  analytisch  herzuleiten ,  gehen  wir  auf  die  Ausdrücke  for 
die  beiden  Composanten  der  Tangentialgeschwindigkeit  zurück  1  ni^mlicb 

dx 
-—acoi«, 

Aus  dem  Jetzteiii  ^st  klar,  jdas9  di^  Schwere  die  Wirkung  der  ihr  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Geschwindigkeit  ToUstdndig  aufgdioben  haben  wird 
nach  YMüT  de»  Seit^^ 


■  « 


-  «»  -= 

^  >      .      ■  ■     .      .  i 

das  isi  alw.  ^rwfe  i)er  Mofnept,  in  welchem  ffer  Körper  sich  in  dein 

Scbeitelpankto  C  befindet.     Bilden  wir  un9  nun  den  Ausdruck   lAr  die 

Tangenlialgeschwindigkeit  v,  so  wird 

und  dieselbe  wird  offenbar,  iw^al  deaVertS  a  erreichen,  einmal,  wenn 

1=0 
ist,  d.h.  lu  Anfange  der  Bewegung,  und  gann,  wenn 

ist,  d.  h*  wie  man  leicht  berechnen  kann,  wenn  der  Körper  sich' in  dem 
Punkte 

y=0,  »=— «ii2a 

g  ,    .     .     .    . 

befindet  Der  Körper  konrmt  bieri^aeh  beim  freien  Fall  in 
der  Luftleere  in  der  Horizontalen,  von  welcher  er  ausge- 
gtiif^en  Waf,  mit  der  Anfiiiigsges^bwiii^tigkillli  wkd«f  «n. 

2)  In  der  Praxis  ist  der  Wi4wl«a<l  ^Icir  |^|in.,pehr  wmP^fll:»;  iJ^eB" 

,  ii 

die  Geschwindigkeit  bei  den  Wurfgeschossen  sehr  gross  ist  und  bekannt- 
lieh  der  Widerstand  der  Luft  fDJy(  dffli  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
wächst.    Sei  die  Geschwindigkeit  v,  so  lässt  er  sich  durdi  die  Formel 

gmv^ 
dar^llen,  wo  m  eine  erfahrungsmäs'sig  zu^  bestimmende  ProporüonalzaU 
istl    Mo  Cömposanten  dieser  ffiran,  We  als  In  der  RkMuiig  def^ät^eM^ 
aogreiHäM  mit  d^n  Atük  dtt*  r  und  y  sofch^  WInkd  dnMUl^l,  dennf 


Cosinus  -T-  und  ?  sind,  sind  in  den  bezeichneten  Axen 
de  da 

•  dx  «dy 

und  wir  bekommen  daher,  da-  wir  bdd^  als  dem  Sinne  der  Bewegung 
entgegengesetzt  negativ  zu  nehmen  baDenr- 

d*«  _      .««a«a^  '<»'•  "'■■.       ..'<!«  ;'".Mj!H 

"•  .1!  '    I  ■■•. 


-    Ä    - 

Aus  den  beiden  Gleichungen  haben  wir  9  und  y  als  Funktionen  von  l  zu 
beslimmen^  alsdann  das  i  herauszueliminiren  und  so  eine  Relation  zwischen 
»  und  y  allein  herzustellen,  welche  die  Gleichung  der  gesuchten  Tra- 
jektorie  ist. 

Setzen  wir  für  0  seinen  Ausdruck 

so  folgt  zunächst  aus  der  ersten  Gleichung 

(i^9  didx 


Setzen  wir  hier 


so  wird 


A*  ^iidi' 


dm 


rfl*  ""  A  ""  d«  A 


und  unsere  Gleichung  kann  nach  Substitution  dieser  betden  Werthe  mit 
3-  dividirt  werden.    Dadurch  bekommen  wir 

woher 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  bemerken  wiTj  dass  der  Körper  die 
Anfangsgeschwindigkeit  acoia  in.  der  Richtung  der  x  besitzt  und  dass 
mithin  dem  Werthe  «=0  der  Werth  M^acosa  entspricht;  folglich  wird 


oder 


^  atoia 


Ol 


Hiernach  wird,  wenn  wir 


•etieo. 


-  m  -^ 

.4^     tfc    tfc    1^     tfc    4^  i{f    -0~ 

und  endlieh 

4>y     <^(J)     dp  -üM  4i    -»«• 

Setzen  wir  diese  Werthe   in  unsere  zweile  Dil!erenüa|gleic(iiing  deir  Be- 
wegung ein,  so  geht  dieselbe  in  die  folgende  über: 

aco$a  -^9        — apfmeoia-j-e         =5  —  ^ — op^cofa--« 
•I  •»  ^  ,       « 

oder  einfacher,  da  sich  die  letzten  Glieder  auf  beiden  Seiten  aufheben 

dp  =— -— 2^— «      dl. 

Wir  mOssen  jetzt   noch    eine  Relation  zwischen  f^^^i  suchen.     Wir 
haben  aber 


[tuthm 


dx  dy 

und  setzen  wir  hier  f&r   --  und  —  ^>^  ^^^  gefundenen  Werlhe.  eo  wird 

Ol  at 

^%a  -S0Mt 


(di\'  — »^w 


woher 

dl  = 


""^'VT+r 


aeosai 
Dies  in  die  obige  Differentialgleichung  ffir  dp  eingesetzt,  giebt 

Wir  müssen  nSmlich  das  Zeichen  —  vor  der  Quadratwurzel  darum  nehmen, 
weil  mit  der  Zeit  auch  der  Bc^^en  wächst  und  darum  dl  und  is  in  dem 
Ausdrucke  fQr  dt  von  gleichem  Zeichen  sein  müssen.  Die  letzte  Gleichung 
auf  die  Form: 

i 

gebracht,  kann  nacb,  den jgewUmlidieii  Methode^  integrirt  werden  und  giebt 


-^  m  ^ 

W  iT? + ^  (p + V 1+7») "  «?  «^^  ^p^^- 

FQr  den  Anfaiigspunlt- bat  man*  «=^0,  äl'*'^  ^^  mKhili  durch 
Setzung  dieser  Wertbe  .  •' 

ecira  cota  vrmeu^a 

IfertftfÄge  Ji^ji  4JI«clmtlg  foljft        '  ' 

§ 

und  für  die  derartig  bestinunte  Constante  der  Integration  iM 

<       =:j2C— pyi+ji»  — ijr(p  +  Vl+l»*;|a»«co«*o. 

•   '   '  '     * 

Multipliciren  wir  femer  die  beiddh  Gleidiungen 

''  '        •  .1 

mit  einander,  um  die  Absdsse  x  ab  Funktion  der  Hölfsgrösse  p  auszo- 
!'M6h«Ar-*o  toMnir  

a'cof^irt""'^^  4P  =  — #^ 
und  setzen  wir  bief  itn  Wertb  Tür  e*^^^  ein«  ao  folgt 

4» 

2c— piri+^«  -  ^  (p + VT+?) 

Jetzt  folgt,  wenn  wir  Ihsdeillen,  dasa 
St,  sogleich 


gmiy^-^ 


j^^j. 


j,p;i|dUeb  I^önnen  w^*,  der  Relation  awisd]\en  |4i  ^nd  tfi,  die  wir  oben  ge- 
j^uodea  b*benH  die  Form 

gd>en,  Term6ge  welcher  erbellti  dass  wir 


.  t 


dp  •■  'f 


—  «ft  — 

Mieii.  ViJMIlCttsM  dieser  3  ^leichtHigM  iM  itM  dllfdl  toiMHäliiMiid  QlM- 
4r*Caftn  m  SlüMM;  «#Dh  beliebig  fiele  iuMttimeDgebSfige  Witthe  ttfn 
y>  9,  h  p  zu  berechnen  und  diese  allerdings  ibersus  weiftehMiÜg»  ReeH- 
nung  Torausgesetzt,  die  Trajei(t^e  sieb  durcb  Punkte  zu  construiren. 
Di%  (iesdiwuidiglieii  fliNrjgens  kann  man  sich  in  endlidier  Foran  ^ds-  #ii|6 
Funl&tion  von  p  da'rstelleft«  Ntailicb  luotebsi  ffir  die  CpfWMiaptuft  iß 
den  Axenrichtungen  folgt  ohne  Weiteres 


'I 


und  biefMK»  da  Idm  -bekuntliph  Itir  die  Taiigaiti>lgoc>windtglt>it  ■•••  < 

""«"       dt 
bat, 

VT+7» 


y  ms= 


V2C-Hl+F*--(P  +  Vl+P^ 


Ha  dir  filffeYentialqUdtlent  -^  sich  fBr  p=0  ännülltrt  liud  der  Ste 

Differentialquotient  fQr  eben  diesen  Werth  sich  auf  die  legatife  Grtee 

—  ^  reducirt,  ist  in  dem  b^dgUcheo  Punkte  ein  Maximum  der  y  und  f&r 

diesen  Punkt,  welcher  den  Scheitelpunkt  der  CiMre  bildet,  ist  i^ajUtiii j#e 
Tangente  der  Axe  der  x  paralleL  In  Uebereinstimmung  hiermit  findet  man 

»  f  ■     .  I 

während  sich  die  Composante  in  der  Richtung  der  y,  wie  es  sein  mufs, 

annullirU 

Betrachten  wir  jetzt  den  Verlauf  der  Cunre  näher,  so  ist  zunächst 

klar,   dass  wir  die  auf  äx  bezAgüchen  Differentialgleichungen  zwischen 

die  Grensen 

#«=+00  lUld*ps3— OQ 

4f8(r«cken  körnte.    Dom  der  Ausdrtck 


—  u»  — 

Uflibt  xwigcbea  diesen  Grenzeo  iiD«er  reell  und  conlinuiiikli  und 
TQn  — 00  bis  ZM  +00  tunebmeo,  wie  die  BetracMmi^  Mines  Diflerei- 
lielferUUtoisseft 

~aVT+7* 

leigt^  weldies  msehen  den  genannten  Gremwerthen  von  p  eein  Zeicbeii 
«iobt  wechselt,    Daber  entspriebt  allen  twiscben 

ji=  +  00  ond  p  = — 00 
liegenden  Wertben  des  p  ein  reeller  Werth  des  x.    Sueben  wir  die  Be- 
stimmung dieser  W^rthe  für  die  beiden  GreozUlle,  so  kann  man  unter 
der  Voraussetzung  sehr  grosser  p  ebne  merklieben  Fehler  die  Ausdrücke 

2C  und  —  Z^'p  +  VF+p*)  gegen  den  Ausdruck  — p^r+p*=+p.p  w- 
nacbUsaigen  und  erhUt  dann  sowohl  (Ür  positive  wie  für  negalke  p»  tu 
Stelle  der  früheren  Diflerentialgleic|iung 


aus  deren  Integration 


9 


folgt.  Bestimmen  wir  die  Constante  dadurch,  dass  wir  annehmen,  dass 
einem  gewissen  sehr  grossen,  aber  noch  endlichen  Werthe  Yon  +p'  die 
Absdsse  sr*  der  Trajektorie  entspreche,  so  wird 

"'  ^iiMc^  =  Coa«l+-7 

und  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  Ton  der  Torigen 

Lassen  wir  hier  p  geradezu  ins  Unendliche  wachsen ,  so  annullirt  sich 
-  und  es  folgt  nahezu 

d.  h.  X  nAhert  sich   einem  gewissen  endlichen  Zahlenwerthe  i  wenn  p  m 

Unendliche  wichst.    DemgemSss  giebt  es  2  Cnnrenpnnkte ,  für  welche  f 

ins  Unendliche  wächst,  d.  h.   die  Berüfarungslinie  der  Aie  der  y  parallel 

{Jluft^    Der  Werth  der  Abscisse  des  Berflbriin^spuoUes  Ulli  Mbesa  wk 


—    «7    — 

der  Abftdflse  lusammen,  die  einem  b^iebigen,  nur  sebr  gross  angenom- 
meaen  Werthe  ? om  ||  entspricbt :  darsos  kann  man  schon  schliessen,  dass 
die  beiden  genattiiten  Tingenten  Assymptoten  an  die  Curve  sein  müssen 
nad  es  Mit  aaA  nicht  sdiwer,  den  direkten  Nadiweis  m  führen,  dass 
die  Ordinate  y  des  Berflhrongsponktes  unendlich  gross  ist,  wddies  be- 
kanntlich durch  die  Jfatur  der  A^mptote  bedingt  sein  ivürde.  Nflmlich 
der  Ausdruck  für  gmiy  giebt  für  den  Fall  sehr  grosser  p 

dp 
also 

und  wenn  hier  p  unendlidi  gross  angenommen  wird»  so  wird  es  audi  y, 
wie  wir  schon  vorhin  bemerkt  haben.  Was  die  lugehörige  Zeit  anlati|)C, 
wird  im  Fall  positifer  unendlich  grosser  p  die  Zeit 

und  im  Falle  negativer  p 

|=«+00. 

Die  Deutung  dieser  Resultate  ist  leicht«  Die  Gurre  hat  fom  Schei- 
telpunkte aus  gesehen  2fertikale  Assymptoten,  Ton  denen 
die  eine  auf  derjenigen  Seite  liegt,  Ton  wo  die  Kugel  ab- 
geschossen wurde,  die  andere  auf  derjenigen,  wo  sie  zur 
Erde  nieder  rillt  Da  sufolge  der  Annahme  der  Kugel  im  Ausgangs- 
punkte eine  plötzliche  Anfangsgeschwindigkeit  mitgetheilt  worden  ist,  so 
ist  dieselbe  nicht  durch  die  Bewegung  der  Kugel  in  dem  unter  dem 
Ausgangspunkte  befindlichen  Theile  der  Trajektorie  zu  Stande  gekommen 
und  das  drüdLt  die  Analysis  durch  die  imaginären  f  aus. 

Suchen  wir  uns  nun  die  Geschwindigkeit  zu  bestimmen,  welche  dem 
Werthe 

entapridit,  so  finden  wir 

^       'dl     Vm* 
mithin  folgt,  dass  die  Bewegung  des  Körpers  auf  dem  nieder- 
steigenden Zweige  der  Trajektorie  sich  mehr  und  mehr  der 
gleichförmigen  f  ertikalen  Bewegung  nähert. 

m.  7 


M 


^Ki 


f.  29. 

Von  der  Bewegung  der  Plaaeteo. 

1)  Die  Gesetze  der  planetarUchen  Bewegung  tiad  aMret  toh  Ke|4er 
aufgestellt  worden  und  sprechen  sich,  wie  folgt,  aus: 

L  Die  Planeten  bewegen  sich  in  ebenen  Curfen  nad 
ihre  Radii  rectores  beschreiben  um  den  Millelpuakt  der 
Sonne  Flächenrdume,  welche  der  Zeit  proportional  sind. 

2.  Die  Planetenbahnen  sind  Ellipsen,  in  deren  einem 
Brennpunkte  die  Sonne  stehL 

3.  Die  Quadrate  der  Umlanfszeiten  derPlaneten  um  die 
Sonne  yerhalten  sich  wie  die  Guben  der  grossen  Aiea 
ihrer  Bahnen. 

Diese  3  Gesetze  sind  Ton  Kq>Ier  aus  der  Beobachtung  abgeleitet 
W4Hrden.  Newton  war  der  erste,  der  aus  ihnen  die  Natur  der  Kraft  ab- 
leitete ,  welche  auf  die  Planeten  wirken  muss ,  damit  sie  eine  sddie  Bahn 
erhalten,  und  eben  dieses  wollen  wir  zunächst  auch  thun. 

Wenn  in  Fig.  XXXXVII.  der  Brennpunkt  der  Bahnellipse  eines  Plt- 
neten  in  0  fällt,  in  welchem  Punkte  wir  also  die  Soone  mit  ihrer  ganaes 
Masse  wirkend  denken  müssen,  so  ist  B  das  Perihelium  des  Planeleo 
und  Ä  das  Aphelium.  Zur  Zeit  i,  welche  vom  Perihel  ab  gezähll  wird, 
sei  der  Planet  in  M:  so  ist  die  Lage  des  Punktes  M  durch  die  Pelar- 
coordinaten 

MO^r  und  MOB  s> 
bestimmt.    Der  Winkel  d-  heissi  die  wahre  Anomalie.    Der  in  der 
Zeit  dl  beschriebene  Sektor  ist  |r'd^  und  mithin  wird  nach  dem  erstes 
Keglerschen  Gesetze: 

wo  e  eine  Constante  ist,  die  der  doppelten  in  der  Zeiteinheit  beschrie- 
benen Fläche  gleich  ist  Daher  wird  et  die  doppelte  in  einer  belietigei 
Zeit  I  beschriebene  Fläche  sein,  also 

MÖB—lei.^ 
Nun  sei  ferner  der  andere  Brennpunkt  der  EUipso  0'  und  0*Jf«=r,  so 
fidgt,  wenn  4ie  grosse  Axe  mit  2a  bezeichnet  wird. 


und»  wenn  §  das  VqriiUtniM  der  Bicenlr^iUl  jur  grossen  Axe  AB  he- 
zeicbnet. 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Trigonometrie  ist  nun 

r*s±!^r'  +  4ciereoi>  +  4a'e^ 
und,  wenn  man  hier  für  r'  seinen  Wtftb  2a^  r  mmM^  •#  etfiekt  lidi 
nach  einer  kicbten  Ettwicklung  die  Polargleiehimg  der  Ellipse: 

_  a{l—e^) 
^^  l+ecosd''  '  ' 

Bezeichnen  wir  mit  7  die  ganze  Umlaufsieil  der  Planeten,  so  wird 

die  Grösse 

den  Winkel  bezeichnen ,  1f  elcheii  der  Radias  yecter  unter  der  Voraussetzung 
einer  Yollkommen  gleicharmigen  Bewegung  ifi  4ef  ZeiCeiniMil  besehfe^Hü 
würde,  oder  den  zu  diesem  Winket  gehörigen  Bogen,  der  um  C  mit  AB 
als  Durchmesser  beschrieben  ist  Dieser  Winkel  n  beiisl  die  finj^rl»  Ge- 
schwindigkeit des  Planeten  und  die  Grösse  m ,  d.h.  der  auf  dem  Kreise 
bd  dieser  finglrten  Bewegung  in  der  Zeit  i  beecbridbeM  BogM, '  beiist 
die  mittlere  Bewef  ung  des  Planeten.  Der  UnUrselHed  iwisditn 
dieser  Bewegung  und  der  wirklichen ,  nftnriich  die  Grösse 

wird   die  Gleichung   des  Mittelpunktes  genannt  —   För  die 

Erde  ist  ' 

7=365,256374,  ii:=9*59^8«<. 

Die  Constttite  e  lirar  das  Doppelte  der  in  der  Zeiteinheit  beschrie- 
benen Fläche  und  dies6  letztem  ist  gleich  dem  ganzen  Flächeninhalt  der 
Ellipse  dividirt  durch  t.    Der  Flächeninhalt  ist  bekanntlich 

wo  der  Ausdruck  b  die  Ueine  Axe  bezeichne;  mithin  ist 


♦«•Vi—«* 

tad  Mt  VläebeniiiMlt  aach 

Hienuch  ist  die  in  der  Zeüetidieit  IiMcitft<i)«iw  Flache ^ und 
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Die  obige  Differentialgleichung  s wiedien  dd"  and  ii  wird  yermöge  dieses 
Werthes  von  c  

Nun  giebt  die  Gleichang  der  Ellipse 

a(I  — et)— r  «(!— ^)  — r 

coi^  =s ,  ^=areeof , 

re  n 

woher  

rya'e*— (r — a)* 
Folglich  geht  die  vorige  Differentialgleichung  über  io 

rdr 
^*i»— (r— a)* 
I]^  diese  Gleiehung  zu  integriren »  aetse-  man 

(l)r8sa(i  —  €co$u\ 
ao  iolgt  nach  einigen  leichten  Tranaformationen 

.«A=(l — eeo9u)du 
und. heraus  durch  Integration,  da  sicli  die  Constanie  wegen  der  aisan- 
mengehdrigen  Werthe  i=:0  und  «=0  gleichfalls  annullirt. 

Die  Grösse  u  heisst  die  excentrische  Anomalie.    Macht  man 

so  wird  wegen  des  Werthes  r  in  n 

I  Ä  «(1  —  ^) — ^  coiu — e 

^i:=arccoi ca  arc  eoi  -z 

re  1 — eeesii 

l_e— (1+e)«» 

=  arc .  cot  1 TTTT'T^' 

1  —  «+  (1  +  e)f» 

woher 

I  — e-(l  +  e)i« 

Drücken  wir  rosd-  durch  i^^n  nun  ^us  und  entwickeln  alsdann  l^|^  alt 
Funktion  von  i  und  setzen  in  dem  resultirenden  Aoadmcke  wieder  i§\* 
an  die  Stelle  von  m,  so  erhalten  wir  die  wichtige  Gleichung 


i. 


(3)i^t^  =  y^l±i^|,.. 
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Die  3  Glenbongen 


(l)f       =:a(l  —  «com), 
(2)iif      SU — $$inH 

reichen  zur  Beetimmaiig  aUer  Data  der  Bewegung  YoIIatindig  ans.  Indenr 
man  ans  (1)  und  (8)  tennöge  der  Gleidiung  (2)  die  excentriadie  Ano- 
malie «  berauseliminirt ,  erhält  man  die  Polareoordinaten  r  imd  ^  als 
Funktionen  der  Zeit  aosgedrückt  Dieses  setzt  indessen  die  Auffösong 
der  transsoendenten  Gleidiung  (2)  nach  «  voraus,  weldies  blös  rtarmöpi 
der  Entwickehing  Ton  «  in  eine  convergente  Reihe  als  Funktion  Ton  l 
geleistet  werden  kann.  Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  dass  fllr  den 
Fan  der  planetarisehen  Bewegung  diese  Reihen  sehr  stark  confeirgiren« 
wenn  man  sie  nach  §  ordnet ;  denn  die  ExcentridtiC  ist  immer  eine  sdir 
kleine  Grösse ,  z.  B.  fllr  den  Mars ,  wo  sie  am  grössten  ist »  noch  nicht 
^  und  fOr  die  Erde  nur 

0=:O,O1885318=:A. 

Die  Aufigibe»  die  wir  uns  jetst  gestellt  haben,  ist  unter  dem  NameD  des 
Keplerschen  Problemes  bekannt,  weit  dieser  grosse  Astronom  der 
erste  war,  der  sich  mit  ihr  beschäftigt  hat. 

Die  Entwickelung  von  u  als  Funktion  tou  i  geschiebt  nach  der  La« 
grangeschen  Formel.  Nach  derselben  ist,  wenn  9  und  tjß  beliebige 
Funktionen  vorstellen  und  die  Gleichung 

gegeben  und  tfß^  (a)  =     |^       ist, 
Id  aiu«r«n  spedeUen  Falle  habea  wir 

yss«,  ll(Ba,  »=«,  9(y)=:«tllM,  V^V)— V(*)' 

and  die  Lagnngesche  Formel  giebt 
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+ 


(fU) 


1.2.S        "d(»l)*  '* 

Zunächst  werden  wir  hier  die  ADUihnie  tlß{u)ss%  lu  machen  haben  und 
dadurch  eine  convergenle  Reihe  Erhalten,  welche  für  jeden  Augenblick 
^  eicentrische  AopmaUe  beatinimt.  Aladaan  ist  tß^  laidil  im  Stande, 
Tenoöge  (1)  und  (3)  die  xugdi&rigen  r  un4  ^  m  bffyedio^n.  lodeasea 
U  ift^  got»  auch  die  uainittilbapen.  Raiheae^twicMiiiigeii  tan  r  und  ^ 
nach  «I  lu  basitien.  Um  die  erstere  z«  erbaltaat  wii^  jnan  «cb  etn 
btnadui^en  upd  oiitbia  V^(«)=:foi«  setzei)  iim  4t?  9le  i«  arhaltcii»  vörda 
man  ^<ti)«9if|ii  s^t^ep  ktaoea;  wir  wQrdto  ab«r  alsdiuia  miitr  das 
Piyerffptiabeicheii  die  Po>enseii  der  trigtnoiBa|ri#ob«n  Taa- 
g«9tf  b€dtomoieo  unddanw  ist  es  beasar,  aiciv  daa^  44ircb  Integraiai 
4Mr  Djfhirapttialg^eidiiMiig  • 

g«  ber^fltoen  itfid  daher  aieb  4r  uls  «im  meiidlicbe  Baibe  zu  teftwickata. 

r' 

Wir  l^erdcm  dies  erreichen,  indem  wir 

MiüM.    DAn^äsiV  haben  wir  fftr  unsere  FutdLtion  ip  folgende  S  An- 
nahmen zu  machen: 

und  erhalten  dadurch 

•    .,         i^  dsitfim        «»    d*m«ia 


•  •  •  • 


1  U  4(411)         142.3  4(nl)* 

«»»*itl 

r*     (1  — «cmhO*         l  (1  — «eoiiu)»  1.2         iiid) 


~^1.2.3  d(iil)*  "••?• 


—  lee   — 

Fuhren  wir  die  angezeigten  DifhrenUUoi)^  aii9«  so  ist  es  zu  dem  Zwecke 
angemessen,  sich  die  Potenzen  der  darip  vi>rl(ommenden  trigonometrischen 
Funktionen  durch  solche  Ausdrücke  zu  ersetzen,  die  Mob  ^^en  Sipufi  oAm 
Cosinus  der  Vielfachen  iron  m  fortschreiten.  Vm  diese  letzteren  zu  er- 
balten ,  bemerken  wir ,  dau  bekanntlich 


eoi^nf 


/  m/^-i^^-ni/'^V- 
'A — -"-2 — ^-^/  ; 


Die  rechte  Seite  nach  der  BinoBMUMBMi  eatwicfceb  gitbl  im  UUen 


oder,  wem  *■>">  ^*  Glieder  \fptl  gleichen  CoefBcienten  zusammennimint, 
im  ^üM^  ungerader  m,  wo  die  9{ieder;abl  geradf  jel 


"^       1.2.8.... ^^V  '  / 

n^  im  Falle  gerader  a|,  wo  die  GliedefMbl  ungerade  iat  i 
miuleres  ^)iied  .«üisürt 


e  +• 


•^  i.2.3....:e-i)r       ■^'        ) 


•       ■      •       ■« 

Berücksichtigt  man  nun  die  Gleichung   - 

80  lolgt  für  ungerade  ip.: 

2        CO«    nl  =  eo«miil+YCo«(m — 2)iU+— ^-  —  co#(m — 4)iil  +  .. 

1      ....  i  «4 


•  •  •  •  • 
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m(m-^l)....2±* 

• j^j  coml 

und  im  Falle  gerader  » 

VI  *"  1  M  am  mm  fttfk  ^^m  \  l 

2        CO«    nl  =  co«iiitU+vCM(m — 2)nlH — ^"5 — •  001(111  —  4)fil  +  ... 

Ganz  ebenso,  ifideiD  man  von  der  Formel 

stfimiU  =  l  : —  I 

\  2V-I  ' 

ausgebt ,  gelangt  man  im  Falle  angerader  m  zn  der  Formel : 


m— 1  . 

.iii-«l    .    m 


(-l)"T-2"*"'*  n»%l=#in  «im—Y#»ii(iii—2)fil 

111(111 1)  -j-  «t«» —  U —f" 

+  — r-o — «11(111— 4)äI— +  (—1)         — 10«  iHhi  f««< 

X«i5  1  •  iS«0  •  ••  ••"'^ 

und  fir  den  Fall  gerader  m  zu  der  Formel 

(—1)  ¥2"*"*  #!!••"  nl  =  co«miil+pco«(«i—2)ia 


?-iiii(«i— 1)....  (?H.i)  r    m(ei— l....(S+t) 

1.2.3....  (f~i)  1.2.S....| 

Aus  diesen  4  Formeln  ergeben  sieb  folgende  Specialformefai: 

8ftn«iil=      c<M4fil— 4cw2nl  +  8 
16m*iU=:      «mSfil-*5nii3iil  +  10niiiil 
32«tii*iil  =  —  cof  61U  +  «eot4fii— lSco«2fil  +  10 


2eo«*iil=eo«2nl  +  l 

4co«'iUs  eo«3iil  +  Seoini 

860f*ia=:  eo«4iil  +  4eo«2iU  +  3 
16  CO«' lU  =  eo«5  nl  +  5  CO«  3  nl  + 10  CO«  nl 
a0c^*tU  =  oo«6iil  + 6co«4ia  + lScof2fil+ 10 


—    166    — 

Seilt  man  diese  AäsdrQdLe  in  die  Formeln  4Br  u  nnd  eosn  ein  und  (Bhii 
die  Differentiationen  aus,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  folgender  Reihen- 
aosdrudL : 

+  r:2iX2«(*'""*"'-*-2'''-2'^) 

Eine  ähnliche  Reihe  findet  sieh  für  cm  m  und  setzen  wir  dieselbe  in  \l) 
ein,  so  entsteht: 

-=:1  —  eeoini^  ,— ;r|  1  —  eos2iU  ] —  ,    .^   ^^  1  3 fO< 8 lU  —  Stosnl  ) 
a  1.2V  /      1.2;2'\  / 

—  ^   o  o   ^  ^.(5'co<5m  —  5.3'co«  3nl  +  lOeofm  ) — .... 
i.2.o.4.2S^V  :   :  / 


a» 


Die  Formel  fOr   -^  dagegen   macht  mehr  Schwierigkeiten.     Um  sie 

zu  entwidLeln,  bemerken  wir,  dass  nach  dein  binomischen  Lehrsatze 

n ^— — i=i:l+2ecoim  +  3e'«of*ia+4«*cai'iil  +  ..., 

und 

n '~-^ — i  »1  +3tfco«ii«  +  6e*co«*Äl  +  10e'co«'jil  +  .... 

(1  —  eeoiiU)^ 

ist,  und  die  Einsetzung  dieser  Reihenausdrücke  in  unseren  Ausdruck  für 
-f  giebt,  wenn  wir  alle  Glieder  TemachlSssigen,  die  in  höhere  Potenzen 
als  die  5te  multiplicirt  sind:  i 

^s=:l+2e€d«iil  +  e*|  Scos'nl— 2nii'iil\ 

+e*l  4od«*iil- dm^iUfoutf-^-jT—  I 

,/.      .          ,„  .  ,          ,          „d(nn*tU9ot*nt)       d>(«m*iUoMiil) 
+  .»(6««»nl-20««»«lco.»«l-6— — .        ^^^^. 


»4M    — 

FjüM  mm  j^er  die  D*ffire«lialMiiep  »ut  uni  r^äiieirt  »IIm  auf  f  ieiiMfa 
dfir  Coffinw  9om  fU,  m  ftiAti  man 

a'  e'  e* 

-Y=l+2ecojnl  +  5^  (l  +  6eos2ni)  +  ^  (13eo#3fif  +  Seo#iiO 


+  2r~§(  1097c<M5iii— 7$coiSiil+180coffilj 


+ 

SiAslitinrC  man  diesen  Werth  in  die  Gleidiong: 


a» 


d*:qc/l  — f>3d(|U) 


1.2«.3\ 


and  setzt  zugleich  für  ^l—'e*  seme  Reihenentwickeiuiig;  nimlich 

Vr=^«i— i«^— 4«*— ., 

80  erhält  nifD  bis  auf  die  5te  Potenz  von  e  gen^u 

■     <*    1 18  CO«  Sitt+ 8  w>m<\ 

.«      /103eoi4ta+   8e<M2ia,+  9v 

1097eo«5fU—  75ciw3»l+180co«mv 

—  48eeiiii/ 

+ 

pdAc«  w^np  mw  4|e  gl^icbnawigip  liMeder  in  (^n  KJ«IWP<HV  ;(tuii|imah 
zieht  und  dann  integrirt  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Constante  der 
Integration  sich  annullirt : 

+  ~J  108#Äi4nl— 44*iJi2iii  j 

Ffii^  die  praktische  Rechnung  h\  bierwt  die  Aulgabe,  Nähernngsfor- 
meln  aufzustellen,  vermOge  dfren  ^afi  ,%  i^^"^  AugenblidL  die  Polv- 


oordioalen  r  und  ^  mit  hinreichender  fienauigkeil  berechnen  kann ,  zur 
^nöge  gelöst;  dagegen  in  Iheorelischer  Beziehung  kaaii  nMn  ncMh  eim 
Ugemeine  Coeflidentenbestimmung  in  den  Beihfn  für  r  und  ^  fordern. 
Um  diese  zu  bekonnen,  bemerken  wir,  43ss  zufolge  der  vorher- 
ehenden  Enlwickelungen  der  Schluss  berechlfgl  ist,  dass  die  bezeichneten 
teihen  von  der  Form 

r«si^  +  Aieo$nt+Ä^coi2nl  +  A^eotint  + +Jkeoihni+  ..•• 

ind 

^— iil=Si«tfiiif  +  Biiin2nl  +  B^iinin$.,..  +  Bk9mknl  +  .... 
ind.   Um  nun  die  Coefficienten  zunächst  der  ersten  Reihe  zu  bestimmen« 
Qultiplizire  man  sie  mit  dem  Faktor 

eoshnl.d(ni) 
ind  integrire  sie  zwischen  den  Grenzen  iif=0  bis  mIt^tt,  so  wird  jeclfa 
ilied  der  rechten  Seite  die  Form  erhalten 

n 

eoskmeDihnt4{n$)f 

0 

f eiche  immer  gleich  0  wird,  sobald  h  und  k  verschiedene  Zahlen  sind. 
Neses  iadel  AberaN  «tail«  nur  in  ilem  £liedf  mit  Ah  sieht;  danji  wird 
limlich 

eot^hnid(ni)=s\n. 

0 

)aher  wird  im  Allgemeinen 

0  t  / 

iid  mithin  wegen  dea  Weftb^s  >  ^a  dßs  hitigi^l  rechU  hat : 


/ 


^2  r^ 


0 

i^on  dieser  Bestimmung  ist  Mos  der  CoelOcient  i«  ausgtoiaiBeQ,  lillr 
irelcben  man  leicht 

rdint) 
trUlt.  — *  Wenn  man  ebenso  die  ReHle  fSr  9  wt  dem  Faktor 
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Hittliiiilixiit,  so  wird 


Bk=:~     I        (^— ii()<iiikirt<( 


0 

oder,  indem  man  die  theilweise  Integration  anwendet  und  beachtet,  dass 
^—nf  Tür  beide  Grenzen  ni=7K  und  %i^n  sich  annullirl,  so  kann  man 
schreiben : 


-1/' 


eo<ftiUd(^— m). 

0 

Behufs  wirklicher  Berechnung  von  A^^  und  B^^,  muss  man  sunächst  in  die 
gefundenen  Ausdrucke  die  Werthe  von  r,  m  und  9  durch  «,  aus  des 
Gleidiungen  (1),  (2),  (3)  einsetzen,  wodurch  man  erhilt,  weil  «  =  •  bei 
fii=:0  und  MssTT  bei  iu=7r, 

2a    C" 

A= /        (1  —  ero«tt)'eo<(A«c — ib«iAit»)dii, 

0 
0 

und  die  Integration  wird  hier  entweder  vermSie  mechanischer  Quadra- 
turen ausgeführt  oder  indem  man  die  Grössen  unter  dem  Integralseichet 
in  unendliche  Reihen  entwickelt. 

Um  die  Bewegung  des  Planeten  vollständig  zu  kennen,  mässen  wir 
noch  die  Bestimmung  seiner  Geschwindigkeit  fAr  jeden  A«genblid[  faabes. 
Nun  ist 


r» 


=(i)=(sr-"(")' 


dr  dd' 

also,  wenn  wir  für  y  und  fflr  —   die  oben  gefundenen  Werthe  substi- 

di  dl 

toiren,  ntalich 

dr wg  yg*»'  —  (g — r)^ 

di                    r 
und  

d*_ngVr^ 
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wird 

.«=»».'(7-1) 

oder,  indem  wir  flür  n  seinen  Werth  —  setzen 


4fr'a*  /2a 


•'=— -(7-')- 


2)  In  dem  Bisherigen  haben  wir  gar  keine  Räcksicbt  genommen  auf 
die  Kraft,  welche  auf  den  Körper  einwirkt,  dessen  Bewegung  nur  aus 
dem  durch  die  Beobachtung  gegebenen  Stöcke  bestimmt  wurde,  ohne  auf 
die  Prindpien  der  Dynamik  zurückzugehen.  Es  handelt  sich  jetzt  darum, 
diese  Kraft  ihrer  Intensität  und  Richtung  nach  zu  bestimmen. 

Han  kann  |war  sdion  aus  dem  ersten  Keplerschen  Gesetze ,  worauf 
die  vorstehende  Entwickelung  basirt  ist»  ferbunden  mit  dem  früher  ge- 
habten Satz,  dass :  wenn  auf  einen  Körper  eine  Kraft  wirkt,  die  bestlndig 
nach  einem  festen  Centrum  gerichtet  ist,  die  vom  Radius  vector  beschrie- 
benen Räume  proportional  der  Zeit  sind,  unmittelbar  schliessen,  dass  die 
hier  gesuchte  Kraft  nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gerichtet  sein  muss. 
Dennoch  wird  es  nicht  überflüssig  sein,  dieses  hier  noch  synthetisch  zu 
beweisen. 

Wenn  Jf«Jf  in  Fig.XXXXVm  das  Element  der  Trajektorie  wire,  in 
der  unendlich  kleinen  Zeit  r  beschrieben,  dann  würde  der  Körper,  nachdem 
er  in  M  angekommen  ist  und  wenn  hier  die  Kraft  au  wirken  authörte, 
in  einer  Reichen  Zeit  t  sich  vermöge  der  Trägheit  durch  den  Raum 
Mm  bewegen,  so  dass  Jf»=rJMf|  wäre.  Nun  aber  hört  die  Wirkung  der 
bewegenden  Kraft  nicht  auf}  vielmehr  hat  sie  während  des  Momentes,  in 
welchem  der  Punkt  Ji|  in  die  Lage  M  überging,  eine  gewisse  Geschwin- 
digkeit erzeugt,  vermöge  deren  der  Punkt  M  in  der  Zeit  t  in  die  Lage 
k  hineinbewegt  wird.    In  der  unendlich  kleinen  Zeit  t  können  wir  nun 

• 

die  Bewegung  so  ansehen,  als  wenn  sie  sich  aus  den  beiden  Bewegungen 
Mk  und  Jfm  zusammensetzte;  zufolge  des  Parallelogrammes  der  KrSfte 
kommt  daher  der  Punkt  M  am  Ende  dieser  Zeit  iq  M,  an  und  es  ist 
mM^^Mk.  Wenn  nun  C  der  Hittelpunkt  ist,  um  welchen  der  Radius 
Tector  CM  gleiche  Räume  in  gleichen  Zeiten  beschreibt,  so  werden  die 
in  zwei  auf  einander  folgenden  gleichen  Zeitmomentea  bfBi^i^benen 
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ecke  JfClfi  und  MCM^  einander  gleich  sein;  da  aber  auch  MCM^  nd 
MCm  einander  gleich  sind,  so  wird  auch  MCM^  =  MCm  sein,  d.h. 
mAf'-^CJf.  Da  nun  sowohl  CM,  wie  auch  die  Kraflricblung  Mk  parallel 
mjf*  ist»  so  ist  dieses  nicht  anders  möglich,  als  wenn  die  Kraftrichtoiig 
Mk  in  CM  hineinfallt,  d.h.  die  bewegende  Kraft  ist  nach  dem  Radius 
▼ector  gerichtet. 

Wenn  man  nun  alle  in  den  Trüberen  Entwickelungen  angewandte  B«- 
leiohnangen  behält  um!  (Fig.  XXXXVIf) 

jrp=f y,  OPä=ä 
setzt«  Sd  wird 

«•  +  y*=r^ 
itöin.    Es  sei  A  die  beschleunigende  Kraft,   d!e,  wie  wir   eben  gesehen 
haben ,  in  der  Richtung  des  Radius  vectors  wirkt ,  dann   werden  derai 
Beitenkrafte  nach  den  Aien  der  m  und  y  beiflglich 

r 
vnd 

Rs:n9  —  R^ 

r 

und  die  Bcwegungflgleicbungen  gtheo^  wieiMi  man  btricksiciiiigl ,  dass  die 
beacbleunigende  Kraft  den  Pnikt  von  der  Tnjektorie  weg  Boeli  dem  fatcii 
Miltelponkt  hinsieht  imd  daher  die  Coordiaaten  lu  ?erUeiMra  strebt,  ■ 
die  folgtüdeii  Aber: 

dl»""      ^r'ift»"-      ^7* 
Hultipliziren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  24»»  die  andei«  ait 
2iiß  und  addirea  die  Produkte  susammen,  so  folgt 

«d«  .<te     odl^    dif  2tpd0  +  2^4if 

^Ä*3r+*^ '«-"■• — 7 — 

oder 

SeUt  man  hier  ^^ISJ+('^J  sttBen  Wertb  ^=«*  und  für  s*  W 
Mimi  W«p«h  r*,  m  Mfi 


—  III  - 

«<«>  =  — aSdr 
oder,  wenn  man  f&r  v'  seiueli  Werth 


*4^{7-') 


seilt  und  die  Differentiation  ausfuhrt, 

r*.r* 

und  hieraus  folgt: 

r*.r^ 

und  mithin  für  äni  Bew^ng#  die  naeh  Kepiers  .€esetsen  vor  sich  geht, 
folgt  fftr  die  bewegende  Kraft  I^elgendes: 

Die  bewegende  Kraft  steht  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse lumQuadrate  dis  Radius  vector,  d.h.  der  Entfernung. 

Sei  der  Ausdruck  dieser  Kraft  fikr  die  Einheit  der  Entfernung  g^ 
nommen  /i,  so  haben  wir 

^4nr»a» 

und  ebenso  erhalten  wir  für  einen  anderen  Planeten 

,     47y»a'» 

Nun  ist  aber  nach  dem  3ten  Keplerschen  Gesetze 

also  folgt 

oder  in  Worten:  Die  Kräfte  A,  welch«  auf  ter^chfedendli  Pla- 
neten wirken,  sind  vollkommen  gleich,  sobald  die  Entfer- 
nungen es  sind;  mithin  die  Natut  der  bewegenden  Kraft 
isi  !r«r  >alle  Plattet  ei»  dieselbe. 

8)  Wir  i¥olkn  ^un  dis  M^M  umkehrt  tmA  limehttien ,  dais  auY 
einen  Planeten  eine  Kmft  wirkt,  wtieh«  bcfstftidig  sacA  einem  festte  Mit- 
telpunkt gerichtet  und  demQuadlfaie  der  fintftonung  reciprok  proportional 
ist.    Man  sucht  hieraus  die  Bestimltiung  der  Trajektorie. 

Der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  Uege  in  dem  festen  Centrum,  also 
in  der  Sonne:  dann  sind  die  tosüus  d#^  Winkel»  welche  die  Richtung 
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9      M      y 


der  Kraft  mit  den  Coordinaten  bildet» und ,  and  mao  bat,  wenn 

r  r 

man  die  IntensiUt  unserer  Kraft  mit  m,  beieicbnet»   die  Gleidiongea  der 

Bewegung 

i^x^      mx 

dfi — 75^* 

dl*  ~       r«  • 

IfttltipUiiren  wir  die  ^rste  mit  2i»,  die  iweite  mit  2dy,  addiren  die 
Produkte  zusammen,  und  integriren,  so  folgt 

wo  h  eine  Constaote  bezeichnet,  oder  da 


vi, 


J    ' 


2ai 
r 
Femer  ergiebt  sich,  wenn  man  unsere  beiden  Bewegungsgleicbungen  be- 
zAglich  mit  y  und  x  mulüplizirt  und  dann  von  einander  absiebt: 

d*y        d^x     ^ 

und  hieraus  fo^  durcli  lotegration 

WO  k  eine  zweite  Constante  bezeichnet.  Unsere  beiden  Differcntialglei* 
chungen  der  zweiten  Ordnung  können  daher  jetzt  ersetst  werden  dorck 
die  beiden  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung: 

und 


—    HS    — 

Wir  wollen  dieselben  in  Polarcoordioaten  umsetzen,  so  wird 

y  =  r<ni^,  m=reo$d; 

4m               dr  .      d» 

—  5=   eo$9- r««^  — , 

und  die  Einsetzung  dieser  Werthe  giebt  nach  einigen  Reduktionen: 


( 


^r+"(?)=^+- 


Quadriren  wir,  um  i  zu  diminiren,  die  zweite  und  dividiren  sie  in  die 
erste,  so  kommt 

r«d*»       ""HP" 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  $onderung  der  Variabein: 

kdr 
dj^  =  — r>    /  -. 

rV  — fc*  +  2mr  +  Är» 
Geben  wir  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  die  Form 


so  folgt  sogleich,   wenn  wir  mit  w  eine  Constante  bezeichnen,    durch 
lotegration : 

m      k 

''^  =  arc.co«-7====-  +w, 
Wober 

m  __* 
k      r 


eo$(d' — fti)  = 


VÄ  +  S* 


^Qr  den  Radius  rector  r  findel  steh  hieraus: 

m.  8 


KI4 


r  = 


—  ^  k  +  '^^o^i^-iü) 


Es  ist  ersichtlich,  dass  dfese  Gleichung  die  Gleichong  eines  Kegelschnittes 
ist  und  dass  wir  nur  dessen  Axe  und  sonstige  Bestimmungsstücke  fest- 
zusteilen  haben.  Vergleicht  man  sie  mit  der  gewöhnlichen  Form  der 
Gleichung  der  Kegelschnitte  >  nämlich  mit-  dac  Gleichung 

all  —  e« 

1+BC0$,M 

so  wird 


woher 

und  durch  Umkehrung 

a 
Aus  der  obigen  Gleichung 

r 
folgt 

A=«' 

r 

und  mithin*  wird  fr«  negativ,   gleich  0,  oder  positi?  werden,  je   nachdem 

r  r  r 

Nun  ist  je  nach  der  Beschalfenheit  deä  h 

und  mithin   unsere  Trajektorie  eins  Ellipse,  Parabel  oder  Hypeitel,  j« 
nachdem  die  erste,  die  zweite  oder  die  dritte  der  eben  aufgestellten  Do- 
gleichungen  för  v^  befriedigt  wird. 
Gehen  wir  jetzt  auf  die  Gleichung 

di 
zurück  und  denken  uns  für  r  neintni  Wtvlb 


-    US    — 

a(l— e«) 
1  +  ecoiz 

Mit  iknl  €lite|^Meb«tid  Mr  k  geinen  Wertb  ^ti^ (!_«»)  nod  flir  dj^ 
sBiitert  WcirCb  4«  titifeHeM,    so  ergiebc  sieh  iladi  einer  leicblen  Um* 


/ 


Föhren  wir  hier  (ür  i  die  excentrische  Miomalie  «  eiil ,  ntmlich 

so  folgt  nach  renicliiedenen  Rechnungen 
und'  hieraus  durch  Integration 

Hieraus  kann  man  sich  leicht  die  Umlaulszeit  t  berechnen.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  Zeit ,  w^  wekbef  sieh  x  mar  360^  geändert  hat ,  mit  i', 
so  dass 

ist,  so  folgt 


1*  — J*= -i/ —  (2nr  +  M— etmii), 


und«  mithin  durch  S«btrd(tion : 

Beieiohnen  wir  die  Umlaufszeit  eines  zweiten  Planeten  mit  v^  so  folg 
und  mithin 


oder 

d(  b/wir  koolmeD  wieder  auf  das  dritte  Keplersche  Gesetz  zurück,  naoh> 

8» 


welchem  die  Quadrate  der  Umlaufszeilen  sich  wie  die  Guben  der  grossen 
Axen  verhalten. 

Hithin  ist  es  ganz  gleichgüllig,  ob  man  fon  den  Keplenohen  Gesetien 
ausgeht  und  au^  ihnen  die  Natur  der  treibenden  lüfaft,  sowie  der  Be- 
wegung überhaupt  sich  herleitet,  oder  ob  man  eine  Centralkraft  anaimBit, 
die  dem  Quadrate  des  Abstandes  umgekehrt  proportional  ist,  und  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Beweguogsgesetae  sudit;  in  beiden  Fällen  kommt 
man  schliesslich  auf  identis^e  Resultate. 

Man  könnte,  um  Rechnungsbeispiele  zu  erhalten,  noch  andere  Hypo- 
thesen über  die  Natur  der  Centralkraft  machen,  t.  B.  man  könnte  sie  dem 
Abstände  direkt  oder  umgekehrt  proportional,  oder  auch  man  könnte  sie 
als  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Cubus  des  Abstandes  stehend  an- 
nehmenl:  aber  wir  wollen  diese  Detaib,  rücksicbtiich  deren  man  in  Pois- 
sons  Mechanik  nachlesen  kann,  nicht  weiter  verfolgen  und  zu  dem  ^- 
gemeinen  Principe  fortsdireiten,  welches  die  gesammte  Dynamik  umfasst 


HTeoHte  Vorleflnuigr«  ' 

Von   der   Bewegung   der   KOrper. 

8.  26. 
D'Alemberts  Princip. 

Bisher  haben  wir  nur  von  der  ideellen  Bewegung  eines  massiven 
Punktes  gehandelt,  der  in  Wirklichkeit  nicht  eilstnl.  Wir  sdlireiten  AJier 
zur  Bewegung  eines  solchen  Systemes  von  schweren  Punkten  fort,  welche 
einen  ganzen  Körper  bilden.  Sei  deren  Menge  oder  die  Masse  des  Kör- 
pers m  und  nehmen  wir  an,  dass  die  einzelnen  Punkte  als  anter  eiiiinder 
fest  verbundene  parallele  Wege  beschreiben.  Wenn  nun  die  dem  Körper 
bezöglich  jedes  einzelnen  Punktes  mitgetheille  Geschwindigkeit  v  ist,  so 
nennt  man  das  Produkt  mv  diß  Quantität  der  Bewegung. 

För  die  gleichförmige  geradlinige  Bewegung  ist  nun  aus  der  Er- 
fohrung  her  die  Annahme  berechtigt,  dass  sich  die  bewegenden 
Kräfte  bei  gleichen  Massen  wie  die  Geschwindigkeiten  und 
m&gekehrt  bei  gleichen  Geschwindigkeiieo  wie  die  Massen 
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der  flollicilirten  Körper  verhalten.  Beides  zusammengenommen 
giebt  den  Satz,  dass  die  treibenden  Kräfte  sich  wie  die  Pro- 
dukte ans  Masse  in  Geschwindigkeit  verhalten.  Folglich 
ist  die  Quantitfit  der  Bewegung  das  Mass  der  treibenden 
KraTt,  die  einen  Körper  sollicitirt.  Diese  Bemerkung  gih  zunächst  nur 
fdr  die  gleichförmige  geradlinige  Bewegung.  Aber,  da  zufolge  der  vor- 
hergebenden  Erörterungen  jede  andere  Bewegung  schliesslich  durch  eine 
gleichförmige  geradlinige  Bewegung  gemessen  wird,  so  kann  man  ihm  voll- 
kommen allgemeine  Geltung  beilegen.  Nämlich  die  momentanen  Bew&- 
gmigen,  weldie  von  den  unendlich  kleinen  Geschwindigkeitsincrementen 
während  eines  unendlich  kleinen  Zeitelementes  herröhren,  können  als 
l^eiehförmig  nnd  geradlinig  betrachtet  werden,  und  stellen  zugleich  das 
Mass  der  treibenden  Kraft  dar. 

Gesetzt  nun ,  dass  mehrere  Körper  mit  einander  fest  verbunden  sind 
nnd  jeder  einzelne  von  gewissen  Kräften  sollicitirt  wird,  so  werden  die 
Körper  wegen  der  festen  zwischen  ihnen  eintretenden  Verbindung  eiaen 
gegenseitigen  Einfluss  auf  einander  ausüben  und  das  System  von  Körpern 
wird  demzufolge  eine  andere  Geschwindigkeit  annehmen,  als  wenn  es 
ganz  frei  vräre  oder  die  von  den  sollicitirenden  Kräften  herrührende  Ge- 
schwindigkeit würd  durch  den  Widerstand  der  festen  Verbindung  abgeändert 

Sei  also  die  Masse  eines  einzelnen  Körpers  wieder  m  nnd  die  Ge* 
schwindigkeit  jedes  Massentheilchens ,  welche  von  den  unmittelbar  an  den 
Körper  selbst  angebrachten  Kräften  herrührt  und  welche  besteht,  abge^ 
sehen  von  dem  Einflüsse  der  festen  Verbindung  mit  den  übrigen  Kör- 
pern, zu  irgend  einer  bestimmten  Zeit  i,  wie  gewöhnlich  durch  v  aus- 
gedrückt; dagegen  soll  die  zu  derselben  Zeit  erlangte  wirkliche  Geschwin- 
digkeit, wobei  die  gegenseitige  Einwirkung  der  Körper  auf  einander  mit 
in  Rechnung  kommt,  u  sein:  dann  werden  die  beiden  Geschwindigkeiten 
u  und  V  im  Allgemeinen  sowohl  nach  Grösse  wie  nach  Richtung  von  ein- 
ander verschieden  sein  und  man  wird  sich  die  Kraft,  welche  die  Ge- 
schwindigkeit 0; erzeugt,  in  2  Seitenkräfte  zerlegen  können,  von  denen 
die  eine  der  wirklich  erlangten  Geschwindigkeit  entspricht,  und  die  andere 
eine  gewisse,  durch' die  Regel  des  Parallelogramms  der  Kräfte  bestimm- 
bare Grösse  p  haben  wird.  Diese  Seitenkraft  p  muss  so  beschaffen  sein, 
dass  sie  durch  die  Wirkung  der  noch  übrigen  Kräfte  und  Körper  voll- 
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f^tiin^V  vernichtet  wird«  weil  sonst  u  picht  die  ^kwUicIi  eirilipgle  Ge- 
Achniindigkeit  seiiji  könnte.  Aus  dieseqa  Grunde  heisst  sie  .die  .veriorai 
gegangene  Kraft.  Nach  diesem  Baisonpeinefft  ^{laUeo  mir  üif  die  eia- 
zelpen  Punkte  der  übrigen  Körper  die  vel;lov^n  segßngß^m  Krifte  fi, 
1^,  j^v*.  und  alle  diese  verloren  gega^^teiiep  A,e^fegeag(ea 
müssen  in  ihrer  Gesaniiu,theit  glei»c)i  <0  «ein  pder  ßidjk  gegea- 
aeitig  das  Gleichgewicht  halten.  Das  ist  D^Aleinberts  ^cu^plea  Pnncip. 
jUm  d^sseUie  analytisch  a^szüdrOGken ,  denke  <iw  sich  4ie  «eimelneo 
Quantit^en  der  verloren  gegangenen  Bewegung  nach  den  3  ^Maii  zerlegt,  so 
werden  &ich  die  Seitenkrdfte  in  jeder  der  3  Aice^  xusammeoaddiren.  Be- 
zeicjmen  wir  die  Coordinaten  eine#  beliebigen  PMQktea  im  ersiee  Körper 
üut  ^,y»^,  so  ist  das  ^Mass  der  Kraft,  wekbe  i^  xur  Zei^  ^  iMHie  wirk- 


liehe  Geschwindigkeit   j-  in  der  Richtung  der  x  mittheilen    würde,  der 

?^ 

d'^x 
Pifferejptialqnatieni  ^^  dßgegen  dio  Resallirende  der  Jipf  Ül«  -fwifendeo 

Krflfte,  welche  ihm  die  Gesdiwindigkeh  v  mitzutheilen  streben,  gleichfaDs 

in  der  Riditung  der  x  genommen  nach  der  früheren  Bezeichnungsweise 

A^x 
die  Kraft  X.    Nun  ist  ^e  Kraft  ^  in  di^  ^ra^ft  i  und  ia  ^  Terlorea 

gegangene  Kraft  zerlegt  zu  denken.  Da  alle  8  in  der  Bichlmg  fibereia- 
etimmen,  ae  setzen  aie  sich  durch  Addition  und  Subtraktion  zusamroeo 
und  es  folgt  als  Ausdruck  für  die  Composante  der  verloren  gegangeoea 
Kraß  in  der  Aze  der  x  und  für  den  Punkt  x^  y,  % 

d*jp 

dl»      ^' 
Von  jedem  anderen  Punkte  des  Körpers  m  gilt  ganz  dasselbe  und 
die  Quantität  der  verloren  gegangenen  Bewegung  ist  dlJl^er  a}if  der  Aze 

der  X  in  ihrer  Gesammtheit 

d*a? 


(s?-*)- 


Ganz  in  gleicher  Weise  findet  man  als  die  Quantität  der  in  den  beiden 
anderen  Axenricfatungen  verloren  gegangenen  Bewegung  die  Ausdrücke 
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und  auch  die  übrigen  Körper  mk  den  Messen  m^,  m, ,  m, . . . .  geben 
analoge  Ausdrücke. 

Wir  'bekommen  dadurch  in  den  3  Axen  eine  Menge  Ten  iürdfteB, 
weldbe  sieh  das  'GJeichgewicbi  hatten  und  können  mitbin  das  Frincip  der 
▼irtnetlen  Cescfawindigkeii  anwenden.  Denken  "wir  uns  imächst  dem 
Körper  m  eine  gewisse  unendlich  kkine  Bewegung  mitgetheilt,  so  werden 
alle  Punkte  des  Körpers  einander  parallele  Wege  beschreiben  und  die 
Wegerichtungen  sich  nach  den  3  Coordinatenaxen  zerlegen  lassen.  Indem 
daher  die  zugehörigen  Coordinaten  dp,  y,  x  um  die  unendlich  kleinen  Grössen 
ddp,  dy,  dx  sich  ändern,  werden  diese  Variationen  die  Projektionen  der  un- 
endlich kleinen  Wege  auf  den  Richtungen  der  bewegenden  Kräfte,  d.h. 
auf  den  Axen  der  x,y,x  sein  und  mithin  nichts  anderes,  als  dasjenige, 
was  wir  früher  als  die  virtuellen  Gesdb'windigkeiten  bezeichneten.  Diese 
haben  wir  mit  den  bewegenden,  d.  h.  hier  den  verloren  gegangenen 
Kräften,  zwischen  denen  Gleichgewicht  beeteht,  vu  muhipliciren  vnd  er- 
halten dadurch  fftr  den  ersten  Körper  die  Produkte 

und  analoge  Produkte  auch  für  die  übrigen  Körper.  Alle  diese  Produkte 
müssen  nach  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeit  zusammenaddirt 
0  geben  und  es  folgt 

Diese  Gleidnmg  mnee  stattSnden,  von  welcher  Natur  die  unendKch  hkiine 
VerseMebung  des  K^örpersystemes  auch  sein  möge  und  mühin  unabhängig 
TOQ  <l«n  Tersdiiedenen  Variationen  dx,  dy,  dx.  Jedodi  muss  diese  Ver- 
schiebung verträglich  sein  mit  dem  inneren  Zusammenhange  des  Systems, 
nie«  das  l^ogeneeiiige  Verhlltniss  der  Körper  m,  m|,  114, ...  muss  nnver- 
Sndett  bleiben  —  und  dieses  heisst  nichts  anderes,  als  es  werden  gewisse 
Sedingirftgsgleiohungen  zwischen  den  m,m^,mi,....  oder  vielmehr  rwredteh 
^en  Com^naten  dpy  1 ,  dPi^^i^i,  d?,, y,, is,....  stattfinden,  weldhewh*,  wie 
ftflgt,  d««tett^  weben: 


m 


m 


m 
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WO    die  verschiedenen  L  bestimmte,  aber  sonst  willkfiriiche  Funküoaeo 

iwischen  den  Coordinaten  a,y,z^  ^i«yi»'i»  ^'«ys«'t9 beieichoeo. 

Diese  Bedingungsgleiehungen  sollen  bestindig  bestehen,  wie  sieb  ancb  das 
System  Tenrflcke:  sie  müssen  also  auch  noch  bestehen,  wenn  wir  sie 
besdglich  der  darin  vorkommenden  Coordinaten  variiren,  wodurch  wir 

d£  .     ,  d£  ,     .  dL  .    .  d£  .      . 

-7-0«  +  — dy+—04f+ T—0X|  + =  0 

dx  dy  dl  dsBf 

dx  dy  ds  dxi 

^ax+^dy  +  ^d.  +  ^(fa,+....  =  0 
dx  dy    "       dx  dxg      ^ 


erhalten*     Dies  gidit  uns   gewisse  BeziehongsgleichungeD   zwiecheii    den 

einzelnen  Variationen  ix^  dy,  di>  Sxf indem  wir  Aon  die  Gleichonf, 

in  welcher  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeit  sich  ausspricht,  hin- 
zunehmen ,  können  wir  eine  Anzahl  jener  Variationen  aus  letzterer  heraus- 
eliminiren.  Die  resultirende  Gleichung  wird  entweder  noch  einige  Varia- 
tionen enthalten  oder  sie  werden  alle  aus  ihr  herausgegangen  sein.  Da  nun 
die  Gleichung  stattfinden  muss,  unabbingig  von  den  Werthen  dieser  übrig 
bleibenden  Variationen,  die  mit  der  Natur  des  zwisclien  den  Körpern 
gesetzten  Zusammenhanges  nichts  zu  thun  haben,  so  folgt,  dass  die  Coef- 
ficienten  der  einzelnen  Variationen,  von  denen  sie  abhängt,  jeder  für  sieb 
verschwinden  muss.    Dadurch  werden  wir   eine  Anzahl  von  Gleichungen 

erhalten,  woraus  wir  die  Grössen  x,  y^  f ,  X| ,  y| ,  S| , zum  Tbeil  heraus- 

eliminiren  können  und  am  Ende  eine  Gleicbang  übrig  bebelteo  swiedien 
dea  t  Coordinaten  irgend  eines  unserer  Körper  111,1111,114  •••••  und  der 
Zeiti,  vermöge  deren  man  die  Zeit  bestimmen  kana,  in  welcher  der 
betreffende  Körper  eine  bestimmte  Stelle  einnimmt. 

Dass  man  immer  unter  allen  Umständen  eine  Gleichung  iwiseheo 
solchen  4  Grössen  erhält,  lässt  sich  leicht  Abersehen.  Offenbar  hingt  ei 
von  der  Anzahl  der  vorhandenen  Bedinguug^eicbungen  X.  abt  wie  vids 
der  Variationen  dx  u.  s.  w.  man  aus  der  obigen  Gleichung .  4ae  Gleich- 
gewichtes  zwischen   den  verloren    gegangenen  Geschwindigikeitan    eliiu- 


M  kdiiDe.    Diese  Aniahl  kann  zunüchst  gleich  seio  der  Hkcbek  Amahl 

•  K6rper  «tBiger  Eine,  in  welchem  Falle  die  resuUirende  EKmiliaüoiik- 
iebung  Hur  leine  der  Variatiooen  als  Faktor  enihalten  wird.  Indem  wir 
HU  heravsdividiren ,  bekomnien  wir  mit  den  ttbrigen  von  Tom  herein 
^enen  Gfeichongen  Ae  Stäche  Anzahl  von  deijenigen,  in  wdeber  die 
rper  Torkommen,  und  zwar  kommt  in  einer  derselbaB  die  Grtese  < 

•  Mithin  können  wir  die  Coordinaten  aller  Körper  bis  auf  einen 
'ausdifidiren  und  es  resultiren  3  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten 
;  letzten  äbrig  gebliebenen  Körpers  und  der  Zeit  l,  welche  die  Beipe- 
ig  follständig  bestimmen.  Mehr  Bedingupgsgleichungen  dürfen  aber 
ht  statlfinden,  oder  wenn  solche  bestehen,  so  ergeben  sich  noch 
risse  Bedingungsgleichungetf,  welche  erföllt  werden  mössen,  damit  die 
iregung  wirklich  existtren  könne.  Dagegen  können  aber  allerdings  we- 
er  Relationen,  als  die   oben  angegebene  Zahl  anzeigt,   existiren:  für 

•  fiedingongsgleicbong  weniger  wird  eine  Variation  mehr  in  der  GIcK- 
iiq;  zwischen  den  verloren  g<>gangenen  Bewegungen  bleiben,  und  indem 
"en  CoelBcient  sich  annullirt,  schliesslich  dennoch  die  zur  Bestimmubg 
'  Bewegung  erforderliche  Anzahl  ?on  Gleichungen  herauskommen. 

§.27. 
Beispiele  der  körperlichen  Bewegung. 

1)  Nehmen  irir  zunächst  ein  ganz  einfaches  Beispiel  und  denften  ms 
.  LI  aber  2  freie  Punkte  i4  und  H,  die' parallel  mit  der  Ate 'der 
legen,  einen  Faden  ganz  locker  darAber  rollend  und  abstrabiiM  in- 
Jist  von  der  Reibung,  dem  Widerstände  der  Rolle  u.e.w.  In  dem 
en  Endpunkte  hänge  ein  Gewicht  iii\  in  d^m  anderen  ein  Gewicht  m. 
nn  nun  die  Länge  des  Fadens  gleich  /  gegeben  ist,  soll  die  Zeit  ge- 
den  werden ,  zu  wifldtei^  ^as  Gewicht  m  sich  Sn  einM  b'estnlkimfMi 
te  befindet  ^      . 

Die  bewegende  Kraft  ist  hier  offenbar  die  Schwere  tki  wenn  Wh* 
Richtung  der  Vertikalen  zur  Richtung  der..j?- nahmen,  so  wird  die 
ichung  zwischen  den  verloren  gegangenen  Kräften: 


m 


{'^-!)^Mwr':"-''' 


iftotBÜ»  «AiMciste  des  Gewiohted»  UDd  «'  idie  Absciiee  ^es  iSewicblesiR' 
beMicboeC.  Denn  offeidliar  dQrfen  wir  die  auf  die  €oordiMiteii  y  und  2 
tMBzugUeben  Glieder  TeniacblteaigeR »  da  die  einsige  'mit  den  Bedii^ngCD 
fdee  ßyaieaas  verträgliebe  «BewegiiDg  diejenige  längs  der  Vertikalen  benaf 
Mnd  bertMiter  ist  nnd  aaitbn  ;die  Variationen  ^,d»  0.  s«  w.  sieb  anoul- 
liren.  Nun  ist  die  Länge  des  Fadens  gegeben  und  dnber  in  Folge  der 
iBeieiciMiung  in  tunserer  Figur 

•der 

also 

ix + db«t=e, 

dF+ dr-"'di^+  d?^"- 

filivliniren  wir  jetat  niit*HAlfe  4ieserGleiebiingen  aus  unseier  allgeaaeiMD 
'Gleiebwag  die  Grässe  «^  und  diividiren  die  resuUirende  GleidMing  dardi 
4»,  so  komni 

Das  erste  Integral  dieser  Gleichung  ist 

nie  Zeit  soll  angefangen  werden  zu  läbien,  wenn  m  aiok  in  J  befindet, 
lOnd  es  werde  nodi  die  Annahme  gemacht,  dass  der  Körper  okne  ak 
^fa^sgesobwindigkeit  bloss  dnreb  die  Kraft  dier  Sdmere  fUle,  eo  bit 
nMo  "die  entsprechenden  Wertbe 

jund  die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Gleichung 

—  (m  — m*)2^+Ctm«l=:0, 
«nd  unsere  Integralgleichung  wird  daher  1« 

abo  


und  wegen  der  iimniineDgehörigen  Werthe  (=  0  und  s^p  winl  sidi  dae 
CoDstante  «nnulliren,  so  daiis  das  x<iJl^iodige  Integral  unserer  Differen- 
Lialgleichung  2ter  Ordnung  jeUt 

#    MB.   "^^  Ml  r     <l*  ^— •»  4n 

ivird.    Die  Umkehrung  dieser  Gleichung  ergiebl  noch 

2)  Eine  Rolle  an  der  Walze« 

Um  die  Rolle  in  Fi^.  '|JI*  geht  ein  S^l )  der  Durchmesser  der- 
selben sei  AB  und  an  den  Endpunkten  des  darüber  geschlungenen  Fadens 
mögen  wieder  die  Gewichte  m  und  m*  wirken.  Wir  nehmen  AB  zur  Aze 
der  J  und  den  Mittelpunkt  ^C  ivm  AoCnigspunkle  ^rechtwinkliger  Coordi- 
naten.  Hierbei  kommt  nun  in  Rechnung:  das  Gewicht  des  Seiles,  der 
Reue,  der  Welle,  die  Reibung  des  Seiles  auf  der  Rolle  und  die  Reibung 
lea  Scifles  in  den  Zapfenlagen.  Das  Seil  wird  geradezu  die  Hälfte  der 
Rolle  umspannen,  so  dass  wir,  wenn  der  Radius  der  Rolle  gleich  r  ist, 
die  Bedingungsgleidiung 

erhalten.  Wir  denken  uns  nun  dem  Systeme  eine  gewisse  Bewegung  mit- 
leüiiflt:  es  werden  sich  alsdann  x  und  s^  um  die  Grössen  dx  und  di^ 
mfwärts  und  abwärts  ferschieben  und  wir  bekommen  zunSdist  wegen  der 
Körper  m  und  m*  die  Froduktensumine 

•{^-')"M$-'-')*"' 

Hier  können  wir  wegen  der  zwischen  x  und  x^  eintretenden  Bedingungs- 
{leic^^ng  -r  r^  vnd  ^fixw  |die  Stelle  von  -^    und  9jx^  setsfip  4uid 

iifcalten  ^dami  als  dasjenige,  was  wegen  der -Gtwiclita  •»  und  m*  in  lleeh- 
nang  kommt,  den  Term: 

Sei  ferner  ju  das  Gewicht  der  .£inh#i(l  des  Fadens,  so  ist  [il  das 
Gewicht  des  ganzen  Fadens.    Denke»  wir  uns  nun  irgend  einen  Punkt 
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in  den  Faden  x  und  bezeichnen  seine  Coordinate  mit  X| ,  so  wird  das- 
jenige, was  för  diesen  Punkt  wegeq  seiner  Schwere  fidl  in  Rechnoog 
JDomint,  sein:  '^^  ^ 

Dieses  kommt  aber  Tur  alle  Fadenelemeote  von  B  bis  m  in  Rechnung  und 
milhin  fQr  den  ganzen  Faden,  da  man    ^-=271  ^^^  ^^'  =ix  hat, 

Ganz  ebenso  kommt  für  den  Faden  x^  in  Rechnung 

oder  w^en  des  Werthes  von  x* 

II  (l—m—m)  (  5^-1  +  ^  )  *^- 

Ebenso  haben  wir  das  Gewicht  des  Fadens  ADB  auf  der  Rolle  selbst  za 
beröcksichtigen.  Seien  die  Coordinaten  des  Fadenelementes  B  xg^jf^  und 
der  Winkel  ACB  gleich  jp,  so  ist  das  Gewicht  des  bezeichneten  ElemeoUi 
firdq>  und  tritt  folgender  Term  zu  den  übrigen  hinzu; 

«denn  die  Composante  der  Schwerkraft   in  der  Axe  der  y  ist  0.    Nun  ist, 

,da  Xj^  an  und  für  sich  als  negativ  zu  betrachten  ist, 

«2= — rsing>,  yg=reo$f, 

und  es  folgt 

dxi  fiq>    dyi  .      äw 

dl  ^  a'    di  ^  4i 

Wenn  wir  uns  nun  aber  eine  bestimmte  Lage»  z.  B.  ACB  des  g>  denkei 
und  wir  ändern  das  9,  indem  wir  das  Gewicht  irgend  wie  bewegen,  » 
bleibe  die  Llnge  BDBm  immer  dieselbe,  nämliob  s  +  (r^r — rfi)s9Cmt^ 
und  es  folgt  daher: 

■ 

also 


j  ■ 


^?==5^'r*y=**-  .i 
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idiircb  wird 

id  durch  oochmalige  Differenüation 

d\m  dw  dx  d^x  eosw/ dx\^  d^x 

A'  ^  di  dl  ^  di^  r    \dl  /  ^  dl^ 

erner  folgt  ?ennöge  der  Ausdrücke  für  x^  und  y^: 

dxjs  —  reoiq>dg>,  dy^s  —  rsinq>dq>, 
ler 

da?j  =  —  eotq>dXf  dift« — ^tpdx. 

jrch  Einselzung  aller  dieser  Werthe  in  unseren  Term  erbalten  wir 

ler  nach  einer  lochten  Transformation: 

f^rdq>l^+gco$9  \dx. 

Uf  ist  der  Aosdmck,  der  fOr  das  Fadenelement  in  Rechnung  kommt; 
k  rnüasen  denselben  zwischen  den  Grenzen  0  und  n  integrireo  und 


hiiten  dadurch 


firn^Sx. 


unmiren  wir  die  einzehien  Tennen ,  welche  ¥on  den  verschiedenen 
teilen  des  Fadens  herrühren,  so  kommt 

ir  haben  noch  die  Rolle  8elb8^/su  berücksichtigen,  welche  wegen  iliresr 
rwidites  gleichfalls  einen  Einfluafc  auf  die  Bewegung  der  m  und  m*  haben 
rd.  Die  ganze  Rolle  kann  aber  als  aus  solchen  schwere/p  massiven 
Dgen  zusammengesetzt  gedacht  werden,  welche  dem  eben  betrachteten 
Üben  massiven  Ringe  AEDB  analog  sind.  Für  den  ganzen  zu  AEDB 
hörigen  Ring  würden  wir  die  Grösse 

2^rfr  ^  ix 
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in  Rechnung  bringen  and  milhin  eine  fthnliche  Grösse  für  dneil'  beüe^ 
bigen  Ring  im  Innern^  der  Rolle,  der  »il  dem  Radius  ^  beschrieben  sein 
möge.  Es  ist  aber  kisr,  dass  es,  um  diese  xu  erhalten,  nicht  genügt, 
blos  Q  Tör  r  zu  setzen,  sondern  es  muss  auch  fftr  st  eine  hindere  Grösse 
eingerührt  werden,  welche  wir  mit  x"  bezeichnen  woDen.  Die  Zuwächse 
der  x"  und  x  sind  weiter  nichts ,  als  die  Rogenstücke  des  Fadens,  welche 
allmälig  z.  B.  bei  der  hendisteigenden  Beweguiig^  ?o»  dar  RoHe  sich  los- 
wickeln und  es  ist  daher 

dx**^q>d(fi,  dx=^r4q>, 
und  mithin 

*'^•d«=  j;r,.  d«"=a -S-iUp, 
^  r 

und  hieraus  folgt 

r         m^       r  dl* 

Wir   müssen    also  ausser  p    für  r  auch  noch  ^  ix  für  dx  und  —  --, 

^  r  r  ir 

für  —7  setzen  und  erhalten  dann  fik  unser-  Riigateilwat ; « 


2lti7P^ 


5?  *"• 


Da«  ist  aber  nur  unter  der  Vop«m<MM»g  riehüg,  diiüs' stMehcai  soft  der 
PadenmaMP«  bestehe  und:  wir  weisen  daflier  ad  die  Sifäh  töo  p  etim 
anderes  treten  lassen  müssen.  Sei  J  die  Masse  der  EinIMt*  dei  SMfa; 
aus  welchem  die  Rolle  besteht,  und  d  die  Dicke  der  Rolle  und  iff  das 
Increment  des  Radius,  so  wird  ein  Rollenring  dem  Räume  nach  d.4f 
Padenringe  eilinebmen  und  seine  Hasse,  d.  fi:  dkijenige,  was' an  dieStdk 
Yon  /u  tritt,  ist  Jd.dg  und  wir  erhalten 

2^d.ft^dQ  r^  dsf. 
r*^  di^ 

Wir  sucheif'  den  Term ,  der  sidi  auf  die  Gesanftttitheit  d^r  RöUetuiiip 

beriehl.    Da  nuti  ihr  Wäcfasthtfm'  von  der'  Grösse  ^  abbUigt,  so  bAeo 

int,  wenti  wir  den  innersten  Ring  mit  dem'  Raditrs  r^  aünehmeili,  zwiscbei 

den  Gredzen 

Hr^r'  und  q^t^ 

zu  integriren  und  erhalten  dadurch  den  gesubhiew  Termi 

^  ,       r«— f*  d^x    . 


Wir  werden  dieselbe  Rolle  auch  bezQglich  der  Wdle  bettutieii  kAnöeii^ 
nur»  dass  wir  das  Integral  zwischen  0  und  r'  nehmen  und,  weil  die  Masse 
der  Welle  eine  andere  als  die  der  Rolle  sein  kann»  eine  andere  Conslante 
nehmen,  so  dass  wir  bekommen: 

r'*  d^x 
2r*  di^ 

Die  beiden  letzten  Termen  lassen  sich  noch  vereinfachen.  Nämlich  sei 
m"  das  Gewicht  der  Rolle  und  m"'  das  Gewicht  der  Welle,  so  ist 

m"=^.d.(r*— r'*)ft, 

m'"=^'d'r'«7r, 

und  die  genannten  Terme  geben* 

Die  Zapfen  lassen  sich  ab  kleinere  Wellen  betrachten  und  geben  nichts 
wesentlich  Neues ,  daher  wir  sie  nicht  weiter  in  unsere  Betrachtung 
ziehen  wollen. 

Jetzt  ist  es  nun  nochnöthig,  die  bei  diesen  Maschinen  vorkommende 
Reibung  in  unsere  Betrachtung  hineinzunehmen.  Wir  können  dieselbe 
uns,  wenn  m  heruntersteigt,  als  ein  auf  das  aufsteigende  mf  wirkendes 
Gewicht  denken»  dessen-ZaUenwertfa  durch  die  Beofiachtuiig  za  bestimmen 
ist«  Daher  können  wir  sie  ganz  einfach  dadurch  berücksichtigen  ^  dass, 
Wedii  Ol  das  bezeichnete  durch  Versuche  gefundene  Gewicht  ist,  wir  überall 
M^-f  |ai  und' m — |'ai  statt  m'  und  m  schreiben.  Wenn  wir  diese  Sub- 
stitution machen»  alle  die  einzelnen  Termen  zusammenfassen  und  endlich 
ÜB  dk  berausdividiren ,  so  kommt: 

—  (m  —  m*—(o)g — i^xg  +(4.(1  —  x  —  m)g^=:Ü 
oder  etwas  einfacher: 

—  (w— m'  — a>)|^=0, 
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also  eine  Gleichuiig  von  der  Form 


M^^gN-2gMxr=.9, 


deren  erstes  Integral  Folgendes  ist: 


^  (t)  —  2yiV«— 2yJfx»  +Consl  =  0. 


V  ^8 


Die  Constanle  können  wir  uns  etwa   dadurch   bestimmen,  dass  wir  an- 
nehmen,  dass  der  Punkt  m  im  Anfange  der  Bew^^ung  sich  in  B  befindet 

dx 
und  dass  also  zur  Zeit  i=:0  iv=0  und  t-  =  0  ist.    Alsdann  folg! 

ai 

M(^^  —  2gNx—2gMx^=0. 

dx 
2g^Nx  +  Mx^' 
und  hieraus,  wenn  man  nach  den  gewöhnlichen  Molhoden  integrirt. 

Da  sich  die  Werthe  f=0  und  ^^  =  0  entsprechen,  so  folgt 

-y  2^^2Vlf 

und  die  vorhergehende  Gleichung  geht  nun  über  in: 

.=±/T^(i+2f.+2^V«rF«?). 

3)  Die  Bewegung  zweier  schwerer  Körper,  die  durch 
einen  unausdehnbarenFaden  mit  einander  verbunden  sind, 
auf  2  schiefen  Ebenen. 

Wir  nehmen  an  ^  dass  die  Schnittlinie  beider  schiefen  Ebeoeo  hori- 
zontal liege  und  dass  der  Faden  auf  dieser  Schnittlinie  senkrecht  sleke, 
so  wird  die  Bewegung  nur  in  der  durch  den  Faden  gehenden  Vertikal- 
ebene  erfolgen,  die  wir  daher  zur  Ebene  der  xy  wählen.  Der  Anfangs- 
punkt möge  in  dem  Punkte  angenommen  werden,  in  welchem  der  Fad« 
die  Schnittlinie  der  beiden  schiefen  Ebenen  triilt  und  derTheil  des  Fadens, 
welcher  den  einen  schweren  Punkt  m  enthllt,  möge  die  Axe  der  x  vor- 
stellen und  die  Richtung  der  y  sei  darauf  senkrecht«  Hiemach  wird  der 
Punkt  m  immer  auf  der  Axe  derx  bleiben  und  istdemgemftss  nach  seiner 
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Lage  f^isUndtg  betiimmt,  wenn  seine  Absdftse,  die  wir  mitdP  beBeichnei!, 
bekannt  ist.  Die  Coordinaten  des  anderen  Punktes  m'  dagegen  mögen 
mit  y' ,  X*  bezeichhet  werden.  Nehmen  wir  ferner  an ,  dass  die  Richtung 
der  Schwere  mit  den  beiden  gegebenen  schiefen  Ebenen  die  Neigungs- 
winkel w  und  (o'  einscbliesst,  so  wird   die  Gleichung  der  Geraden,  auf 

welcher  der  Punkt  m'  bleibt: 

y' =:x*  lg  {u)+U)% 

und  endlich  haben  wir,  da  die  Länge  des  Fadens  unveränderlich  ist, 

x  +  yjy'^+x'*=l 
oder  we^en  der  Torhergehenden  Gleichung  einfacher 

cos  (W  +  Ol') 

Daf  sind  di^  Bedingungsgleichungen ,  welche  durch  die  Natur  der  Verr 
bindung  unseres  Körpersystemes  gegeben  sind.  Es  bleibt  noch  übrig  die 
Gleichung  der  Bewegung  zu  bilden  oder  vielmehr  die  Gleichung  des  Gleisb- 
gewichtes,  welches  zwischen  den  verloren  gegangenen  Geschwindigkeiten 
bestehen  muss.  Die  bewegende  Kraft  ist  die  Scliwere,  deren  Intensität 
auf  der  Ebene  des  Punktes  m  durch  gcosta^  auf  der  Ebene  des  Punktes 
m'  durch  geo$u)*  dargestellt  wird.  Die  Kraft  gcosto  ist  geradezu  nach 
der  Äie  der  x  gerichtet,  dagegen  di^  Kraft  gtoaa'  giebt  nach  den  Axen- 
ricbtungen  zerlegt  die  Componente  gcos(a'€o${(a'\-it}')  in  der  Axe  der 
X  lind  die  Componente  gcoiw' $m{ia  +  ük*)  in  der  Axe  der  y.  Bilden  wir 
uns  nt|n.  ^ie  einzelnen  Termen  der  allgemeinen  Bedingungsgleicbung 

2-(&'-^)'*+2"(0-'')*+2-(3?-')"=«. 

SO  ist  Uap  •  4^8s  die  auf  die  dritte  Coordinate  bezuglichen  Termen  ganz 
ausfallen  j  da  die  Bewegung  nur  auf  der  Ebene  der  x^  y  geschieht  und 
dab^r  die  Variation  dt  sich  annuUirt;  ferner  die  mittelste  Summe  wird 
sieb,  auf  ei^en  einzigen  Term  reduciren,  der  sich  aui  öy'  bezieht:  da,- 
gi^en  die  erste  Summe  besteht  aus  2  Gliedern,  von  denen  eines  sich  auf  den 
Punkt m,  das  andere  sicli  auf  den  Punkt  m'  bezieht.  Hiernach  erhalten  wir: 


A^  —  geo9m  m (w  +  w')  j  dy'  =  0. 


m.  9 
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Berficksichtigen  wir  die  aus  den  BedingungsgleicbangMi  Iiir  die  Natur  des 
Systemes  folgenden  ReUtionen: 

%o  folgt 

m  1  r-j- — gcos(o  J  dx+m'!  — --^ coj (w  +  w') — ^eoia»'cot(cu  +  cuO  ).— 

dxeot((o  +  w*)  +  m'l  ^Ig (iO +m') .~ eoi{(o  +  w*) — geotto' nn(to+ w')i 

—  dx  sin  (w  +  io')  =  0. 

Dividiren  wir  diese  Gleidiung  durch  die  wiHkürlieke  Grösse  dm  ond  reda- 

dreiii  so  entsteht 

i^w       I  \ 

(m  +  mO^Tj^ g\  meosto  —  m'eotia'  1=0. 

Die  Integration  dieser  Oleidmng  giebt 

äx  meösw  —  m'eoito' 

*-="= ÜT+w «*+'• 

meoici» — m'coMtf'  gfl  . 

"= — ;;^T^' — T+''+^' 

Wo  e  nnd  C  die  Constanten  der  «Integration  becetchnen.  Die  Constante  e 
dröckt  die  Geschwindigkeit  und  die  Constante  C  den  Ort  des  Punktet « 
zur  Zeit  1  =  0  aus. 

Man  hat  nun  noch  die  Bewegung  des  Punktes  m'  su  bestimmea. 
Dieselbe  ist  aber  offenbar  gleich  und  entgegengesetzt  der  Bewegong  des 
Punktes  üi.  Denn  Wenn  letzterer  auf  seiner  Ebene  um  ehie  gewisse  Strecke 
heraufirückt,  so  kann  dies  nur  so  geschehen,  dass  der  erslere  auf  seiner 
Ebene  um  dieselbe  Strecke  herabrfickt;  mithin  ist  1^== — v.  Vm  dasselbe 
Resultat  analytisch  herzuleiten,  bemerke  man,  dass 


oder  da 

x*^ — xeos{(o+(o'),  f/'=z  —  xsin(w+(o') 

ist,  durch  Einsetzung  dieser  Werthe 


iM 


^'—  J  l  ^^^r^  )  (  9in((a  -I-  a>0  +i>oi*<w  +  V)  ) 


=  — —      _ 


Der  Faden,  an  welchem  die  beiden  Körper  befestigt  siody  nird  eine 
gewisse  Spannuag  erleiden  und  dieselbe  ist  offenbar  der  Kraft  gleich, 
welche  jeder  der  beiden  Körper  m  und  m'  in  jedem  Momente  Yerlieri; 
miÜiiA  hat  man  als  ihr  Mass  den  Ausdruck 


/  4^\ 


oder^  Irwu  inaii  rar  ^  seinen  Werlb  einsetzt» 


mm' 


'(cosia  +  co«caO 


rt     «•«•^         to+'6i'      to  +  «' 

Der  Druck  endlkb ,  der  im  Zustande  der  Bewegung  auf  jede  der  gege«  ■% 

beneii  Ebenea  ausgeübt  wird,  röbrt  Mos  von  der  besflglieben  CompoMote 
der  SAwere  her  und  ist  daher  derselbe,  wie  im  Zustande  der  Ruhe. 

Zu  denselben  Resultaten  hätten  wir  auf  einem  etwas  kürzeren  Wege 
durch  die  unmittelbare  Anwendung  des  Principes  der  virtuellen  Gesch'^P^ilil- 
digkeiten  gelangen  können.*  Die  für  den  Punkt  m  verlorene  Bewegung 
ifti  .in  der  RichCung  d^  Fadens  offenbar 

und  die  für  den  Punkt  m'  verlorene  Bewegung  ist  dem  analog 


m'l  ^  — ^coiwM 


wenn  man  in  diesen  beiden  Ausdrüclien  unter  x  und  x*  geradezu  die 
Fadenlfingen  versteht,  die  auf  den  schiefen  Ebenen  aufliegen.  Zwischen 
diesen  beiden  verioren  gegang^nen^  ftriifteti  iMMi  Clleichgewicht  bestehen. 
Theilen  wir  Ann  dem  Systeme  eine  nnendlidi  kleine  Bewegung  mit  und 
projiciren  die  Wege  von  m  und  m'  iuf  den  Kraftrichtungen  der  verloren 
gegangeim  Irüfte ,  nämüidi  auf  den  FadenricMuigi»i  so  erhallei  wir 
als  4le  Auidrlck»  für  die  virtuellen  Cesehwiidigkeilen  die  Variationen  dx 
wsA  ifßf  wftd  es  Mgt  ak  Bedingung  des  Gieicbgewichiss : 
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welche  Gleichung  in  Folge  der  Relation 

in  die  /rubere 

(m  +**')'TT  —  ^(moeti»— m'cof«i^  =  * 

flbergehL 

Die  Constante  e,  welche  in  dem  ersten  Integrale  dieser  CHeidmg 
Torkoromt,  annullirt  sich,  soiNiId  die  Punkte  m  und  m'  xo  Anfange  der 
Bewegung  keine  Geschwindigkeit  mithringen.  Es  ist  die  Frage,  wie  sie 
sich  bestimmt,  wenn  ihnen  im  Anfange  nach  der  Verliagenu^  4m  FadcM» 
an  welchem  sie  befestigt  sind,  gewisse  Stösse  mitgetheilt  werden.  Mftgea 
dieselben  die  Geschwindigkeiten  a  und  a'  benroribringen ,  so  rnuas,  da  die 
Anfangsgeschwindigkeiten ,  die  in  Wahrheit  eintreten,  +e  und  — e  sind, 
ein  Tbeil  dieser  Geschwindigkeiten  verloren  geben  und  die  yerloren  ge- 
gangenen Geschwindigkeitea  werden  (Ar  die  beiden  Punkte  m  wd  % 
reapeetive  iii(a-^e)  und  mf(a'  +  €)  sein.  Dieaelbeii  afleee»,  damii  aii 
sich,  gegenseitig  Temichten ,  einander  gleich  sein  und  es  folgt  daher 

wober 


am  —  a^m* 


P^-- 


Die  anfänglidie  Spannung  des  Fadens  endlidi,  iieidie  dieter  Antagi- 
geschwindigkeit  c  entspricht,  ist 


und  hiermit  ist  die  Bestimmung  aller  Umstände,  welche  bei  der  Bewe- 
gung unseres  Systemes  stattfinden  könnea ,  vollstlndig  erledigt. 


Zehnte  ITerlediiiiff« 

Tan  den  aUfiiielMA  EigaiacliaftaA  der  körperlichea  BewtCUS» 

S.28. 
Der  Satz  i^m  der  Erhaltung  der  lebendig^eo  Krifte. 

Wie  schon  frtfier  gesagt  worden  ist,  se  giebt  ee  TertchiedeM  Susi» 
welche  als  Fundament  für  die  Dynamik  aofgesteft  «ad 
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sind.  Es  Ml  jetit  gesagt  werden,  wie  alle  diese  aus  dem  Prindpe  iH 
d'Alembert  abgeleitet  werden  können.  Der  erste,  wekheii,  wir  betrachten 
wollen,  ist  der  Sati  Ton  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kr&fte« 
Dieses  Princip  ist  von  Hufgliens  gefunden  und  lautet:  Die  Summe 
der  Prodakte  aus  den  Massen  in  die  Quadrate  der  6e* 
schwindigkeiten  fAr  jeden  Augenblick  ist  dieselbe,  mög^n 
die  Körper  auf  irgend  eine  Weise  vereint  sich  bewegen 
oder  mögen  sie  frei  dieselben  vertikalen  Höben  durch- 
laufen. In  dieser  Form  stand  es  als  ein  vereinzeltes,  sich  auf  den 
freien  Fall  beziehendes  Theorem  da,  bis  Johann  BemouUi  den  tod  Leibnitz 
aofgesteiiten  Unterschied  zwischen  todten  und  lebendigen 
Krtfteii  anuahm»  Nimlich  unter  lebendigen  Kräften  versteht  man  solche 
Krifte,  welche  geradezu  und  unmittelbar  eine  Bewegung  erzeugen,  da- 
gegen unter  todten  Kräften  solche,  welche  freilich  auch  eine  Wirkung 
habepf.  abec  doch  unmittelbar  niclit  eine  Bewegung  hervorbringen.  Eine 
solche  Kraft  ist  z.B.  ein  Gewicht  oder  irgend  eine  Verbindungskette 
zwischen  2  Körpern,  wo  der  eine  Körper  zwar  den  anderen  festhält»  aber 
doch  nicht  geradezu  die  Wirkung  einer  Stosskraft  auf  den  anderen  hat. 
Mathematisch  ausgedrückt  ist  eine  lebendige  Kraft  eine  solche  Krait, 
welche  gleich  ist  dem  Produkte  aus  Masse  in  das  Quadrat  der  Geschwin- 
digkeit. Dieses  Produkt  ist  uns  bereits  bei  Gelegenheit  der  Bewegung 
eines  einzelnen  materiellen  Punktes  entgegengetreten,  und  wir  haben 
schon  damals  in  Uebereinstimmung  mit  dem  eben  entwickelten  neuen 
Begriffe  gesehen,  dass  der' Differentialquotient 

dl 

unabhängig  von  den  Druck-  oder  Widerstandskräften  ist,  welche  auf  die 
Bewegung  des  materiellen  Punktes  einwirken.  BemouUi  sah  nun  obiges 
Gesetz  als  eine  Folge  der  Natur  der  lebendigen  Kräfte  an,  stellte  es  als 
ein  allgemeines  Gesetz  auf  und  gab  ihm  den  Namen. 

Auf  welche  Weise  auch  die  verschiedenen  Körper,  welche  ein  System' 
zusammensetzen,  unter  einander  disponirt  oder  vertenden  sein  mögen, 
vorausgesetit  nur,  dass  diese  Disposition  unabhängig  von  der  Zeit  ist, 
d.  h.  dass  die  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  fisordinaten  der  ver<^ 
scbiedenen  Köfper  nicht  die  Variable  i  enthalten,  s^ial  im  Allgenfinett 
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klar,  data  man  in  der  allgemeineB  Foraid  der  Dynainik  dit  Varialionea 
ds,  dy,  dl  glfifih  den  Differenüalen  (im,  iy,  4m  aeUen  kann«  Die  Mi* 
teren  drücken  die  von  dem  Körper  im  Augenblicke  de  wirklich  dorck- 
laufenen  Räume  aua,  wfihrend  die  genannten  Variationen  nmr  ingend  welche 
Räume  bedeuten  aollen,  welche  die  Körper  wihnand  deraeibeB  Zeit  durch- 
laufen können,  wenn  man  RAckaicht  auf  ihre  gegenaeitige  Lage  nimmt. 
Seiai  man  aber  nun  die  Differentiale  atatt  dar  Variationen,  ao  wird 
die  allgemeine  dynamische  Formel: 


Denken  wir  uns,  dasa   die  Kr&fle  J,  f,Z,   welche  «tf  die 

Punkte  mit  der  Masse  m  wirken,  ao  beachaffen  aind,  daaa  dbr  Anadnicfc 

Xd0  +  rä9  +  ZdM 

ein  Tolktdndigea  Differential  ist,  d.  h.  dass  die  Kräfte  aHe  nach  etnaai 
oder  mehreren  festen  Mittelpunkten  hinwirken,  wie  ea  z«  B«  bei  denHin- 
melskörpem  der  Fall  ist:  dann  werden  wir  die  yorfaergehende  Gleicbang 
integriren  können.-  Es  wird  nlmUdi,  wenn  wir 

Xdx+Tdy  +  ZdM^d0 
setzen,  ihr  erstes  Integral 

oder  audi ,  da  *  bekanntlich  die  Relation 

.      dB^     dx^^dy^.dx^ 

stattfindet, 

2  m  v'c=2  ^m  0  +  CoiM«. 

Diese  Grösse 

2me* 

iat  ja  aber  nichts  anderes ,  als  was  wir  die  auf  unser  $yatem  wirkende 
lebendige  Kraft  nennen  müssen,  und  man  siebt,  das«  dieae  gleich  iat  der 
Quantität 

2  ^  m  <Z>  +  Cb»<i, 

welche  nur  tou  den  beschleunigenden  Kriften,  die  auf  die  Köiper  wirhMi, 
abhängt  und  keineawtga  von  deren  gegenaeitiger  Verbindnnt.  Demgemäss 
at  die  Bewegiing  gang  dieselbe,  als  wenn  die  lebeiMligeii  KrifU  anf  die 
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einzelnen  Punkte  ganz  frei  wirkten,  so  das»  dieselben  nicht  zu  einem 
festen  Systeme  Terbnnden  wären. 

S.  29. 
Das  Princip  Ton  der  Erhaltung  der  Bewegung  des 

Schwerpunktes. 

Dieses  Prindp,  welqbes  viel  natürlicher  als  das  vorige  ist,  ist  von 
Newton  und  besagt,  dass  der  Schwerpunkt  mehrerer  irgend 
wie  mit  einander  Yerbundener  oder  aufeinander  wirken- 
der Körper  sich  immer  gleichförmig  fortbewegt,  gerade 
als  wenn  die  Körper  frei  wären,  ^d^r  dass  im  Allgemeinen 
die  Bewegung  des  Schwerpunktes  dieselbe  ist,  als  wenn  in 
ihm  alle  Kräfte  der  Körper  in  ihrer  eigenthflmlichen  Rich- 
tung angebracht  wären. 

Wenn  af  ,^ ,  nf  die  Coordinaten  irgend  eines  Körpers  im  Systeme 
sind ,  so  kann  man  (durch  eine  einbche  Verlegung  des  Anfangspunktes 
der  Coordinaten)  die  Lage  aller  übrigen  Körper  in  Bezug  auf  diesen  be- 
stimmen, also  setzen 

«  =  «'  +  f, 

*  =  «'+£. 

Setzt  man  aber  diese  Werthe  in  die  allgemeine  dynamische  Formel  ein, 
so  giebt  sie 

o=2|-(S'+si->^)W''+«>t' 

Diese  Gleichung  muss  bestehen  ganz  unabhängig  von  der  Lage  des  neuen 
Anfangspunktes,  d.  h.  unabhängig  von  den  speciellen  Werlhen  der  Coor- 
dinaten x\  \f^  l^  Dies  ist  nicht  anders  möglich ,  als  wenn  alle  Tennen 
der  vorhergehenden  Gleichung,  welche  ix\  iy',  dt'  enthalten,  für  sich 
verschwinden,  d.h.  es  muss 


•=2i-(S'+^-i'-. 


—    IM    — 

sein,  oder,  da  auch  dife  3  Coordinaten  x\  y',  jt^Tod  einander  unabhängig 
sind ,  so  hat  man 

«=2-(g^+$-'). 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Punkt,  auf  welchen  wir  die  anderen 
bezogen  haben,  der  Schwerpunkt  ist,  so  haben  wir,  weil  die  Coordinateo- 
ebenen  durch  ihn  hindurchgehen,  yermöge  seiner  Natur,  dass  die  sta- 
tischen Momente  der  einzelnen  Körper  0  sein  müssen: 

2mf«0,  ^rnffz^O,  2«f«(K 
also*  auch 

2-f-.S-^?=o.2-«=». 

Milbin  werden  die  obigen  Gleicbuogen 

Die  linken  Seiten  dieser  Gleicbungen  können  auch  noch  umgeschrieben 
werden,  weil  x/y/  z*  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Körper  nicht  mit  Tariiren. 
sondern  als  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  för  alle  Glieder  anter 
dem  Summenzeichen  constant  bleiben!  Hiernach  kann  *  man  nimlict 
auch  setzen: 

^^^  ^     r 


Dieae  Glflicbui^n  sind  aber  ganz  toü  dereelben  form,  wie  (Ue  GieicbuhgeB 

dl«  ~  ^* 

welche  wir  froher  als  cTie  Bewegungsgleichungen  eines  materiellen  Punktes 
erhalten  haben:  die  beschleunigenden  Kräfte,  die  den  Punkte  x^y^I'  die 
durch  die  Bewegung  des.  Systemes  vorgeschriebene  Bewegung  mittheilen 
wfirden,  sind  durch  die  Summenausdrilcke 

^mX     X^^     S**^ 


f    - 


^m        ;^m        ;^iii 

dargestellt,  und  fallen  also  mit  den  beschleunigenden  Kräften  zusammen, 
welche  an  unserem  körperlichen  Systeme  Ton  Punkten  in  Wirksamkeit 
siod.  Demgemto  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  vollkommen  wie  eilt 
freier  Punkte  aid  welchen  in  der  Richtung  der  Goordinatenaxen  die  be* 
Buglichen  ComposaiUen  der  beschleunigenden  Krifte  wirken,  und  wir 
haben  uns  dabei  nur  das  Gesammtgewicht  des  Systemes  in  ScbwerpotilM 
▼ereinigt  zu  denken. 

Da  hiermit  bei  jeder  Bewegung  eines  körperlichen  Systemes  ein  Punkt, 
nämlich  der  Schwerpunkt,  existirt,  dessen  Bewegang  nur  von  den  be- 
schleunigenden Kräften  und  keineswegs  von  der  Verbindung  der  -euizebieA 
Punkte  des  Systemes  unter  einander  abhängt,  so  ist  hiermit  eine  Zurfick-» 
föhrung  der  körperlichen  Bewegung  auf  die  Bewegung  eines  mterielltn 
Punktes  ausgesprochen,  vermöge  deren  es  auch  fftr  die  Praxis  vollkonunen 
gerechtfertigt  ist ,  dass  wir  mit  der  Betrachtung  der  letzteren  Bewegung 

begonnen  haben. 

S.30. 

Das  Princip  der  Winkelkräfte  oder  von  der  Erhaltung  der 

Drehungskrälte. 

Dies  Princip  wurde  beinahe  zu  gleicher  Zeit  von  Euler,  Daniel,  Bernoulli 
und  d^Arci  gefunden.   Der  letztere  hat  es  in  folgender  Weise  ausgesprochen : 
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Die  Summe  der  Produkte  aus  der  Masse  jedes  Körpers 
in  die  Fläche,  welche  sein  Radius  fector  um  einen  fejsleo 
Mittelpunkt  beschreibt,  Ist  in  einer  beliebigen  Projektions- 
ebene der  Zeit  proportionaL 

Da  man  jede  Drehung,  wie  früher  gezeigt  worden  ist,  ersetzen  kaoo 
durch  Drehungen  um  die  3  Axen ,  so  flille  man  zunächst  hei  der  Drehung 
um  die  Axe  der  x  ein  Perpendikel  auf  die  Ebene  der  xy,  von  dem  Fass- 
punkte ziehe  man  eine  gerade  Linie  nach  dem  Anfangspunkte  der  Coor- 
dioatea  und  nenne  diese  ^,  sowiB  den  Winkel  di^er  Linie  mit  der  «Axe  91: 

so  ist 

xrsQcotgf^  ,y^QHnq>. 

d9^=^  ^ QsiHq>dq>+eotq>dQrsi — ydq>  +  eosg>d(ft 
dy=      ^coiq>dg>  +'iinq>dQ=^xäq>     -^-iin^dQ. 

Nun  beschreibt  bei  der  Dreh|ing  jeder  Punkt  qm  die  Axe  der  x  eines 

Kreis,  mithin  kann  sich  q  nicht  änd^sm,  oder  es  wird 

df=0, 
und  dem  zu  Folge 

lugleich  wird  lu  Folge  der  Natur  der  drehenden  Bewegung  das  4g>  oder 
das  Differential  dea  Drehangswinkels  fftr  alle  Punkte  des  Kdrpers  dasselke 
sein.  Dieses  vorausgesetzt  bilden  wir  ons  fQr  unsere«  speciellen  Fall  der 
Brehuiq;  um  die  Axe  der  1»  vermöge  deren  4x  gleich  0  wird,  die  dyna- 
mische Gleichung,  nämlich 

6der,  indem  wir  flir  Av  und  dy  ihre  Werthe  setsen  und  zu  gleiclier  Zeit 
das  bierdureh  hineinkommende  dy  als  einen  constanten  Faktor,  der  in 
sllen  Gliedem  enthalten  ist,  herausdividiren : 


2-«($-j)v  +  S«(--^-f).=o. 


woher  endlich 


Für  die  Drehung  um  die  Axe  der  »  und  x  bekommen  wir  analog 


im  hibea  wir  in  den  «pacielleo  Falle,  dass  alle  Krifte  nach  eiaen 
«Ifio  MiUelpunkC  hinwirken,  bekanntlich  die  2ten  Glieder  unaerer.  Glei^ 
lUBg«  jedea  för  aicb»  gleich  0  und  wir  hekommen  daher 


2«( 


urch  Integration  folgt  hieraus 

ttd  man  ersieht  pun,  wenn  man  noch  heide  Seiten  dieser  Gleichungen 
lil  ii  multiplicirl,  dass  die  Ausdrücke 

BT  Zeil  prqionional  sind.  Nun  bedeuten  die  Grössen  Knks,  wie  wir 
I  einem  froheren  Abschnitte  gesehen  haben,  die  Elemente  der  wihrawi 
er  Bewegung  durch  die  Frcgektion  des  Radius  vector  in  der  betreffenden 
bene  beschriebenen  Winkelflächen,  und  man  hat  also  den  Satz,  das^ 
ie  Winkelflächen  der  Zeit  proportional  sind,  allerdings  zu- 
äcbst  nur  für  den  besonderen  Fall,  in  welchem  Centripetalkräfte 
I  Wirksamkeit  treten.  Es  bleibt  aber  derselbe  Satz  auch  dann  noch 
cblig,  wenn  die  K'ürper  sich  alle  vnter  einander  anziehen. 
Sei  BlmKch  die  Enifennuig  zweier  Körper  m  und  m'  von  einander  r, 
>  ist  die  gegenseitige  Ansehung  dieser  Körper  eine  Funkrimi  dieser 
iilani  r,  etw»  ^(r)«    Zerlegen   wir  diese  Anzielraniahrafl   iacb  den 
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beiden  Axen  der  s  und  y,  so  werden  wir  die  Comp^oaiten  erhalteo. 
wenn  wir  q>{T)  in  den  Cosinus  und  Sinns  des  Winkels  multipUcirai, 
IHrelcben  jene  Disiftnz  mit  der  Axe  der  »  eimclifiessc:  Setien  wir.tbo 
die  Coordinalen  beider  Körper  gleich  »ft  und  sf^t'  und  berftcksich- 
tigen ,  dass  t.  B.  die  Attraktionskraft  des  2ten  Körpers  auf  dcü  erstta 
Körper  von  m'  abhingt,  so  erhalten  wif  als  die  auf  den  ersten  Körper 
bezöglicben  Attraktionscomponenten  in  den  Axen  der  m  und  y: 

Analog  bekommt  man  wegen  der  Attraktion,  die  der  zweite  Körper  in 
Folge  der  Wirkung  des  ersten  erfährt  $  noch  die  Componenten 

m q>{r)  und  m- ^^{t)^ 

T  T 

Hiernach  wird  der  Ausdruck 

m(Xy— r^O 

unter  dem  Summenzeichen  in  der  ersten  der  obigen  Gleichnngen,  welcher 

der  Drehung  um  die  Axe  der  i  entsprach«  in  Betreff  der  gegenseitigen 

Anziehung  zwischen  den  Punkten  m  undm'  folgende  beide  Termen  geben: 


m 
und 


welche  zusammen  sich  gegenseitig  annulliren.  Ganz  in  derselben  Weise 
werden  sich  alle  äbrigen  Termen,  die  von  der  wechselseitigen  Anziehnng 
der  übrigen  Punkte  herrühren ,  paarweise  ? ernicbt^ »  nnd  m  lolgl  daher 
jwMr  ooeh 

d.  h.  unser  Satz  von  den  Winkelkrfiften  bleibt  immer  noch  richtig. 


§.3L 
Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung. 

Dieses  Prindp  ist  von  Euler  znerst,  obw«U  in  besckrinklar  Weise, 
anageaprochen  und  Lagrange  hat  ihm  folgende  allgeneiiiera  Fasenng  ge- 
fabent'  Die  8«»«ie  der  Prodokt«  ans  den  |li^«no   in  dit 
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Integrale  der  Geschwindigkeiten  nuitiplizirt  mit  den  Ele- 
menten der  durchlaufenen  Räume  ist  stets  ein  Maximum 
odeV  Minimum. 

Geben  wir  su  dem  Principe  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Krifte 
zurück,  so  sprac^  sieb  dasselbe  in  der  freilich  nur  für  den  Fall  von 
Centripetalkräften  dllgemein  gültigen  Glejcbung  aus: 

2  »  *  —  2**  A*^^  +  ^^  +  ^^)=^^'^^- 
Wenn  wir  jm  dieser  Gleichung  die  Variation  nehmen,  nämlich 

und  diese  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung,  die  wir  schreiben, 
wie  folgt: 

einsetzen,  so  erhallen  wir 

In  Betraf  der  S  ersten  Glieder  hat  man 

^d(dxdx  +  dydy  +  dxdt)  —  dxidx-  dyddy  —  dtdÖ*, 
=  d(dxdx  +  dydy  +  dxig)  —  dxddx  -  dyddy  —  diSds, 

=  d(dx&x  +  dy  dy  +  did%\  —  {d(dx^  +  V  +  4f«) 

oder,  da  man  .V.i.,-  •         >       '*;.-.i 

.         ..,  *P*+V+dsV«il*» 

hat| 

•^      •  ^didxd(f''^dydy  +  izdi)  —  dsddi, 

•  ■ 
und  wenn  man  dies  durch  dt^  dividirt  und  dann  in  die  forige  Gleichung 

einsetzt,  so  folgt 

^»    id(dxdx +  dydy  +  dxds)      dtSdi        ^|    " 

Si dfl --dT^ ^^\^h. 

MuUiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  di,  bemerkt,  dass 

»  ==  -r   und  dl  =  — 

di  ■  •  V 


ist,  und  integffrt  alsdann,  so  folgt 


..*  i 
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Offenbar  ist  nun 

und  mithin,  wenn  wir  bedenken,  dass  man  eben  so  giil  Tor,  wie  unter 
dem  Integrationszeichen  Tariiren  kann,  sowie,  dass  die  Tariationeo  sIrmdI- 
lieber  Summanden  die  Variation  der  Summe  geben 

Wenn  man  nun  annimmt,  dass  die  Variatioaen  is,  ^y,  tfs  -Null  sind  Nr 
diejenigen  Punkte,  für  welche  das  Integral  endigt,  so  Tersch windet  die 
linke  Seite  und  man  h^t 


2»»/«di  =  0. 


Mithin,  da  die  Variation  sich  annullirt,  so  ist  die  Summe 


S"*/«' 


entweder  ein  Maximum  oder  ein  Minimum. 

Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  ist  hiemaoh  ein  sehr  specielles: 
aber  es  ist  auch  eben  nur  fCür  die  specielle  Anwendung  erAmdeo  wordea, 
und  enthält  eigentlich  nur  die  Regel,  vermöge  der  Methode  der  Varia- 
tionsrechnung sich  3  erste  Integrale  der  allgemeinen  Bewegungsgksichunges 
zu  bilden« 


-Mi*i*i«*a*arihi 


Elfte  Torlesnnf  • 

Ssrlegiig  dar  Urpariichsi  Bewe|iAg  fi  efia  Urtsdurelttade  Bnrefsig  te 
tchwarpuktas  iid  ii  eiis  retiraida  Bswagug  ui  iei  Ichwerf inkt  harta 

Thssris  dar  drehaidai  Bawagiag. 

$.  32. 

Die  Quantitäten  der  verloren  gegangenen  Kräfte  sind»  wie  wir  wisMS, 
fOr  einen  Ktrpet  m  in  der  Richtung  der  3  Aien 


»1.*- 


m 
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and  ihiüidie  ▲usdrodie  ergeben    sich    in   Bezug   auf  «i,.  «4,  tiig 

Zwischen  allen  diesen  Kräften  muss  Gleichgewicht  bestehen :  mitbin  mflssen 
die  6  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichtes  eines  Töllig  Treten  hdrper*r 
lieben  Systenes  befriedigt  werden.  Setzen  wir  daher  in  die  allgenftinen 
3  Bedingungsgletchungen ,  die  wir  in  der  Statik  p.  162  dafür  aufgestellt 
haben,  dass  die  an  dem  Systeme  angreifenden  Kräfte  keine  fortschreitende 
Bewegung  benrorbringen ,  an  Stelle  der  Kräfte 

Pcosa»  Peosßy  Pcosy 
die  respectiven   yerloren   gegangenen  Bewegungsquantitäten»   so  erbalten 
wir  für  die  fortschreitende  Bewegung  folgende  3  Bedingungsgleichungen: 

Indem  man  dieselben  Substitutionen  in  den  3  Gleichungen  pag.  163  macht, 
deren  Existenz  anzeigt,  dass  die  Kräfte,  die  an  dem  Systeme  angebracht 
sind,  keine  Drehung  hervorbringen,  so  erhalten  wir  die  3  Gleichungen 
der  Rotationsbewegung 

di6  wir  auf  anderem  Wege  bereits  in  §.  90.  hergeleitet  haben.  Gleichwdri 
erscbeini  es  zweckmässig,  sowohl  die  Gleichungen  der  IsrtschreiteDdeii« 
wie  der  drehenden  Bewegung  noch  selbsfstfindig  am  der  allgmehneB  Be^ 
wegongsgleichmg  ftu  entwickeln,  weil  wir  in  dem  Frihnren  dbtralt  die 
Magjttcbkeit  ^er  Zerlegung  jeder  dieser  8  fteiv^ungen  naoh  den  3  Azen-^  ^ 
richtttngen  foramgesetit  haben  mid  mithin  der  Zweifel  entnteben  kMnte^ 
eb  demi  wirklioh  ans  diesen  JEeriegumg^n  nnVsr  allen  Umetlnden  die  be*« 
treebtele  Betleliuig  resttttire^ 
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Was  nun  zunächst  die  forUcbreitende  Bewegung  anbetrifft,  bei  welcher 
sämmlliche  Punkte  unter  einander  parallele  Wege  beschreiben,  so  ist  klar, 
dass  in  Folge  dieses  Parallelismus  sämmtliche  Punkte  des  Systemes  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Verrückongen  erfahren  uud  dass  mithin  aocb  die 
Projektionen  der  einzelnen  Verröckungen  auf  einer  Festen  Axe  ebenfoHs  ehi- 
ande?  gleich  sind.  Betrachten  wir  diese  Verrückungen ,  wie  es  die  allgemeioe 
Bewegungsgleichung   fordert,   för  eine  unendlich  kleine  Zeit,  so  hat  raaa 

OX  ^  0^1  ^  OX^  ^=  O Jj  =  •  •  •  • 

dy  =  djf,  «*ya  =  Jy,  = .... 
und  mithin  geht  sie  über  in 

o=[a,:s-.(&--). 

Nun  ist  aber  die  Grösse  der  Verrflckung,  nfimlich 

und  mithin  auch  jede  der  einzelnen  Variationen 

dxi  djf,  dz 
vollständig  willkflrlich,  mithin  kann  die  obige  Gleichung  für  alle  mög- 
lichen Werthe  von  ix,  Sy,  df  nur  dann  befriedigt  werden,  wenn  jeder 
der  3  darin  vorkommenden  Summenausdrücke  einzeln  für  sich  verschwin- 
det, und  dieses  giebt  uns  3  Gleichungen,  die  mit  den  früher  für  die 
fortscbiebende  Bewegung  aufgestellten  identisch  sind. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  das  körperliche  System  (sei  es  nun  für  eise 
endliche  oder  eine  unendlich  kleine  Zeit)  um  eine  bestimiste  aber  beUebige 
Gerade  rotire,  über  deren  Lage  nur  die  einzige  bescbrlnkende  VeriüfttBg  ge- 
trofTen  werden  soll ,  dass  sie  den  Anfangspunkt  der  CoordioaCeo  enthahe. 
Dann  wird  derea  Lage  durch  die  3  Winkel  X,  /i,  p  festgelegt»  weiche  sie 
mit  den  S  Coordinalenaxen  einscbliesst.  Die  Natur  der  rotireaden  Beweguag 
im  diese  Gerade  ist  vollständig  durch  folgende  Bedingungen  bestimmt :  wam^ 
aavss  die  Distans  jedes  Punktes  von  bestimmter  Lage  im  Körper  ves 
dem  Anfangspunkte   der  Coordinaten,    welcher  zugfeich  ijjm  Mittdptmkl 
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der  Drehung  ist^^  immer  dieselbe  biiibMi  oder  andytiedi  teagedradU,  die; 
Variation  dieses  ilbstandes,  iwdlcher,  wemi  die  Coordinaten  des  betradi- 
tat^v  Punktes  s,  y,  *  sind ,  durch 

dargestellt  wird,  ist  der  Null  gleich,  mithin 

jxdx  +  ydy  +  jidi=0; 

nreitens,  da  das  System  um  eine  besUmmte  Rotationsaxe  sich  bewegt, 

so  musa  die  VerrOckung  des  Punktes  0,  y,  s  in  die  Lage  x  +  dx^  y+iyt 

M  +  ds  auf  einer  Ebene  geschehen,  welche  mit  der  Rotationsaxe  einen 

rechten  Winkel  einscfaliessl.   Da  die  Ausdrücke  für  die  Cosinus  der  3  Winkel, 

welche  die  Verrückung  mit  den  Axen  der  x,  g,  z  einschliesst ,  respective 

dx  dy i* 

yldx^  +  dy»  +  d**'    V*x«  +  dy*+d*«*    ^dx^+dy^  +d** 

sind,  so  folgt  als  der  analytische  Ausdruck  für  die  genannte  Bedingung 

dxeoiX  +  iyeosfi  +  dseoiv^Q. 

Aus  dem  Zusammenbestehen  dieser  3  Bedingungsgleichungen  folgt 

dx dy  _  dt 

xeoifÄ  —  yco<y      xeoiv  —  scosX       yeoik — xeotfi* 

und  mithin ,  wenn  wir  den  Exponenten  dieser  3  gleichen  Verhältnisse  mit 

•  • 

e  besei^nen 

dx=^e(xeosfi  —  yroiv)^ 

3y=ie(xeo8V'-^x  cos  X), 

d*:=€(yco$X — xeoifi). 

Die  Grösse  e  bezieht  sich  hierbei  nicht  etwa  blos  auf  den  Punkt  x,  y,  i 
des  Systemes,  sondern  sie  gehört  allen  Punkten  des  Systemes  zugleich 
an.  Um  dieses  zu  zeigen,  nehmen  wir  einen  zweiten  beliebigen  Punkt 
x'y**'  im  Systeme  an  und  bezeichnen  den  darauf  bezüglichen  VerhUt- 
niaeeqMiiieiit  torUufig  mit  a^  Da  nun  die  einzelnen  Punkte  des  Systemes 
einen  festen  Zusammenhang  mit  einander  haben,  so  muss  w&hrend  der 
Drehung  die  Distanz 

V(«-«')»+(y— yO*  +  (i  — xO* 
immer  dieselbe  bleiben«    Dieses  kommt  aber,  da  die  Ausdrücke 

«' +  y' +  z*  und  op'*  +  y'!  +  x'* 
eonaiant  lleibea,  darauf  hinaus,  dass 


in 


—    146    — 

ghicUUIf  uQftriQderlidi  bleibt ,  mitbiA,  dass  deBsan  VarintÄoii 

lei.  Setzt  man  nun  für  die  verschiedeneil  ¥ariatioiien  dieses  AasdriKkes 
ibre  so  eben  bestimmten  Werlhe  ein,  so  evbalten  wir 

eia'xcoifi-^x'yeoiv  +  y'meoip'^ff'gcpsX+^feoil — s'xrca«^) 
+  «'  (xx'  cosfÄ  —  xyfeosv-^yaf  eoav  -yffifeail  +  xy'  eosl —  xx'  cox  fA)=0, 
und  da  bier  die  Ausdrücke  in  den  beiden '  Kkmmem  einander  gltiok  und 
entgegengesetit  sind,  so  folgt,  dass,  wenn  die  GMofavnf  .für  alle  aög- 
Itchen  Coordinatenwertfae  Gültigkeit  beben  soll,  notbweDdig 

sein  mnss.  Dieses  ? orausgesetzt  setze  man  in  die  allgemeine  dysamiaebe 
Gleicbnng  für  Ar,  dy,  dz  di§  oben  aul^stellten  Wertb^ ,  so  gebt  dieselbe 
über  in: 


I  ^  — ZJ«(ycofi  — «co*^)|  =  Ö, 


oder,  wenn  man  berügitsicbtigt,  dass  die  Grössen-  e,  X,  /u,  y  für  alle  PonkU 
dieselben  bleiben,  und  daher  alle  daton  abbfingigen  Paktoren  Tor  in 
Summenzeicben  treten  kennen,  nach  einer  leicbten  Zerßllung  in  STheil« 
summen : 


2-l(-0-'§)'-<"'-H 


eco$v 

Da  nun  die  CoefBcienten  dieser  8  SnaMnenausdnloke  glnaKcfa  wibaalimal 
und  willkürlich  sind,  so  kann  sich  die  Gleiehung  unter'  «HeD  UoMllndei 
nur  dann  annulliren,  wenn  die  einzelnen  Summen  für  sich  gleiob  0  wvdei 
und  wir  sind  somit  auf  die  3  Bedif|gungsg(eicbungeo ,  um  welche  es'  um 
zu  tbun  ist,  zurückgekommen. 

Es  mag  noch  beiläufig  bemerkt  werden,  ^asSf  wenn  die  Lage  der 
Drehungsaie  nur  lür  jeden  unendlich  kleintn  ZeionMKsnt  mm  htttimmüB 
mid  unTerAnderlicbe  ist,  wir,  sfforn  nur  alle  neuen  Drehnngsaicn  fort- 
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würend  durch  den  AnfaDCspijpkt  geht^ii,  die  aUgemeine  Rotation  um 
einen  festen  Mittelpunkt  erhaitep. 

Jetzt  handelt  es  sich  daruin,  wie  die  wirkliche  Be|<reffpng  nach  ihpe^ 
doppelten  Natur  in  der  Analysis  zur  Darstellung  gebracht  werden  solle. 
Dazu  bietet  uns  das  kurz  vorher  entwickelte  Princip  von  der  ErhaltMnff 
der  Bewegung  des  Schwerpunktes  ein  einfaches  Mi^el.  Zu  Folge  des- 
selben ist  die  Bewegung  df^s  Schwerpunktes  eine  fortschiebende,  welche 
gerade  so  während  der  Bewegui^g  des  körperlichen  SysteiQfiß,  wie  während 
der  irejep  punl^tuellen  Bewegung  unter  der  Vorau^^jetyiiiig»  dass  ^ij^p^lb^ 
Impulse  und  Gewichtsmassen  ^ich  in  flipsem  Punkte  vereinigten,  zu  Stande 
kommen  wurde.  Sd^on  hieraus  ist  man  zu  sqhH essen  berechtigt,  dass 
er,  f}a  fjr  e^ber  nicl|(  initflreht,  nothwendig  ein  Mittelpunkt  fQr  4i«  dre^ 
hende  Bewegung  sein  müsse.  Wir  wollen  jedqch,  um  keinen  i^ff^tfl 
übrig  zu  lassen,  diese  Schlussfolge  auc))  noch  durch  analytische  Rech- 
nungen verificiren. 

Verlegt  man  dei|  Anfapgspunkt  der  Coordinaten  nach  dem  Schwer- 
punkt, dessen  Coordinaten  mit  x',y*,z'  bezeichnet  werden  mögen,  und 
n^ua^n   ^  j(r/|nstprmirten  den  früheren  parallelen  Coordinaien  $,  17,  i, 

and  vermöge  dieser  Substitutionen  geht  die  erste  upse^^  ßotatiopspl^i- 
cbungen*  ifber  in 

oder,  da  s'  und  y'  fär  alle  Glieder  der  Summe  denselben  Werth  behalten : 

D^p  beijfiep  ,<»r8il^n  in  den  DoppeUiaioinern  enUu^tfaDt^  Au9drMip  t^m^r 
%jtp  ^icb  \f^^  Pipeln  für  ^ich  zuFol^e  des  ^ri^cipes  tqi^  derErJb^MWS 
dtf  l^w<^u]{^  d^  /^chwerpunklppi  die  beiden  d^ra^f  tfi^i^ta  ^vam» 

10» 
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sind  gleichfalls  jede  für  sich  der  Null  gleich,  iweil  der  Schwerpunkt  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist;  ferner  ist  die  fortschiebende  Bewegung 
des  Systems  noch  immer  auf  die  froheren  Axenrichtungen  bezogen, 
und  darum  die  Aenderungen  der  S,  rj,  ^,  soweit  sie  durch  letztere  erfolgeo, 
ganz  dieselben  wie  die  Aenderungen  der  Xyg,  z:  mithin  folgt 

2.(^-r)-..2.(f-x)=. 

und  die  betrachtete  Gleichung  reducirt  sich  daher  schUesslich  auf  folgende: 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  leitet  man  aus  den  beiden  anderen  Rotations- 
gleichungen die  folgenden  her: 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  froheren,  so  sieht  man  jetet, 
dass  die  Rotation  gerade  so  um  den  Schwerpunkt  erfolgt,  als  wenn  UU- 
terer  ein  fester  Hittelpunkt  wäre  von  der  Art,  wie  wir  ihn  bei  des  mf 
X,  y,  f  bezogenen  Gleichungen  der  Rotation  als  Anfangspunkt  angenommen 
hatten.  Zu  gleicher  Zeit  hat  man  sich  in  dem  Schwerpunkte  das  ganze 
Gewicht  des  Körpers  und  sämmtliche  beschleunigende  Kräfte  vereinigt  zu 
denken  und  dann  bestimmt  er  durch  die  hierdurch  hervorgerufene  fort- 
schiebende Bewegung  zugleich  die  Verrückung  des  ganzen  Körpers.  Dem- 
gemäss  ist  es  jetzt  ganz  leicht«  die  Lage  eines  bestimmten  Punktes  za 
einer  bestimmten  Zeit  zu  fixiren.  Man  bat  nur  nöthig,  innerhalb  des 
Körpers  3  feste  durch  den  Schwerpunkt  hindurchgehende  Axen  anzunehmen, 
zu  denen  jeder  Punkt  des  körperlichen  Systemes  eine  unveränderliche 
Lage  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  behält.  Mithin  wird  die 
Bewegung  des  Körpers  eine  Bewegung  dieser  3  in  seinem  Inneren  unver- 
änderlichen Axen  sein,  und  diese  Bewegung  zerßllt  in  eine  doppelte,  in 
die  fortschreitende  Bewegung  des  Anfangspunktes,  welcher  zugleich  der 
Schwerpunkt  des  Körpers  ist  und  in  eine  drehende  Bewegung,  durch 
welche  die  Richtungen  dieser  3  Axen  verändert  werden.    Beide  Bewe- 
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gUDgen  werden  analytisch  sich  durch  Funktionen  der  Zeit  und  der  übrigen 
auf  die  Bewegung  bezuglichen  Umstände  ausdrücken  lassen.  Zu  dem 
Zwecke  nimmt  man  ein  festes  im  Räume  irgendwo  befindliches  System 
dreier  rechtwinkligen  Axen  an  und  bestimmt  einmal  die  veränderlichen 
Coordinaten  des  Anfangspunktes  und  dann  die  gleichfalls  yeränderlichen 
Richtungen  der  3  Körperaxen,  die  letzteren  passend  durch  die  Winkel, 
welche  sie  mit  den  3  im  Räume  unveränderlichen  Axenrichtungen  ein- 
schliessen.  Ist  dieses  geschehen,  so  kann  man  die  3  Coordinaten  eines 
spedellen  Punkteü  im  Körper,  welche  auf  die  im  Inneren  befindlichen 
Axen  bezogen  und  daher  keine  Funktionen  der  Bewegung  sind,  auf  das 
primitive  Coordinatensystem  im  Räume  transformiren :  die  transformirten 
Coordinaten  werden  nun  Funktionen  der  Bewegung  sein  und  die  Lage 
des  betrachteten  speciellen  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  festlegen. 

Hiemach  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  die  beiden  besonderen  Be- 
wegungen, die  fortschreitende  und  die  drehende,  aus  denen  sich  die 
körperliche  Bewegung  zusammensetzt,  jede  IQr  sich  zu  betrachten  oder 
Tieimehr,  da  die  fortschreitende  Bewegung  des  Schwerpunktes  identisch 
mit  der  eines  materiellen  Punktes  ist,  in  welchem  das  Gewicht  des 
K^hrpers  und  die  beschleunigenden  Kräfte  sich  vereinigen,  wir  haben  nur 
eine  emzige  besondere  Bewegung,  nämlich  die  drehende,  zu  betrachten, 
aod  schliesslich  ist  es  eine  rein  geometrische  Transformation,  vermöge 
deren  wir  aus  den  beiden  besonderen  Bewegungen  auf  die  zusammenge- 
setzte, welche  in  der  Wirklichkeit  statt  hat,  zurückkommen.  Demgemäss 
ist  es  wohl  angemessen,  ehe  wir  weiter  gehen,  die  Lösung  dieses  Pro- 
blemes  der  analytischen  Geometrie*  ins  Auge  zu  fassen ,  und  dieses  wird 
zugleich  den  Vortheil  haben,  uns  über  die  Bestimmungsstücke  für  die 
Richtungsänderungen  der  3  körperlichen  Axen  in  Klarheit  zu  setzen. 

§.  33. 

Von  der  Transformation  räumlicher  Coordinaten. 

Jede  Coordinate^transformation  kann  im  Allgemeinen  eine  Aenderung 
sowohl  des  Anfangspunktes,  wie  auch  der  Axenrichtungen  sein.  Dieselbe 
kann  aber  immer  auf  2  einfachere,  die  nach  einander  erfolgen,  reducirt 
werden,  nämlich  eine,  bei  welcher  der  Anfangspunkt  geändert  wird,  da- 
gegen die  primitiven  Axenrichtungen  beibehalten  .werden,  und  eine  zweite, 
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bei  wblch'f^r  d^k*  beu6  Ari&ngi^bttkl  btibehüten  wirä ,  Ag^|$kä  die  türimi- 
tiven  Axenrichtiingeti  g^^bdert  wmlett.  Dil»  ^Hte  TranMirib&tiini  ToUidelit 
sich  ganz  binrach »  indekn  AiaH  stall  der  priftitiirto  Gttordinäten  ir,  y,  i 
eines  beliebigen  Punkces  die  Ausdrücke 

setzi,  wo  a,h/c  die  Coörldinaten  des  neuen  Anfangspunktes  als  auf  Ae 
primitiven  Axen  bezogene  bezeichnen.  Dagegen  die  zweite  Transformation, 
bei  welcbei*  <lle'r  Anfangspunkt  beibehalten,  aäg^gen  die  Axenrichtangen 
Verkndert  werden,  macht  bedeutend  mehr  Sbnwierigkeii  und  wir  wenfen 
uBs  däh'er  mit  i^'r  allein  oeschSfligen. 

Nehmen  wir  die  primitiven  Axen  als  aufeinander  senkrecht  an  und 
ebenso  die  neuen,  auf  welche  transformirt  werden  soll:  so  ist  zunickst 

•l  •  ...........  V  » 

klar,  dass  die  Aenderung  in  der  Richtung  aller  ,3  Axen  angesehen  werden 
kann,  als  ob  sie  aus  drei  Drehungen  hervorgegangen  wSre,  die  nachein- 
ander erfolgen. 

Seien  die  Coordinaten  des  primitiven  Sjstemes  «>y,^  und   das^dbe 

■  ■      *  •  * 

zunSchst  um  die  Axe  der  i  gedreht :  der  Drehungswinkel  sei  i/^  und  die 
neuen  Coordinaten  x\y*,z*.  Zunächst  ist  nun  klar,  dass  die  xOr^oite 
beiden  Systemen  vollkommen  gemeinschaftlich  ist  und  es  mithin  blos 
um  eine  Transformation  der  Coordinaten  in  der  Ebene  der  x^  y  zu  thon 
ist,  welche  mit  der  Ebene  der  x'^y*  in  eine  ziisammenfiUlt«  Da  nun  die 
Axe  der  xf  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  %p  einschliessty  so  folgt  ab 

■  *  •  • 

die  Gleichung  der  a;Axe  in  Bezug  auf  das  System  der  x*,y^ 

y  — a?'^=0, 

und  Mithin  M's  die  Gleichung  ()er  dahiuf  Senki^dAei ,  d.  h;  der  yJAxe 

die  Abstände  des  speciellen  Punktes  y\  x*  voii  diesen  beiden  Geraden, 
d.  h.  geradezu  die  Coordinaten  y,  x  sind 

il  +  ig^^ 
Add  Milhito  fcaben  wir  (Ar  die  tr^ttSfoiWlifto  V'ifV  ti^  GNÄdkifli^: 
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J«Ui  drehe  nun  das  System  der  x*,g\t  um  die  Axe  der  •';  der  Dn- 
bungswinkel  (oder  auch  der  Winkel  der  beiden  neuen  Axen  der  g"  und  m" 

m 

mit  der  alten)  sei  %^  und  die  transformirten  Coordinaten  ff'^Jf^^J^^  so 
fc4gl  gana  auf  dieselbe  Weise: 

Endlich  äenlke  man  sich  das  System  dB",  g'*,  s"  wieder  um  jiie  Axe 
der  m'  gedreht  und  der  Drebimgswinkel  sei  jp  und  die  neuen  Coordinaten 
Sffl^^.    Dann  findet  man  die  Relationto 

Substituirt  man  diese  ^rtte  radkwirfs  in  einander  bis  in  die  ersten, 
so  ergeben  sich  folgende  allgemeine  Transformationsformeln:' 

*=  —  l^^mg) — fjHnd'cotJf  +  ^co$'9, 
und  umgekehrt,  wenn  man  von  dem   transformirten  zu  dem  primitiren 
zurückgehen  will: 

1=     x^eoid'iinyßHngt  +  eastjßeoign 

+f]eo8&eoixlJco$g>  —  $intl^8ing>^^ 
— f  iind'cosip; 
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Die  geometrische  Bedeutung,  der  WmM^^9,  ip  stellt  sich  oacfa  dem 
Vorhergehenden  leicht  fest.  Der  Winkel  &  ist  6er  Neigungswinkel  der 
Ebene  der  ^  gegen  die  Ebene  der  xy,  die  Winkel  tjß  und  q>  dagegen 
sind  die  Winkel,  welche  die  Durchschnittslinie  der  beiden  genannten 
Ebenen  mit  den  Axen  der  x  und  f  einschfiesst. 

Man  kanA  dieselben  Transformationsfonneln  andi  noch  in  anderer 
Weise  darstellen.  Seien  die  Cosinus  der  Winkel  der  Axe  der  m  mit  den 
Axen  der  |,  17,  ^  bezuglich  a,  h  und  e ,  ferner  der  Axe  der  y  mit  den- 
selben Axen  a\  h*  und  e',  endlich  der  Axö  ^er  z  mit  wiederum  denselbea 
X\eü  a'\  b"  und  e":  so  folgen  die  Transformationsfonneln: 

y^a'^+b'7]  +c'f,    ]    (1) 

Der  Beweis  dieser  Formeln  ist  sehr  Idcht.    Zufolge   der  Bedeutung, 
welche  a, 6, e  haben,  ist  z.B. 
.n  :  f..  .  .    a*+ö»  +  c»s3l  ' 

»nd  .  •  r    , 

aJ+6i7+cC=0 
geradezu  die  Gleichung  der  Ebene  der  y,  m  in  Bezug  auf  di^  System  der  ^  1},  2^; 
mithin,  wenn  wir  unter  &  i^iC  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  verstebes, 
wird  nach  einem  bekannten  Theoreme  der  analytischen  Geometrie  der  Ai^staad 
dieses  Punktes  ?on  der  genannten  Ebene,  d.h.  geradezu  unsere  Abscisse  s, 

— — =t==- =  <lg  +  ^  f  cC. 

Die  Grössen  a,  6,  c  etc.  sind  nicht  vollständig  unabhängig  von  ein- 
ander;  denn  ausser  den  Gleichungen 

a«    +6«  +c*  =2l,  I 
a'J  +6'»  +c'*  =1,  >  (2) 

existiren  noch  3  weitere  Gleichungen;  welche  ausdrücken»   dass  die  S 
gegebenen  Axen  sich  unter  rechten  Winkdn'  schneiden,  nämlich 

aa'    +  W    +cc'   =0,  1 

aa"  +  bb"  +  ee'*  «=  0,  /  (S) 

Diese  9  Bedingangsgleichungen  gestattf^q  noch  eiqe  andere  Form ;  nimliik 


-  IW  - 

.die,  Axep  dei»  ^q»(  ichlieasei^  mit  den  Azenff^y»!  offßplNHr  ^fl^ld  (^qif 
deren  Cosinui  respectfve'  o^  %*  a"\  d«  6'»  ^'';  e«  e.^  «'':  milbin  folgl 

6»  +  6'*  +  6"*  =  l,  [  (4) 
ond ,  weil  die  Axen  der  ^  i;»  i  einander  gleichfalls  rechtwinklig  schneiden, 

oc  +  aV  +  a'V'  =  0,  V  (6) 
6c  +  6V  +  6 V  =  0.  i 
Kehrt  man  mit  Ber&cksichtigttqg  dieser  6  Bedingungsgleichungen  die 
ohigen  Transiormationsformeln  um,  d.h.  sucht  die  Formeln»  welche  für 
den   RQckgang   fon   den  transformirten  su  den   primitifen   Coordinaten 
dienen,  so  folgt 

ri^hx  +  h'y  +  h*'%,  >  (8) 

g=:cap  +  c'y  +  c''x,  \ 
welche  fibrig^ns  aodi  ans  bioser  Analogie  mit  den  voriiergebenden  For- 
onln  Migeablicklich  ilieasen,  wenn  man  die  Bedeutung  der  CoefBcienten 
gdMMg  berflcksiditigL 

4Sehdi  wir  nun  ka,  in  welcböm  Verhiltnisaa  unsere  2  Methoden  der 
-Trimfohnation  stehen ,  so  ist  von  Tom  herein  ansunehmen ,  dass  sie 
notbwendig  iaa  Resultate  abereinstimmen ;  mitbin  folgen  fOr  die  CoM- 
lldenten  o,  h,  c,  •'  t.  s.  w.  fönende  Werthe: 

•  3s      eot^nfi^iin^  +  eMt^eoff^, 

€   CS      Hü^iintp, 

a' BS      €o$'9'eo$tlß$inip — $m%peo$q>^ 

^  a=      c9$&eoitlßc<uip+$intfß$ing>^  ^  (7) 

a''=— «Ji^mgp, 

so  dass  sie  schliesslidi  auf  S  arbiträre  Constanten  zurfickführen.  Dies 
ist  in  Uebereinstimmung  mit  den  6  Bedingungsgleichuogen,  welche  zwischen 
den  9  CosinuBeoeiBdrtiMki  a,^d,c,  a',ii^e^  o^'^^c''  eintreten,  vermöge 


\H 


(8) 


'flerJii'nU&  n\mt  im  Äll^frinM  WiOUHfeii  «UüekirtB  dM  UM  dUn 
die  flbrijgiittt  (t  ili  t^OQltionto  dieser '3  aosdrMbb  kkfaä.     . 

Am  den  Formeln  (7)  lak«en  ÜA  nöcft  die  folgenden  Relation« 
zwischen  den  CosinuscöMOdenten  liMeiteA,  wülcfae  im  Folgenden  An- 
wendung finden: 


(•) 


(10) 


S.34. 


Allgemctin«  Bejstimmung  der  RotstioxjiJte.wegptilig. 

1)  Delracktea  wir  vm  die  drehende  BewegMig  «Uta  KScps^  «i 
sehen  zu,  wie  wir  die  Bestimmung  der' bezeichneten  8 -irMMrM  tta* 
ftlanlen  orhMgen.  Zo-den  Zwedie  nehiiieB  wir  .jsdoch  ntioh.cMie  UaiM 
CmlbrdiüQg  unMrer  8  RoftttioMgleickuiigen  -roc,*  welolle  dMorch  lndin|> 
irtk  »dass  wir  es  jeut  Mr  mit  «ineM  ekiii^  Kfirper  lA  iMn  habeo»  *dn 
wir  uns  als  ein  System  vonfieiit  n(it  'einander  verhuMeset  mnlttiMHü 
Punkten  denken.  Da  dMuufolge  die  ^inteliiclld  Massen  m  zu  Massenele- 
menten werden,  so  ist  es  angemessen  V  das  Cttamenieifiien  durcfa  dts 
Integralzeichen  zu  ersetzen  und  letzteres  *  auf  das  MaaseMlement  dm  n 
beziehen.  Hierdurch  werden  die  3  Rotationsgleichungen,  wenn  man  tii 
in  derjenigen  OrAiung  nimmt «  in  welcher  sie  "dit  auf  ^Münder  Folgendci 
Drehungen  um  die  Axen  der  x^y,%  anzeigen:^. 


*\' 


'  •  •  I    a     ■   f 


«d*«: — »d*. 


'  4i*  •  •• 


iim=Jltl~- 


,*2)dp»Jfi.. 


i: 


y 


d».s=  iiwTcr-yll^fi^KPM":: 
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die«rB^  Jir.  Jr.ir^  'fiedeuith  hter  ^^e  iSomme  d«rMomeiiia  ^arlUft«. 
weiche  auf  jedes  Elemeot  des  KOrpera  wirken.  MalUj^cirt  oian  diese 
S  Gleichungen  mit  dt  und  intiegrüi,  so  ergiebt  sich 


■I 


/l 


liezieA'en  i^ir  jetzt  die  Coördinaten  x,  y,  x  der  Köiperpunkte  nic^t 
mehr  auf  ein  willkürlioh  im  Raum«  aogteDommenes  CoordinateDsystem, 
sondern  nehmen  im  Inneren  des  Körpers  9  feste  Axen  an  und  setzen 
die  Iransformirten  Coördinaten  gleich  |,i/,  ^:.dO  haben  wir  iör  ff,y,  i  die 
in  dem  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Substitutionelh  zi)  iHfacMA  iMfd 
erhalten,  weto  wir  bemerkt;  dass  dib  €oiordMä^eh  S«^>t  tUäbhängig 
Ton  der  Zeit  sind,  dagegen  die  Cosinuscoefficiehten  a\bte  u.  s.  w.,  welche 
AW  lifge  der  3  körperlichen  Axen  im  Räume  festlegen ,  mit  der  ZSt 
sieb  Terindern,  zun&hst  an  SteHie  der  erstto  Oleichang: 

a'da"  —  a"4a'  «  .  bfdb"  —  h"iib'    ,  ,  e'de"  —  e"de'\- 

' iT-     ^+ 2 'J  + S ^ 

■  a'db"—l/'da'  +  b'äa"—d"db'  .    ,  a'dc"  —  c"<lo'+.f 'd(»".-r-.a''*'tei. 

4- -r- r^ |l?  + ; 5J «5 

,  6'de"  —  V'kv  4  Vdh"  —i"ie' 

— '■ — "*T 

'ton  hKr  UWint,  ^enn  ivir  in  §teÜe  der  Griten  !>',  a",  h',  ^'',  e'.  e"  die- 
SiAiigeft  AiiÜtfrttcki  VeUtin.  welche  in  <^eh  äeicbungen  %.  {9),  (lo)  ^es 
%ttK||lin  iP^Ügf^üJi  Aeben,  ^t  da&jentge,  was  iin^er  'dein  )lntegra|seidien 
linker  Hand  steht: 

dl  * 

.  , 


tl^  dfi^jl^dl. 


-  rl^   - 

^  l«4  ^' 

+ . _ . ^ 

Setzt  man  nun  der  Kürze  halber  und  dann  audi,  weil  diese  Hülfe- 
grossen  später  eine  sehr  weseoüidie  Bedeutung  erbalten, 

!edb  +  c'db'  +  e**M' = —  6<fc  —  h'dc'  —  \'*de"  =pdi, 
ade  +  a'de'  +  a''de''=:—eda—e*daf—e''daf'=:=qdh 
bda  +  b'da'  +  Vdo!'—--  adb—a'db'  — a"  db"  =:rdi' 
und  berücksicbtigt  die  aus  den  Gleichungen  (4)  des  vorigen  S.  folgenden 

'  DIITerentialgleidiangen : 

a''da'*  +  a'da'  +  aAi= 0, 

(  h''db"  +  Vdb'  +  bdb^O, 

e'*dd"+9'de'  +  ede=:9; 
{ so  bekommen  wir 

,       eirdi—bda)  +  bi^+fida)^  ,  ü(pdi--edb)+e(rdl  +  Qdb)    , 

^  l  (qdt — ade)+a  (pdt+bde)^^^  c(— 6d6+ada)— Kpdl— cdd)— a(giil+cdtt)  ^ 
r\  ^  6  +  ^  91 

b{'-ada  +  cd€)'^a(rdi—bda)  —  e(pdi+bde)^^ 

dl 
.  a{^cde  +  bdb)—e(qdl—adc)  —  b(rdi^aib). 

.oder  endlich,  wenn  man  so  viel  als  möglich  gegen  einander  aufhebt: 

{cr  +  bq)^  +  {ap  +  cr)fi^  +  ibq^ap)^ 
—  {bp  +  aq)iij—{ar+ep)^^—  {eq  +  br)?/^. 
Dieses  toraiisgesetzt  geht  jetzt  unsere  Integralgleichung,   nachdem  oock 
einige  kleine  Transformationen  vorgenommen  und  die  Grüsaen  p^q»r  ab 
von  der  Masse  unabhängig  vor  das  Integralzeichen  gesetzt  sind,  in  dii 
folgende  fiber 


+  c 


jr /(? + 17«)*»-» /k**^« yi?*"  j 


I5i 


Schon  wfthreDd  man  di^e  fteduetion  Torniahnl,  wird  num  bemerkt 
haben,  dass  allemal  je  3  in  Beziehung  auf  |,  i;,  C  gleichartig  gebildete 
Termen  sich  aus  einem  einxigen .  durch  einfache  Verseilung  der  Indices 
herleiten  Hessen.  Ganz  dieselbe  Bemerkung  wiederholt  sich  in  grosserem 
Massstabe,  wenn  wir  in  analoger  .Weise  die  Ausdrücke 

dl  dl 

redüdren.  Die  CoefÜcienten  von  den  Grössen  ^,  r^  u«  %^  w«  werden 
geradezu  aus  den  gleichnamigen  Gliedern  des  Ausdruckes 

ydt  —  zdy 

durch  eine  überall  gleicbmSssig  eintretende  Erhöhung  der  Indices  erhalten 
und  mithin,  da  p,  g,r  symmetrische  Funktionen  der  Indices  0,1,2  sind, 
werden  die  3  Klammern,  welche  auf  der  linken  Seite  der  vorigen  Glei- 
chung in  ayhyC  multiplicirt  sind,  gleicher  Massen  auch  in  den  beiden 
anderen  reducirten  Rotationsgleidiungen  yoriiommen.  Setzen  wir  daher 
grösserer  Kürze  halber 

^=P  /(i7'+S*)dm  — g /^dm— r /f?dm, 

(2)   \  Q^q  ni^ ^'^)dfii  —  T Pfildm-'V  hn^"^* 

f  R-r  I  (^'^+rl^)dm—p  f^};äm  —  q  fi;dm) 

so  nehmen  die  3  Gleichungen  der  rotirenden  Bewegung  folgende  einfache 
Gestallt  an : 


a  P+6  0  +  c  Ä 


=  /n  dl, 


'  I  >  li 


•'P  +  b'Q  +  e'R^J  Wdt. 


'Ä  =  /  Jf'A. 


■  J 


Um  aus  diesen  DifTerentiklgleichtingen '  die  GrSssen  a,  t.  e,  a'  U.a.  w.' 
ZU  eliminirenj  diffeärentiire  man  dies^e  Gleichungen ,' wodurch  '" 


erhalten  wird.  Diese  Differ6athl|jef|c()|ingeD  muHiplicire  man,  die  ersle 
mit  a ,  die  zweite  mit  a* ,  die  dritte  mit  a"  und  addire  die  Produkte 
MMnmeii:  es  kommt 

Ol 

•  •• 

aii4  dljese  pleichi)ng  kann  yf^vn  def  Relationen: 

«lo  t  «'Ai' +  a"A»"       .  Ä(a*+o'*+a"?)  ." 

>>  I      «  '*■'     HiiiiM    I  ;   I  I       SS  #    iiM*i  I  I  ill         ii  i«*i  I       BS  II 

o»  +  a'*+o"*=l. 

09+aV+aV'=:0, 

^^äi -ff 

geschrieben  werden,  wie  folgt: 

AP 

(3)  -r  —  *•(?  +  ^Ä  =  olf + ofM!  +  o'^Jf". 

Man  multiplizire  femer  die  nämlichen  Differentialgleichungen  nach  f^üffodjBr 
mit  6,  d',  h"  und  addire  die  Produkte :  es  resultirt 

(4)  ^ — pÄ  +  rP=  dJ#  +  Vir  +  6"lf". 

Endlich  multiplitire  map  ifie^erunit.diefe^cip  ;])i^cyrentialgieicfaiingen  itt 
Reibe  nacb .  mit  e,  c',  c"  und  addire  die  Produkte ,  so  wird 

(5)   ?:Trfl*  +  «ß»:olf+(S'lP  +  e"Jf". 

IntegraUoD  gi^t  ,«f^f  W^iiüw?  fW.ft«,  r  ,vn|i  ,fni<«fj|Hi^  ifflfii  .<lim^  f 


-t-^: — ■■    '   ■   ggr~r, 


-  m  - 

die  Gleichungen  (1),  so  folgen  idiicklicli  darch  deren  Integration  3  Be- 
dingongsgleichungen  zwiscben  den  Gosini^ecoefiöienteu  a,  6,  e,  a'  u.  s.  w«, 
f ennöge  deren  letztere  ale  Funktionen  d^r  Zeit  erscheinen  und  welche 
zosamipen  mit  jien  6  Bedingungsgleichungen  des  TOfigea  PafagtUfJuui' 
diese  Cld^ssen  vellstAndig  hestioimeo.  Mitivin  Jkennt  man  Iftr  jaden  Angenn. 
Uick  die  Richtungen  der.  im  Körper  festen,  abas  mit  dem  Hftrper  haaragliohen> 
Axen  der  $»17,^,  und  damit  ist  auch  die  Laige  jedes  beliebigen  speciellen 
Punktes  im  Körper  in  jedem  Aqgenblicke  bestimmt,  weil  dessen  Lage  xtf 
jenen  3  Axen  fon  der  Bewegung  una))hängig  sich  feststellt. 

2)  Bei  der  grosseh  Rolle,  welche  die  Hulfsgrössen  p,  9,r  bei  der 
Verei|)iact)ung  unserer  Bewegungsgleichungen  gespielt  haben,  dürfte  es 
nicht -unangemessen  scheinen,   nach  ihrer  realen  Bedeutung  zu  forschen.' 

Der  ganzen  Anlage  unserer  Entwickelung  liegt  die  Voraussetzung  zu 
Grande ,  dass  jede  Drehung  unter  allen  Umständen  die  .Drehung  um  eine 
gewisse  Gerade  sein  müsse;  es  wird  zunftchst  die  Frage  erhoben  werden, 
wddies  die  Gleichungen  dieser  Gecaden  seien.  Dies  fallt  nicht  schwur. 
Die  Wirididie  Geschwindigkeit  setzt  sich  cusammea  aus  den  Rotatiensge- 
sdiwindigkeiten 

iLs     du    dl 

WT        flf        pfT 

uad  disselbAn  y^rmAge  der  Qo(^im\m  &  17»  £  ^msf^^^i  fii^fl  • 

i9  '   i;äa  dft    ,   «.de 


«Ü  _  fc  *»"         Ä"        4c" 


Ww  Wi  ^P  ^afArejumt'  "■»  <!>P*  Gerade  ertff}$i,  so'  ist  4i(^  picht 
a94<?if  i]i)öglisl),  a)^  w^n  sfqioajUicjbie  Punkte  ruluea,  d.  h.  dje  G^sfl^i«;^- 
"ÜgH«^t  «  ft/|l>«pt  »«Pfl  all?  ^?  Punl^e,  w^dti;  an  djsr  ßewfp^g  H^jqje;^ 
TJ(n^  V*))W,>  «nJllWW  «mC  dj,e9v  GepadeiJ  enthfdte^  seift,  Jfrre  Glieji^gßi^ 
n^^.  d^^  i^jd)  dip  4qnf hvao 


«lMlM>  ^Wifl^t  d.  ))•  #  iftlge^  iAl^  49iFl>e. 


•1  I 


—   led  — 

Sia    +t]ib    +&>e  «*>0». 

Sdm'  +1^«'  +£*»'  =0, 

1*1«  +  jy«"  +  Cae"  =  0. 
Mulüpliiirt  maa  aber  diese  3  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  Cfd",^' 
und  addiit  die  Produkte,  so  folgt,  wean  mao  ausser  dea  Gleichungen  (1) 
noch  berAcksichtigl,  4iess  man 
;>•  edert-e'de'+e'W»0 

Multiplitirt  man  ferner  die  nAmlichen  3  Gleichungeii  der  Reihe  nach  erst  wi 
bf  6',  b"  und  dann  mit  a,  a',  a'^  und  bildet  die  Summen  zuerst  der  3  entea 
Produkte,  und  dann  der  3  letzten  Produkte,  so  wird  weiter  in  ihnlicher  Weise 

DiiDse,  3  Gleichungen,  Ton  denen  jede  2  aus  der  dritten  folgen»  stdha 
eipe  gerade  Linie  dar«  die  durch  den  Anfangspvnkt  der  GoordinaleQ  gebt 
und  um  wdche  der  Körper,  rotirt.  Da  ihre  (jage  von  den  CoefficMlea 
p,9,  r  abhingt,  die  im  Allgemeinen  mit  der  Zeit  zugleich  variim:  lo 
folgt,  dass  diese  Gerade  von  einem  Augenblicke  zum  anderen  sich  Inder! 
so  jedoch,  dass  sie  niemals  aufhört  durch  den  Mittelpunkt  der  Drehoig, 
welcher  der  Anfangiftpunkt  der.  Goordinaten  ist^  lu  gehen.  Ans  dieeiB 
Grunde  heisst  sie  die  momentane  Drehungsaxe  und  die  Torste- 
henden  3  Gleichungen  sind  die  Gleichungen  ihrer  Projektionen  auf  des 
3  Coordinatenebenen.  Die  flUfsgrössen  p,9,  r  haben  jetzt  eine  bestimmte 
dynamische  Bedeutung,  sie  sind  nämlich  den  Cosinus  der  Winkel  pro- 
portional, welche  die  iQomentane  Drehungsaxe  mit  den  Axen  der  £,  f},^ 
einschliesst. 

Für  die  Umdrehungsbewegung  eines  Körpers  nm'  einen  festen  Punkt 
folgt  hieraus  zunichst,  dass  sie  zu  einer  speciellen  Zeit  um  die  betreffende 
spedelle  Lage  der  bezeichneten  Axe  stattfindet  und  dieselbe  muss  wik* 
rettd  dieses  Momentes  als  unbeweglich  angesehen  werden.  Weiter  ent- 
steht nun  die  Frage,  wie  man  sich  die  Geschwindigkeit  einer 
derartig  rotirenden  Bewegung  zu  denken  habe.  Zu  dem  Zwecb 
mössen  wir  zu  der  gleichförmigen  Rotationsbewegung  um 
eine  feste  Axe  zurfickgehen.    Bei  einer  dertrtigeli  Bewegung  werta 
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die  einzelnen  Pankte  des  Körpers  Kreise  beschreiben,  deren  Ebenen  senk- 
recht gegen  die  feste  Axe  und  deren  Mittelpunkte  sich  auf  eben  dieser 
festen  Axe  befinden.  Zugleich  werden  wegen  der  festen  Verbindung  der 
materiellen  Punkte,  aus  denen  der  Körper  sich  zusammensetzt,  alle  Punkte 
in  einer  and  derselben  Zeit  um  denselben  Drehungswinkel  auf  den  bezüg- 
lichen Kreisen  fortrücken,  oder  mit  anderen  Worten,  sie  beschreiben  in 
gleichen  Zeiten  ähnliche  Bögen,  so  dass  die  zugehörigen  Centriwinkel 
mnander  gleich  sind;  ihre  Geschwindigkeiten  werden  daher  zu  derselben 
Zeit  ihren  Abständen  von  den  Axen  proportional  sein.  Demgemäss«  wenn 
man  die  Geschwindigkeit  irgend  eines  beliebigen  Punktes  kennt,  so  ist 
diejenige  aller  übrigen  Punkte  gleichfalls  bekannt.  Am  zweckmässigsten 
ist  es  hierbei  von  der  Geschwindigkeit  eines  solchen  Punktes  auszugehen, 
dessen  Entfernung  von  der  Drehungsaxe  durch  die  Einheit  gemessen  wird. 
^ Diese  Geschwindigkeit,  d.h.  der  Bogen,  den  der  erwähnte  Punkt  in  der 
Einheit  der  Zeit  beschreibt»  heisst  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
drehenden  Bewegung  und  wird  gewöhnlich  mit  w  bezeichnet.  Ist  der 
Abstmd  irgend  eines  anderen  Punktes  von  der  Drehungsaxe  der  bekannten 
Grösse  r  gleich,  so  ist  der  Ausdruck  für  dessen  absolute  Geschwindigkeit 
ruf  imd  umgekehrt,  man  kann  immer  aus  der  absoluten  Geschwindigkeit 
die  Winkelgeschwindigkeit  erhalten,  indem  man  die  erstere  durdi  die 
Distanz  des  betrachteten  Punktes  ?on  der  Axe  dividirt.  Die  Winkel- 
geschwindigkeit wird  demzufolge  die  verschiedenen  gleichförmigen  Rota- 
tionsbewegungen vollkommen  charakterisiren  und  unterscheiden. 

Ganz  ebenso,  wie  wir  den  Begriff  der  Geschwindigkeit  von  der 
gleichförmig  geradlinigen  Bewegung  auf  die  ungleichförmige  Bewegung 
übertragen  haben,  werden  wir  auch  jetzt  verfahren  können.  Wenn  der 
Körper  noch  um  eine  feste  Axe  rotirt,  aber  eine  ungleichförmige  Rota- 
tionsbewegung hat,  so  versteht  man  unter  deren  Winkelgeschwindigkeit 
die  zu  jeder  Zeit  durch  die  Trägheit  sich .  fortpflanzende  gleichförmige 
Winkelgeschwindigkeit,  welche  ohne  die  Fortwirkung  der  beschleunigenden 
Kräfte  in  der  wiridichen  Bewegung  unverändert  fortbestehen  würde.  Da- 
gegen wenn,  die  rotirende  Bewegung  überhaupt  nur  um  ein  festes  Centrum 
eintritt,  so  wird  man  unter  der  Winkelgeschwindigkeit  zu  einer  bestimm- 
ten Zeit  diejenige  Winkelgeschwindigkeit  verstehen,  mit  welcher  das  System 
um  die  momentane  Drehungsaxe  wirklich  in  Folge  der  Trägheit  rotiren 
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würde«  wenn  nicht  deren  Richtung  durch  die  Fortwirknng  der  beßcbleu- 
nigenden  Kräfte  abgeändert  würde. 

BeiläuGg  mag  noch  bemerkt  werden^  dass  man,  iu  Uebereinstimmung 
mit  dem  Begriffe  der  Winkelgeschwindigkeit,  wie  wir  ihn  an  einer  anderen 
Stelle  aufgeatellt  haben,  auch  hier  die  Winkelgeschwindigkeit  als  die 
Winkelgrösse  definiren  kann,  welche  der  Radius  in  der  Einheit  der  Zeit 
(immer  unter  der  Voraussetzung  einer  gleichförmigen  Bewegung  um  eine 
feste  Axe)  durchlaufen  würde  und  diese  Form  der  Erklärung  bietet  des 
Vortheil,  unmittelbar  durchblicken  zu  lassen,  dass  die  Winkelgeschwio- 
digkeit  für  alle  Punkte  des  rotirendeu  Körpers  dieselbe  ist. 

Um  den  Ausdruck  der  Winkelgeschwindigkeit  sich  zu  bestimmen,  bat 
man  zu  Folge  der  vorhergegangenen  Erörterungen  die  absolute  Geschwin- 
digkeit eines  Punktes  zu  suchen  und  dieselbe  durch  seinen  Absland  ¥on 
der  momentanen  Drehungsaxe  zu  dividiren.  Wählen  wir  den  Punkt,  dessen 
Coordinaten 

sind,  so  wird  wegen  der  obigen  Ausdrücke  für  die  Seitengeschwindig- 

keilen-    ^    ^' 
^^^^^^  cU '  d(  •  dl' 


yfmHthm-yf 


de*  +  d&^  +  dc"^ 


dl* 

Nun  ist  aber 

—pdlr=:bde  +  h'dc'  +  V'de", 

qdt  —  ade  +  a'dc'  +  a''dc*' ; 
mithin  folgt 

'      ^  •  +2  (aa'+6ftO  de  de' +2  (aa"+66")dcdc"+2(a  V'+6'6'0  ^i«'^«" 

^jCl  — c')dc»+(l  — c'»}dc'»  +  (l— c"*)dc"» 
"" '     —  2cc'  de  de'  —  2cc"  de  de"  —  2c'  c"  de'  de" 

=  de*  +  de'^  +  de"*—{edc'\'e'de  +  c"  de")* 
=  de*  +  de'*  +  de"\ 
und  unser  Geschwindigkeitsausdruck  wird  jetzt  einfacher: 

Nun  ist  der  Cosinus  des  Winkels,  den  die  momentane  Drehungsaxe  init 
der  Axe  der  x  einschUessti 


r 

^■i^i— ^^-»^— i^^*M^— •^-^iW» 

und  mithin  der  SioiM  dieses  Winkels 


/n 


r*        _     Vp*  +  q^ 


pi  +  ,i  +  r"*       Vp*  +  ^*  +  r*' 

also  die  Distanz  des  gewählten  Punktes  Ton  der  momentanen  Drebungs- 
axe  eben  diesem  Ausdrucke  gleich ,  da  die  Hypotepuse  des  rechtwinkligen 
Dreieckes«  in  welchepi  sie  enthalten  ist,  gleich  der  Einheit  angeaonunen 
WQfde.  Die  Winkelgeschwindigkeit  ist  der  Quotient  dieser  Distanz  in  die. 
absolute  Gescbwindigkeii  und  es  folgt  daher  jetzt  einlach: 

(a  =  Vp*  +  q^  +  r'. 
Hiernach  stellen  sich  die  Hüirsgrössen  j>,  q,  r  als  die  rechtwinkeligen 
Seitengesdjwindigkeiten  der  Umdrehungsgeschwindigkeit  w  dar  und  über 
die  Lage  der  momentanen  Drehungsaxe  lässt  sidi  jetzt  folgender  Satz 
aiusprechen:  Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  momentane 
Drebungsaze  mit  den  Axen  der  |,  ^,  ^  einschliesst,  sind  den- 
gleichnamigen  rechtwinkligen  Seitengeschwindigkeiten 
der  Winkelgeschwindigkeit  co  proportional. 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Axe  der  ^  mit  den  Axen  der 
3tjy,t  einschliesst,  sind  a,a'a"}  mithin  ist  der  Ausdruck 

dx  ,     ,dy,     ,,dz 
dt  dt  di 

die  in  der  Richtung  der  |  stattfindende  Geschwindigkeit  und  analog  sind 
die  Ausdrücke 

di  ^      d(  ^      di ' 

die  in   den  Richtungen    der  tj  und  ^  stattfindenden  Geschwindigkeiten. 

dx   dy   da 
Substituirt  man  in  diese  Ausdrücke  die  Wcrthe  von  t  «  ?  i  t  und  macht 

<U'  dt'  di 

dieselben  Reduktionen  noch  einmal,  welche  wir  schon  früher  einmal  vor- 
genommen haben,  als  wir  die  erwähnten  Seitengeschwindigkeiten  als  sich 
annuUirend  annahmen:  so  ergiebt  sich 
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dx  ,    .dy  ,    ssd%  w 

man  sieht  also,  dass  die  3  Ausdrücke: 

deren  Annnllation  die  momentane  Drehungsaxe  bestimmt,  flir  liegend  weldM 
endliche  Werthe  die  Geschwindigkeiten  ausdrücken»  welche  der  Punkt 
I  jj  ^  in  den  Richtungen  der  ^,  tj^  ^  bezüglich  erhilt. 

S.  35. 

Von   der  Bestimmung   der  Hauptaxen   und  der  Trägheits- 
momente eines  Körpers. 

1.  Zufolge  der  vorhergehenden  Erörterungen  ist  es  für  die  Betrach- 
tung der  zusammengesetzten  Bewegung  eines  Körpers  Ton  Wichtigkeit 
erst  die  Bewegung  seines  Schwerpunktes,  welche  immer  auf  die  eines 
freien  Punktes  zurückgeführt  werden  kann,  und  dann  die  rotirende  Be- 
wegung,  welche  um  den  Schwerpunkt  h^um  stattfindet,  für  sich  abge- 
sondert zu  untersuchen.  Hiernach  liegt  es  sehr  nahe,  den  Anfangspunkt 
der  3  festen  im  Innern  des  Körpers  befindlichen  Axen  als  in  den  Schwer- 
punkt hineinfallend  anzunehmen,  oder  analytisch  ausgedrückt  die  3  Glei- 
diungen : 


/|dm=  0,  /ij(lmr=  0, /fdm  =  0 


zu  setzen.  Aber  es  lassen  sich  durch  den  Schwerpunkt  immer  nodi 
unendlich  viele  Systeme  rechtwinkliger  Axen  legen,  zwischen  denen  die 
Wahl  gleichmässig  freisteht,  und  damit  ist  die  Untersuchung  herbeige- 
führt, ob  unter  diesen  unendlich  vielen  Systemen  nicht  vielleicht  ein 
spedelles  für  die  Rechnung  besondere  Yortheile  gewähren  sollte.  Um 
dieses  zu  entscheiden,  betrachte  man  die  Hülfsgrössen  P,  0,  R  des  vorigen 
Paragraphen;  diesdben  hängen  ab  von  den  Integralen 


/  ^dm,/§^dm,  / rj^dm. 
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und  diese  siod  für  die  3  Rotaüonsgleichungen,  in  denen  jene  HOlfs- 
grössen  auftreten,  geradezu  arbitr&re  Constante,  weil  sie  Ton  der  Zeit 
ToUkommen  unabhängig  sind.  Demgemäss  liegt  der  Gedanke  auf  der 
Hand,  dass  wir  die  3  ersten  der  genannten  Integrale  so  bestimmen,  dass 
sie  sidi  annulliren}  dies  giebt  3  Bedingungsgleichungen  und  es  ist  nur 
die  Frage,  ob  ein  System  dreier  rechtwinkliger  Axen  existire,  für  welches 
diesen  3  Bedingungsgleicbungen  unter  allen  Umständen  Genüge  geschehe. 
Die  primitifen  Axen  seien  wieder  die  der  Xty,%  und  es  soll  unter- 
sucht werden ,  ob  nicht  3  andere  Axen  (die  der  ^,  i},  t)  existiren ,  für 
welche  die  Gleichungen 

befriedigt  werden.    Setzt  man  zur  Abkürzung 

X  =  xcosip — ysintp, 
7=xeoid'iinxl)  +yeai'9'eo$tp — XMind", 

so  gehen  die  8  Transformationsforroeln  des  {.33  in  die  einfachem  über: 

^esTsinq>  +  Xco$q>, 
7]  SS  7  cot  q>  —  Xsin  y, 
^  =  xsin9'$intp  +  y8ind'hostp  +  xco$-9', 

und  Termittelst  Substitution  dieser  Werthe  werden  unsere  Integralglei- 
chungen, wenn  man  berüeksichtigt,  dass  die  Winkel  •^,  9,  tjß  Ton  m  unab- 
hängig sind: 

(1)  iin 2q>  /(J* ^Y^)dm—  2eo$ 2 q>  /lYdm  =  0, 


sin q>  j  Ytfim  '\'ca%^  j XCjdm'=z  0, 

to%^  I  ttßim — iintp  I iC,dm^=^^. 


Eliminirt  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  den  Integralausdmck 
im  ersten  Gliede,  so  folgt 

(2)/jrSdm  =  0, 
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und  elimioirt  man  den  Integralausdnick  im  2ten  Gliede,  8o  folgt: 

(3) 


i)/Y^dm=:0. 


Aus  der  Gleichung  (1)  erhält  der  Winkel  ip  seine  Bestimmung  ds 
eine  Punktion  von  &  und  xp;  die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (S)  ent- 
halten die  Bestimmung  von  ^  und  tp.  Um  dieselbe  auszufahren,  setn 
man  darin  statt  I  und  F  ihre  Werthe,  so  folgt,  wenn  man  der  Ab- 
kflrzung  halber: 

/««  dm  «=       /y«  dm  =  y\  iz^äm^  %\ 

iyxdm^  x",  j x%dm  =  y",  I  xydm^ %" 

setzt, 

(4)  tin^\%"{cot^tp—sin'^\p)  +  («'— yO»w*V'c«V'J 

(5)  «tn2*|»'m*?/^  -t-  2x" sintf) cos xff  +  y'eos^^  —  x' \ 

Zieht  man  nun  aus  (4)  den  Werth  von  tg»  und  aus  (5)  den  Werth  tob 
1^2^,  substituirt  diese  Werlhe  in  die  Formel 

und  setzt  der  Kurze  wegen  noch 
also 

80  findet  man 

2  V  n^»(y"  u  -(- «")  2  V"rN*'(y"-x"u)  |x"(  1-u  »)+(x'— y')  J 

oder,  wenn  man  mit  2^1  +  «*^  dividirt  und  die  Nenner  fortschaSl: 
p'(l-t«')+(x'-yOHJni'^l--u2)  +  (x'-y')ujjy''fi-f.Ä'-j 
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Die  in  den  eckigen  Klammern  stehende  Grösse  läset  sich  nach  mancherlei 
Reducüon  als  ein  Produkt  zweier  Faktoren  darstellen ,  wie  folgt: 

und  wenn  man  nun  den  allen  Gliedern  der  Gleichung  gemeinschaftlichen 
Faktor  1+u^  heraushebt ,  so  resulürt 

(6)\y'y''  —  z'y"  —  x''z''+(x'x''—x'x''+y''i'')u\\z''a—^^ 

eine  Gleichung,  die  in  Bezug  auf  u  vom  dritten  Grade  und  daher  we- 
nigstens Einen  reellen  Werth  für  diese  Grösse  ergeben  muss.  Man  sieht 
aber  leicht  ein,  dass  auch  die  beiden  anderen  Wurzeln  reell  ausfallen 
müssen.  Denn  u  bedeutet  die  trigonometrische  Tangente  eines  gewissen 
Winkels,  dessen  Lage  sich  bestimmt,  wie  folgt:  Man  wähle  sich  eine 
beliebige  Coordinatenebene  des  alten  Systemes  und  suche  deren  Durch- 
schnitt mit  der  gleichnamigen  Coordinatenebene  des  neuen  Systemes } 
diese  Durchschnittslinie  schlicsst  mit  einer  der  in  der  gewählten  Coordi- 
natenebene enthaltenen  Axenriclitungen  den  gesuchten  Winkel  ein«  Man 
erhält  mithin  eine  dreifache  Bestimmung  des  gesuchten  Winkds,  je  nach 
der  Coordinatenebene«  von  der  man  ausgeht.  Wir  haben  zufolge  der  in 
§.  33.  getroffenen  Uebereinkuiift  die  Ebene  der  xy  als  Ausgangaebene  ge- 
wählt, wir  hätten  aber  mit  dem  gleichen  Rechte  eine  der  beiden  anderen 
Coordinateuebenen  wählen  können.  Unsere  Analysis  umfasst  daher  gleich- 
massig  alle  3  Fälle  und  das  ist  nicht  anders  möglich,  als  wenn  die  sämmt- 
lichen  Wurzeln  unserer  cubischcn  Gleichung  reell  sind. 

Nehmen  wir  nun  eine  dieser  Wurzeln  als  den  Werth  von  tgxp,  so 
folgen  daraus  2  Werthe  von  if/,  die  von  einander  um  die  Grösse  n  ver- 
schieden sind,  und  die  offenbar  durch  die  beiden  Partieen  bedingt  sind, 
in  welche  die  Durchschnittslinie  durch  den  Anfangspunkt  getheilt  ist.  Für 
tgd-  ergeben  sich  alsdann  aus  der  Gleichung  (4)  wegen  der  Wurzelgrösse 

^l+u^  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe,  welche  den  beiden 
Partieen  entsprechen,  in  welche  die  Ebene  der  xy  durch  die  erwähnte 
Durchschnittslinie  getheilt  wird.  Jeder  dieser  beiden  Werthe  giebt  2  um 
TT  verschiedene  Winkelwerthe  für  ^;  dieselben  entsprechen  den  beiden 
flälften,  in  welche  die  Ebene  der  li;  durch  dieselbe  Durchschnittslinie 


—    168    — 

getbeilt  wird.  Nachdem  %[}  und  ^  besUmmt  sind,  hält  es  nicht  sdiwv, 
aus  der  Gleichung  (1)  die  Bestimmung  von  q>  tu  erhalten  und  geltes 
rucksicbtlicb  der  verschiedenen  Werthe  dieser  Grösse  die  eben  gemaditen 
analogen  Bemerkungen. 

Auf  jeden  Fall  ist  jetzt  die  Möglichkeit  naehgewiesen ,  die  3  Axen  im 
Inneren  des  Körpers  so  zu  legen«  das&'den  Bedingungsgleichungen 


^  dm=«  0,  A^  dm  =  0.  /jyCdm  =  0 


Genüge  geschieht  und  wir  werden  von  jetzt  ab  unter  dem  Axensjrstca 
der  ^,r],  ^  immer  ein  solches  verstehen,*  bei  welchem  dieselben  zutreffeo. 
Ein  solches  Axensystem  heisst  das  System  der  Hauptaxen 
des  Körpers,  und  es  erhellt  aus  dem  Vorigen,  dass  im  Allgemeinen 
nur  ein  derartiges  System  cxistirt;  denn  unsere  obige  cubische  Gleichong 
mit  ihren  3  reellen  Wurzeln  bezieht  sich  blos  auf  die  dreifache  Manier, 
in  welcher  man  die  Lage  des  gesuchten  Systemes  in  Bezug  auf  das  ge- 
gebene System  der  Coordinatenaxen  festlegen  kann.  Indessen  giebt  es 
specielle  Fälle,  in  denen  unsere  Gleichungen  zwischen  9,  tf;,  &  ideoüseh 
werden,  und  in  denen  eine  unendliche  Anzahl  der  Systeme  von  Haupiaieo 
existirt.  Indessen,  um  uns  hierbei  nicht  zu  lange  aufzuhalten,  werda 
wir  diese  Fälle  weitef  unten  auf  einem  indirekten  Wege  uns  herleiten. 

2)  In  den  Ausdrücken  des  vorigen  Paragraphen  für  die  3  Hülft- 
grössen  P,  Q,  R  kommen  im  Ganzen  6  Integrale  vor.  Von  diesen  werden, 
wie  wir  eben  gesehen  haben,  bei  einer  passenden  Wahl  der  Coordinaten- 
axen, drei  sich  annuUiren;  die  übrigen  drei  dagegen  haben  einen  be- 
stimmten endlichen  Werth  und  drücken  die  Summen  sämmtiicher  Ele- 
mente des  Körpers  mnltiplizirt  in  das  Quadrat  ihrer  Entfernangen  von 
der  betreffenden  Axe  aus.  Wegen  ihrer  Wichtigkeit  föhren  sie  den  be- 
sonderen Namen  von  Hauptmomenten  der  Trägheit  und  werden 
zur  Abkürzung,  wie  folgt,  bezeichnet: 


=/'' 


+  ^)  dm. 


^ß 


B=  /(^^■^)dm. 


I» 


= /?!  +  >?'. 


C=  /{S  +  V*)dm, 
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Dini'tiialog  Torstehl  man  in  voller  Allgemeinheit  unter  dem 
Trigheitsroomente  in*  Bezug  auf  eine  gewisse  Axe  die 
Summe  sämmtlicher  Produkte,  welche  entstehen,  wenQ 
m.an  jedes  Element  des  Körpers  iii  seineEntfernung  multi- 
plisirt  Mithin  eiistirei*  in  jedem  Körper  unendlich  viele  Trftgbeits- 
momenle;  dieselben  lassen  sich  aber  sämmtlich  in  einfacher  Weise  ver- 
möge der  Hauptmomente  der  Tr&gheit  ausdräcken.  Um  dieses  zu  seigra, 
betrachten  wir  zuerst  ein  Trlgheitsmoment,  dessen  Axe  in  dem  Abstände 
•  irgend  einer  durch  den  ;SchwerpuDkt  gelegten  Axe  parallel  Uuft«  und 
nehmen  an,  dass  das  Trägheilsmoment  in  Bezug  auf  letztere  Axe  bekannt 
sei.  'Ebendieselbe  möge  zor  Axe  der  x  und  der  Schwerpunkt  zum  An- 
fangspunkt der  Goordinaten  gewählt  werden:  so  ist  das  Integral,  dessen 
Werth  das  bekannte  Trägheitsmoment  giebt: 


/ 


(*' + y^)  d». 


Möge  nun  unsere  Parallele  die  Ebene  der  x,y  in  einem  Punkte  durch- 
sdmeiden,  dessen  Goordinaten  a  und  ß  sind,  so  folgt 

und  der  Ausdruck  für  diiß  Entfernung  irgend  eines  Punktes  von  der  Pa- 
rallele wird 

(ä— a)*  +  (y— /J)*««*  +  y'  — 2a«— 2/J«  +  a' 

und  mithin  wird  das  gesuchte  Trägheitsmoment 

/(»*  +  y^—2a»—2ßx  +  a}dm^  f  (x^  +y*)  dm— 2a  f  xdm 

—  2ß/ydm  +  a^/dm, 
oder,  da,  wenn  die  Masse  des  ganzen  Körpers  mit  M  bezeichnet  wird, 

M 


f"^ 


und  in  Folge  der  bekannten  Eigenschaft  des  Schwerpunktes 


/ xdm=^Of  I ifdm  =  0 


ist,  einfacher 

^)dm  +  a'jfi 


/(y»  +  «*J 
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»es  wird  miibin  gefundeD,  wenn  man  zu  dem  bekannten  Tri^heitsmomenle 
d»  Produkt  der  Masse  des  Körpers  in  das  Entferoungsquadrat  der  beidan 
iParallelen  hinzuaddirt. 

Weiter  woHen  wir  die  3  Hanptmomente  der  Trägheit  als  gegeben 
annebmen,  ond  zeigen,  wie  man  vermöge  derselboi  das  Trägbeitsmomeot 
in  Bezug  auf  eine  beliebige  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Gerade  be- 
stimmen könne«  Transformiren  wir  das  Hauptazensystem  der  $»  17,  ^  in 
das  Gbbrdinatensysiem  der  c,y,  z>  dessen  sAie  die  gegebene  Gerade  usd 
dessen  Anfangspunkt  wiederum  der  Schwerpunkt  ist»  so  ist  das  gesuchte 
:  Trigfa^itsmoment 


C=^/{x^  +  y^)dm. 


Nun  ist  zu  Folge  der  TransformationsCormeln 

mithin 

x^  +  y»=  (a«  +  a^)  5*  +  (6«  +  V^y  +  (c^  +  c'>)  S» 

+  2(aH-a'6')§'?  +  2(ac  +  aV)f?+2(6c  +  ftV)i7?, 
oder  mit  Zuziehung  der  Formeln  (2)  und  (5)  in  §.33 
ir»+2/»=(l-a"»)?  +  (l-V'«)»j«  +  Cl-c"«)?« 

—  2a'' b"  ^rj  —  2a"  c"  §C — 26"c"  jy?. 
VVenn  man  diese  Gleichung  integrirt,  so  folgt  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
man  die  Gleichungen 


hat, 


/^Tjdm  =  0,  yfedm  =  0,  /ri^dm  =  0 


/{x'^W)  =  dm  (1  -  a"»)  /l^dm+a  —  6"»)  /rj^dm  +  (l  -c"»)  /Jdü. 

oder,  wenn  man   die  Winkel,    welche  die  Axe  der  z  mit  den  Axen  der 
I,  T],  ^  einschliesst,  durch  die  Buchstaben  a^ß^y  bezeichnet: 

/ (aJ*  +  y ') dm  =  «m« a  j^ dm  —  m» ß  j ri^dm\ «m* y  / $' 


dm 

oder  endlich,   da  man  in  Folge  der  Bedeutung  von  A,BjC  leicht  nach- 
weisen kann,  dass 

Ä  +  B  +  C), 


/hdm^ii- 
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frl^dm  =  {iA—B  +  C), 


+i  («n^a + im*/?— mV)  C 

=  toi'^a^  A  +  eos^ß,  B  +  cos'^y .  C.  * 

Fassen  wir  die  beiden  besonderen  Fälle,  die  wir  so  eben  betracMet  haben,  in- 
sammen,  so  folgt,  dass  wir  jedes  beliebige  Trägheitsmoment, 
wo  immer  seine  Axe  sich  befinden  möge,  vermöge  der  3 
Hanptmomente  der  Trägheit  auszudrücken  im  Stande  sind« 
Die  3  Hauptmomente  del*  Tträgheit  werden  im  Allgemeinen  ungleich 
sein.  Nehmen  wir  den  besonderen  Fall,  in  wticbem  zwei  derselben  ein- 
ander gleich  werden,  etwa 

so  erhalten  wir  für  das  obige  Trägheitsmoment  C,  wetches  sich  auf  eine 
beliebige  durch  den  Schwerpunkt  gelegte  Gerade  bezieht, 

C  =  (coi*  a  +  coiV/J)  A  +  cos^y  C, 

oder^  da  die  Gleichung 

co8^  a  +  eos^ß  +  eoi^  y  =  l 

bestdil,  einfacher 

C=sin}yA  +  cos^yC, 

mithin  hängt  dieser  Werth  nur  Ton  dem  Winkel  y  ab  und  hat  also  für 
alle  solche  Gerade,  die  denselben  Winkel  y  mit  der  Aie  der  ^  einscibltesseb, 
denselben  Werth»  Mithin  sind  auch  alle  Träglieitsmouente,  die  sich  auf 
beliebige  in  der  Ebene  der  x^  y  enthaltene  und  durch  den  Anfangspunkt 
gelegte  Gerade  bezieben,  unter  sich  gleich  und  die  Vermutbung  liegt  ifiah'e, 
dass  in  diesem  Falle  eine  unendliche  Menge  von  Hauptaxensystemen  exi- 
stire,  in  denen  die  Axe  ^  eine  unveränderliche  Gerade  ist,  dagegen  die 
beiden  anderen  Axen  2  beliebige  darauf  und  unter  sich  Senkrechte  durch 
den  Schwerpunkt  sind.  Um  dieses  zu  erweisen,  nehme  man  irgend  2 
solcher  Senkrechten  zu  Axen  der  rr,  ^,  während  die  Axe  der  x  mit  der 
^  kusaAUnenfällt,  und  bilde  mit  Zuziehung  der  Gletchnngen  (1)  in  |.  il3 
die  Produkte  sy^  #ir,  yz  iind  dünn  dib  darauf  Msfiglidien  Ute^e ,   io 


/**•=/■ 
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whilt  man  mit  Beräcksichtigung  der  Bedinguogigleichnngeii  fär  die  WaU 
der  Axen  der  i,  i],  ^ 

I mx dmz^aa"  /pdm  +  bi"  /^*4m  +  ce"  /^dm, 

jyt  im  =  o V 1^  dm  +  h'b"  /ij*  dm  +  e'e"  /J»  dm, 
oder,  weil  * 

also  «^ 

ist,  nach  einigen  leichten  Reduktionen 

Nun  sind  die  Winkel,  welche  die  Axen  der  x  und  y  mit  den  lustniaei- 

bllenden  Axen  der  i  und  i  einschliessen,  rechte  Winkel,  also 

eaBe'=:co«90<^  =  0, 
ond  mithin : 

i  t^dM  =  0,  jttf^dM^ 0,  /ifS All « 0, 

d.h.  das  gewählte  Axensystem  ist  ein  Hauptaxensystem : 
Macht  man  zu  gleicher  Zeit 

80  geht  die  Gleichung 

C^toz^aA'\'to%^ßB  +  to%^yC 
Aber  in 

also  sind  alle  Trägheitsmomente,,  die  sich  auf  durch  den  Schwerpari^t 
felegte  Gerade  besiabeiii  unter  einander  gleidi,  und  alle  aolche  GenMk 
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Hauptaxen.  In  der  That,  nehmen  wir  3  beliebige  solcher  zu  einander 
senkrechten  Geraden  an ,  die  wir  zu  Axen  der  x,  y,  %  machen ,  so  gehen 
unsere  obigen  Ausdrücke  fQr  die  8  Integrale 


/  xydmy  I  xidm,  I  ^fzdm. 


wenn  wir  berücksichtigen,  dass  wegen  A^B^=^C 

dm 


/^dm  =  /  rj^dm-  /^^ 


folgt ,  in  die  folgenden  einfacheren  über : 

I  xxdm^  (a  a"  +  6  6"  +  c  c")  1  ^dm, 
Jy%  dm  =  (a  V  +  VV  +  cV')/§*  dm, 

und  werden  mithin ,   da  die  CoeiBcienten  von  /  ^  dm  sich   unter   aUen 

UmsUinden  annuUiren,  auch  selber  der  Null  gleich.  Mithin  giebt  es  in 
dem  Falle,  dass  die  3  Hauptmomente  der  Trägheit  einander  gleich  sind 
(welcher  Fall  unter  anderen  bei  der  Kogel  eintritt)  unendlich  viele  Systeme 
von  Hauptaxen,  indem  jede  3  auf  einander  senkrechte  Gerade,  die  durch 
den  Schwerpunkt  gelegt  sind,  ein  solches  System  vorstellen. 

Wir  haben  gefunden,  dass,  wenn  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  durch  den  Schwerpunkt  gezogene  Gerade  bekannt,  man,  um 
das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Parallele  damit  zu  finden, 
zu  dem  ersten  bekannten  Trägheitsmomente  etwas  hinzuaddiren  muss.  Folg- 
lich ist  das  kleinste  unter  allen  Trägheitsmomenten  eines  Körpers  nothwendig 
irgend  eines ,  dessen  Axe  durch  den  Schwerpunkt  geht.  Hierdurch  sind  wir 
auf  eine  Vergleichung  aller  der  Trägheitsmomente  hingewiesen,  die  sich  auf 
eine  solche  den  Schwerpunkt  enthaltende  Gerade  beziehen.  Diese  Vergleichung 
hat  folgendes Besultat  zur  Folge:  Wenn  die  drei  Hauptmomente  der 
Trägheit  ungleich  sind,  so  ist  das  grösste  unter  ihnen  das 
Maximum,  das  kleinste  unter  ihnen  dagegen  das  Minimum 
nnter  all6n  den  Trägheitsmomenten,  deren  Axen  sich  im 
Schwerpunkte  durchschneiden.    Sei,  um  dies  zu  beweisen, 
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A>B>C 
und  C  ein  beliebiges  ?on  den  bezeichneten  TragbeilsmomeDten«  so  ist  io 
Folge  des   obigen  Werthes  ?on  C,  wenn  man  darin  1 — co«*/? — es«*/ 
statt  cos^a  setzt, 

C=:A  —  cos^ß{Ä  —  B)  —  co$^y(Ä—C), 

und  mitbin,  da  i — B  und  A^^C  beide  positi?  und  kleiner  als  A  sind 

in  ähnlicber  Weise  kann  man  sich  auch  die  Gleichung  bilden: 

C  =  C+coi^a(Ä---C)  +  eo$^ß{B  —  C) 
und  hieraus  folgt,    da  i  —  C  und    B — C  positive  Grössen    sind»   disi 
unter  allen  Umstanden 

ist.  — 

Vermöge  dieser  Eigenschaft  kann  man  nun  auch  leicht  beweisen,  dass, 
wenn  die  drei  IlaiiptmoQiente  der  Trägheit  ungleich  sind ,  überhaupt  Dor 
ein  einziges  Hauptaiensystem  möglich  sei.  Denn  gäbe  es  noch  ein  zweites 
System  yoü  Hiuptaxen  ui|d  wäre  Ä'  das  grösste  der  darauf  bezügiicbeo 
Momente,  so  müsste  A'^A  sein,  während  gleichzeitig  daraus,  dass  auch 
A  das  grösste  unter  3  zusammengehörigen  Trägheitsmomenten  ist,  folgen 
würde,  dass  A^A'  wäre! 

Eine  bemerkenswerthe  Untersuchung,  die  noch  hierher  gehört,  ist 
die  folgende,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  in  einem  Körper  mdi- 
rere  solche  Punkte  vorhanden  sein  können,  für  welche  die  Haupttrig- 
heitsmomente  und  daher  alle  Trägheitsmomente  gleich  sind.  Seien  also 
Oyßjf  die  Coordinaten  eines  solchen  seiner  Lage  nach  unbUtannten 
Punktes,  und  die  Axenrichtungen  der  ^,7],^  mögen  durch  den  Schwer- 
punkt gehen  und  geradezu  in  die  Hauptaxen  hineinfidlen,  so  hat  man  die 
9  Gleichungen 

/idni  =  0, /ijdm=  0, /?dm  =  0, 
/j;^dm  =  0, /^^dm  =  0, /.  |j7dm=  0, 

f(r]^  +  f «) dm^A yi^*  +  ?«) dm  =  bJ^(S^  +  iy«)  dm  =  C. 

Wenn   nun  a,ß,y  ein  solcher  Punkt  ist,  dass  alle  auf  in  ihm  durck- 
scbneideode  Gerade  bf^ü^lii^e  Irägbotsmopiejite  ^ej^d^  ^ind,  m  mfiiM 
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3  beliebige  dieser  Geraden,  die  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden, 
ein  System  Ton  Hauptaxen  bilden.  Wählen  wir  dasjenige  System,  welches 
den  gegebenen  Hauptaxen  parallel  ist,  und  verlegen  zugleich  den  An- 
langspunkt  in  den  Punkt  ctßy^  so  haben  wir,  wenn  wir  die  neuen  Coor- 
dioaten  mit  x,y^%  bezeiclmen, 

und  die  3  Gleichungen,  welche  ausdrücken,  dass  die  Azen  der«, y, < 
Hauptaxen  sind,  werden 

/(^—cc)(7]—ß)dm=  f^r]dm—a/7jdm  —  ß/^dm+aß/dm^Q, 
/(C— y)(^— a)din=  / ^Um  —  y  / ^dm—  a  F^dm  +  ay /d«  =  0,   . 

I  i^—y){ri  —  ß)dm  —  I  rii^dm  —  ß  j  Idm—y  I ^ 

und  diese  Gleichungen  werden  zu  Folge  der  Bedingungsgleichungen  für 
die  Axen  der  1,1;,^  nur  dann  eriöllt,  wenn  man  gleichzeitig 

a/9  =  0,  ay=:0,  /?y=0. 

Damit  diesen  3  Gleichungen  Genüge  geschehe,  ist  hinreichend,  dass  2 
von  den  3  Coordinaten  a,  /?,  y  sich  annulliren ,  oder  mit  anderen  Worten, 
wenn  ein  Punkt  der  verlangten  Art  wirklich  vorhanden  ist,  so  kann  er 
nur  auf  einer  der  3  Hauptaxen  des  Körpers  liegen.  Nimmt  man  z.  B. 
den  verlangten  Punkt  auf  der  Axe  der  ^  in  der  Entrernung  a  vom  Schwer- 
punkte an,  so  müssen  hiernach  ß  und  /  der  Null  gleich  sein.  Die  Trag* 
heitsmomente ,  die  sich  auf  die  durch  diesen  Punkt  gehenden  Hauptaxen 
beziehen,  sind  alsdann,  da  letztere  den  Axen  der  1,7},^  parallel  laufen» 

bezuglich 

Ay  B  +  Ma^,  C+Ma^ 

und  damit  diese  Trägheitsmomente  gleich  ausfallen,  ist  hinreicliend  und 
nothwendig,  dass  man 

hat«  Damit  hieraus  a  in  reeller  Weise  bestimmt  werden  könne,  mussnoch 

A>C 

sein;  alsdann  giebt  es  aber  immer  2  Punkte  der  verlangten  Art  auf  der 
Am  der  $»  deren  Coordinaten  reapecUve 
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''"'*■  v/^ ""'"''""/ 


Ä  —  C 


M 

sind.  —  Wenn  demgemiss  die  Haupimomente  der  Trägheit  alle  drei  ein- 
ander gleich  sind,  so  giebt  es  keinen  anderen  Punkt  im  Körper,  für 
welchen  alle  Trägheitsmomente  gleich  sind;  sind  dagegen  nur  zwei  ein- 
ander gleich  und  das  dritte  ungleiche  das  grösste,  so  giebt  les  immer  auf 
der  Axe  des  grössten  Momentes  2  im  gleichen  Abstände  Yom  Schwer- 
punkte befindliche  Punkte ,  für  welche  diese  Gleichheit  stmmtlicfaer  ll#- 
mente  eintritt.  Sind  dagegen  zwei  Hauptmomente  gleich,  aber  das  dritte 
ungleiche  das  kleinste,  oder  endlich  sind  alle  drei  Hauptmomente  u- 
gleich,  10  giebt  es  im  Körper  überhaupt  keinen  Punkt  der  gleicbea 
Momente. 

3)  Als  Beispiel  für  die  Berechnung  der  Trägheitsmomente  wollen  wir 
xunftchst  das  Ellipsoid  behandeln.    Sei  dessen  Gleichung 

nnd  die  Dichtigkeit  seiner  Massentheilchen  durch  den  constänten  Coef- 
flcienten  q  gegeben,  so  ist,  da  man  allgemein 

hat,  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Axe  der  % 


'JSh 


nnd  wird  mithin  durch  ein  dreifaches  Int^ral  bestimmt.  Integrirt  nun 
zuerst  in  Bezug  auf  i,  indem  man  m  und  y  als  von  t  unabhängig  be- 
traditet,  so  folgt 

«der,  da  m  n  in  Folge  der  Gleichung  des  Ellipsoides  das  Integral  zwiscba 
den  Grenzen  

zn  ndimen  hat, 

BarediBen  wir  uis  das  erste  dieser  DoppeUntegrale  and  setien  zu  dem  Zwecke 
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y 


so  ergiebt  sieb,  indem  wir  x  als  unabbängig  von  y  belracbten: 
Um  das  auf  17  bezüglicbe  Integral  zu  berecbnen ,  bemerke  man ,  dass 

Intj  +t]^i—r]^—/^l—ij^d7j; 


=  arc  •  «m 
hieraus  folgt 


/  Vi — 1?*  djj={i7Vl — 7*  +  ^arc$infi  +  ConsL 

Dies  Integral  ist  nun  für  alle  möglieben  Wertbe  von  a  und  y  zu  nebmen ; 
mithin  wird  die  Grenzgleicbung 

--+  —  =  1 

und  die  Grenzwertbe  des  g  werden 

denen  die  IfVertbe 

17=3+1,  17=  —  ! 

entsprephen ;  demgemäss  wird  zwischen  diesen  Grenzen  genommen 


/^i-^rj^dij^^n 


und  mitbin 


oder,  das  Integral  zwisdien  den  Grenzen 


genommen, 


^eh 
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Ganz  ia  ähalicher  Weise  wird 


./y5,,Y-!^-?*''=*^ 


ae 


und  mitbin  folgt  das  auf  die  Axe  der  x  bei figliche  Tragbeitsmoaiaiit 

Aehnliche  Ausdrücke  erhält  man  für  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  nf 
die  Axen  der  y  und  sc.    Setzen  wir  die  Masse  des  EUipsoides  gleich  I, 

so  haben  wir,  da  das  Vohimen  bekanntlidk  gleich  — r —  ist, 

und  die  3  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x^  y,  s  werden: 

Zugleich  sind  dieselben  Hauptmomente  der  Trägheit;  denn  da  voa 
jeder  der  3  Coordinaten  x,tf,z  immer  2  gleiche,  aber  entgegeDgesettte 
Werthe  existiren,  so  besteht  jedes  der  3  Integrale 


ixydm,  ixzdm,  /y^dm^ 


wenn  es  auf  das  ganze  Ellipsoid  ausgedehnt  wird,  aus  paarweiae  gleichcB 
und  entgegengesetzten  Gliedern  und  stellt  daher  eine  unendlich  sieb  io 
sich  selber  Temichtende  Summenreibe  dar. . "—  Sei 

so  folgt 

C>B>Ä, 

mithin  entspricht  das  grösste  Trägheitsmoment  der  kleinsten  Axe  des 
EUipsoides,  dagegen  das  kleinste  Trägheitsmoment  der  grftssteD  Axe. 
Zugleich  existirt  in  einem  solchen  ungleichaxigen  Ellipsoide  kein  Punkt» 
für  welchen  alle  Momente  gleich  gross  sind.  Nimmt  man  aber  an,  disf 
das  Ellipsoid  durch  Rotation  einer  Ellipse  um  ihre  kkine  Axe  a  ent- 
standen ist,  so  dass  (=c  ausfüllt,  so  werden  die  Hauptmomente 
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und  es  existiren  2  Punkte,  fBr  welche  die  Gleichheit  aller  Triigjieitamo- 
mente  eintritt  und  welche  auf  der  Axe  der  9  in  der  Distam 


vom  Anfangspunkte  liegen.  Im  Falle  einer  Kugel  endlich  mit  dem  Radius 
r  wird 

und  es  existirt,  wie  wir  erkannt  haben,  nur  der  Hittelpankt  als  Punkt 
der  gleichen  Momente. 

Als  ein  aUgemeines  Beispiel  möge  noch  die  Regel  für  die  Berech- 
nung desjenigen  Trägheitsmomentes  folgen,  welches  sich  auf  die  Axe  eines 
Rotationskörpers  bezieht.  Sei  diese  Axe  die  Axe  der  x:  so  kann  man 
sich  doch  den  Rotationskörper  in  eine  Menge  cylindrischer  Schichten  zer- 
legen, deren  jede  von  der  durch  den  rotirenden  Bpgen  ds  der  gege- 
benen Curve 

y  =  /•(«) 

beschriebenen  Rotationsfläche  und  von  2  im  Abstände  dx  von  einander 

befindliehen  und  zur  Axe  der  a  senkrechten  Parallelebenen  begrenzt  ist 

Bezeichnen  wir   nun  den  Abstand  irgend   eines   beliebigen  Punktes   im 

Körper  mit  r,  so  ist  klar,  dass  jede  solche  Schicht  sich  ans  einer  Menge 

ringförmiger  Streifen ,  deren  Dicke  durch  dr  and  deren  Breite  durch  dx 

gemessen  wird,  zusammensetzt;  ein  solcher  Streifen  ist  nun  offenbar  der 

Unterschied  zwischen  2  auf  einander  folgenden  und  daher  auf  die  Distanzen 

r  and  r  +  dr  bezüglichen  Schichten,  d.h.  er  ist  gleich 

p  (f  H-  dr)*  7t. dx —  qr^n  •  dx 

oder,  wenn  man  entwickelt  und  die  unendlich  kleine  Grösse  der  dritten 

Ordnung  vernachlässigt, 

2Q7trdrdx. 

Nun  können  alle  Punkte  eines  derartigen  Streifens  als  in  dem  Abstände  r 

von  der  Axe  beGndlich  angenommen  werden;    mithin  findet   man  sein 

Trägheitsmoment,  indem  man  geradezu  r' in  2^7r  rdr  da;  multiplizirt,  wodurch 

2q7Cr^drdx 

kommt.    Der  Streifen  ist  das  Element  unserer  cylindrischen  Schicht  und 

yrir  haben  daher  die  sämmtlichen  Streifen  zusammenzunehmen,  welche 

dem  Fortgange  von 

fs=:9  bis  r=y 

12* 


—    180    — 

enUprecheD,  oder  mit  anderen  Worten,  wir  haben  noch  r  zwischen  den 
genannten  Grenzen  zu  integriren,  wodurch 

4  qfiy^  dx 
entsteht  Nehmen  wir  nun  alle  derartigen  Schichten  zwischen  den  Ebenen 

a=^a  und  x=iß, 
so  resultirt  als  Ausdruck  fQr  das  Trägheitsmoment  der  Rotationsschicht 
zwischen  2  im  Abstände  (ß  —  a)  von  einander  befindlichen  und  zur  Axe 
senkrechten  Ebenen  das  bestimmte  Integral 


dessen  Werth  aus  einer  einmaligen  Integration  hervorgeht. 

Die  einfachste  Annahme  über  die  Natur  der  rotirenden  Gurre  ist 

y^xige-k-e) 
alsdann  wird  das  Trägheitsmoment 

\nq  I  y^dx—{nJ^ig^e^'ex^ig^B^2(?x^ig^B+2^x^igB  +  X9^ 

oder,  wenn  man  das  Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  m  nimmt: 

Setzt  man  hier«  =  0,  so  erhält  man  das  Trägheitsmoment  eines  Cylindais : 

\nQe^x^=\MB^, 
wenn  man,  wie  gewöhnlich,  die  Masse  mit  U  bezeichnet,  und  setzt  mao 
6=0,  so  erhält  man  das  Trägheitsmoment  eines  geraden  Kegels,  dessen 
Scheitelpunkt  zum  Anfangspunkte  genommen  ist: 

•^nqgfitg^a^i'^Mx^ig^e. 

§.36. 

1)  Nachdem  nunmehr  die  Existenz  wenigstens  eines  Systems  Ton 
Hauptaxen  in  jedem  Körper  dargethan  ist,  bleibt  nun  noch  übrig  die 
Gleichungen  der  drehenden  Bewegung  auf  dies  System  zu  beziehen  und 
dadurch  zu  ihrer  Vereinfachung  zu  gelangen.  —  Zunächst  gehen  zufolge 
der  eingeführten  Bezeichnungsweise  die  Ausdrücke  P,  0,  R  des  Para- 
graphen 34  in  die  einfacheren 
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Über  und  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (3),  (4),  (S) 
an  eben  dem  Orte  giebt 

(1)  <  B^+(A  —  C)rp  =  bM+b'M'  +  b"M'\ 
dt 

C^+(B  —  A)pq=eU+e'M'  +n"M". 

Hier  bedeuten  M,  M\M''  die  Summen  der  auf  die  Axen  der  x,y,  z  zer- 
legten Momente,  die  von  den  auf  jedes  Element  des  Körpers  wirkenden 
Kräften  herrühren.  Ein  solches  Moment  ist,  wie  wir  wissen,  wesentlich 
der  Ausdruck  för  die  Wirkung,  welche  ein  Kräflepaar  ausübt.  Da  nun 
das  Parallelogramm  der  Kräfte  auch  noch  iur  die  Zusammensetzung  von 
Kräflepaaren  gültig  bleibt,  so  folgt,  da  a,a\a"  die  Cosinus  der  Winkel 
bezeichnen,  welche  die  Axe  der  |  mit  den  Axeu  der  x,  y,  x  einschliesstj  dass 

respektive  die  Wirkungen  ausdrücken,  welche  die  den  Momenten  Jf,  M*y  M" 
entsprechenden  Kräflepaare  im  Sinne  der  ^  ausüben;  diese  3  Wirkungen 
als  gleichgerichtete  addiren  sich  mithin  zusammen  und  geben  das  Mass 
der  Gesammtdrehung  um  die  Axe  der  ^,  welche  von  sämmtlichen  auf  die 
einzelnen  Elemente  des  Körpers  wirkenden  Kräften  hervorgebracht  wird. 
Auf  diese  Weise  ergiebt  sich 

(n)    J  JV'  «  dM  +  h'W  +  h"M'\ 

und  die  3  Gleichungen  (1)  gehen  jetzt  über  in  die  folgenden : 

j  Ädp  +  {C'-B)qTdi  —  N  di, 

(2)  <  Ädg  +  (i  — C)rpd<=:A''(K, 

(  Cdr  +  {B  —  Ä)pqdl^N''dL 
Diese  3  Gleichungen  geben,    wenn  man  sie   integrirt,    die  Werthe  der 

Hülfsgrössen  p,  g,  r  und  wenn  man  dieselben   in  die  Gleichungen  (1)  des 

!•  34  einsetzt,  so  erhält  man  3  Gleichungen  zwischen  den  Cosinuscoef- 

ficienten  a,  d,  c,  a'  u.  s.  w. ,  welche  mit  den  6  Bedingungsgleichungen  (2) 

und  (3)  des  §.33  in  Verbindung  deren  vollständige  Bestimmung  enthalten. 

Hierdurch   ist  die  Axenlage  der  3  Hauptaxen  des  Körpers  in  Bezug  auf 

das  im  Räume  fest  angenommene  Coordinatensystem  jder  x,  y,  x  für  jeden 
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beliebigeo  Moment  beBÜmmt  und  damit  auch  die  Lage  eines  beliebigen 
speciellen  Punktes  im  Körper  zu  derselben  Zeit  gleichfalls  festgelegt 
Statt  indessen  geradezu  mit  den  verschiedenen  CosinuscoefBcienten  zu 
rechnen,  ist  es  häufig  bequemer ,  an  deren  Stelle  die  3  Winkel  9,  ^ 
und  d-  einzuführen,  welches  vermöge  der  Gleichungen  (7)  des  §.  33  kicht 
geleistet  werden  kann.  Setzt  man  zunächst  die  erwähnten  Gleichongen 
(7)  in  die  Gleichungen  (1)  von  S- 34  ein,  so  erhält  man 
pät^iind-  tin  }p  ( — sin  &$in\p  eosq>  d&+eo8  &  cot  xp  co$q>  dtff — coiS-  iin  tfßsinq^  i(p) 

+        iinxp8inq>dtp —       €os%pco$q>if) 

+f  ifi^  eos  ip  ( —  m^  cottp  coap  dd* — cosd-  sintp  eaiq>  dtp — eo«^  co$\p  $in  9  i^) 

+        eosxp$ing>dip+        iintpcosg>4if) 

+6083^  (—  eo8d'eoig>d9  +  tind'iiH  g>  dg>) ; 
qdl  =i  (cosd' sintp  9in  g>  +  cos  tp  coi  g>)  {cos  x^  sintp  d& +iin9  tot  tp  dtp) 

+  (cosd- cos  tp  sin  q>  —  sintp  cos  g>)  (cos  dcostpäd — sin-d  sintp  dtp) 

+  sin^&        sing>      d»] 
rdl=i(cos-9' sintp  cos g> — costpsing>)(-^  sin9sintpsing>dd- 

+  coi'9'costpsinq>dtp  +  cosd'sintpcosg>dg> 

—  sintpcosg>dtp —         co$tpsing>dg>) 
+  (eos9'Costpcosq>  +  sintpsing>)( — sind'costpsing>d9' 

— cot  9  sintp  sin  q>  dtp  +  cosd-costpco8g>dq>) 

—  costpcosq>dtp+         sintp  sin  g>dg>) 
+  sin'9^eosq>  (eos  S-  sin  q>dd'  +  sin  ^  cos  q>  dq>) 

and  wenn  man  die  angedeuteten  Multiplikationen  ausfuhrt  und   alsdano 
die  sich  von  selbst  ergebenden  Reduktionen  ausführt,  so  wird  ganz  einfach: 

,  pdl  =  tin q> sind- dtp — cosq)dd', 
(3)  <  qdl=z  cot g> sind- dtp  +  sin q>d9, 
\   rdt=^dq)  —  cosddtp, 
und  mithin,  wenn  man  noch  in  den  Ausdrücken  lAr  N,  N\  N**  statt  der 
Grössen  a,  d,  c,  a' u.  s.  w.  überall  ihre  Werthe  in  q>,tpy9  einfährt,  erhält 
man  zwei  Systeme  von  je  drei   Differentialgleichungen   der  ersten  Ord- 
nung, welche  die  Theorie  der  Rotationsbewegung  vollständig   enthalten. 
Aus  dem  Systeme  der  Gleichungen  (2)  bestimmt  man  sich   die  Wertbe 
von  f,  g,  r  uid,  nachdem  man  diese  in  die  Gleichungen  (3)  eingesetzt  hat 
berechnet  man  sich  die  Werthe  der  Winkel  9,  tp,  9^  welche  die  Lage  der 
Hauptaien  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke  festlegen. 
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1 

Was  daa  artte  dieaar  baidan  CUaipbimgaaysianie  aabetrilR»  ao  aiiid 
di«  daria  vorkommenden  Grössen  die  Drekungsmomente  in  den  Axen  der 
$*7>^,  welche  von  den  beachleuniganden  KrSften  herrühren.  Bezeichnet 
man  daher  mit  I  die  Resultante  aller  beschleunigenden  Kräfte  im  Sinne 
der  S  und  mit  F',  Z^  dieselben  Resultanten  im  Sinne  der  ij,  ^:  ao  mnsa  man 


■f; 


fnd«. 


(«')  <  if' =' i  {^i' -  m  d<n, 


'ß 


fjT^)dm. 


haben ,  und  in  Folge  der  vorhergehenden  Werthe  von  N,  N^y  N** 

aU+  a'M*  +  a"Ar"  ==  /(jjZ' — ?r)  dm, 

hU + h'W + V'M*'  =  /(?r  —  f Z')  dm, 

cjf  +  c'M'  +  c"M"  =  j{ir—riA')äm 

Es  ist  gut,  um  keinen  Zweifel  über  die  diesen  Gleichungen  su  Gf node 
liegenden  Voraussetzungen  Raum  zu  gehen,  dieselben  auf  analytischem 
Wege  zu  verificiren.  Zu  dem  Zwecke  gehe  man  davon  aus,  dass  die 
Canposante  aller  beschleunigenden  Kräfte  im  Sinne  der  %  dordi  den  Ausdruck 

bestimmt  werde;  denn  aT^bY'jcZ*  sind  die  einzelnen  Wu*kungen,  welche 
von  den  Kräften  X\  f,  Z'  im  Sinne  der  x  erzeugt  werden.  Analog  hat  man 

Hiernach  bat  man 

/  V       -/?     («' I +  *''?+«' 5)  («"^  +  *"I^+c"2') 

M-J  (.yZ-xY)dm-J  [_(««^+  6«,  +  e"5,(a'  Jt  +  h'  r+c'  2')['"*' 

und,  wean  man  di«  MnItiplikaUon  ausführt  und  verschiedene  Hebungen 

vornimmt: 

|r  iaV — a"b')  +  BZ'  (a'«" —•"«')  ) 
+  i]r{b'a"  —  b"a')  +  i]Z'(h'c"—b"e')  )  tfm 
+  51*  <e V  —  c' V)  +  ;r  (e'b"  —  e"b')  ) 


oder  endlifii,  wtan  man  di«  GMdumgvB  (d)  4m  §.  Z%  bertduiditigt: 


=  /    J  +i?(a/'--eX') 

^    }  +?(»r-«r) 


Ganz  ebenso  findet  nun 

+ 1]  (•'!'  — e'I*)  l  dm, 

+i;(o"Z*  — c"r)  ^  dm. 

+5(y'i'— o'T) 

Wenn  man  diese  3  Gleichungen  nach  einander  mit  a,a',a"  mvltiplinit 
und  die  Produkte  zusammenaddirt ,  so  folgt 

aM+a'M'+a"M"=/^[     irCac+aV+oV)  — |/'(oH-o'*'+tt"*'0 

+  77'  (a» + a'* + o"»)  —  5 J'(oc+«V+o"c") 
+  CX'  (ah + a'b'+a"b") —^V  (a*+a'*+af'*)  j  te 

oder  endlieb  in  Folge  der  Relationen  (4)  und  (5)  des  eben  erwibniea 
JParagrapben 

aM  +  a'M' + a"M"  «=  /(j^Z'  —  ^F)  dm. 

Oias  ist  die  erste  der  lu  erweisenden  Gleichungen ;  die  beiden  aodera 
lassen  sich  genau  in  derselben  Weise  herleiten. 

Zum  Schlüsse  noch  eine  Bemerkung,  vermdge  deren  dem  Hissfei^ 
sUndnisse  vorgebeugt  werden  soll,  als  ob  die  eben  aurgesteUten  Glet- 
chuDgen  der  drehenden  Bewegung  nur  unter  der  Annahme  Geltung  hitteo, 
dass  der  Schwerpunkt  des  betrachteten  festen  Körpers  zugleich  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  und  mithin  der  Drehungsmittelpunkl  wm 
mfiiste.  Eine  genauere  Betraditung  der  Art  ihrer  Herleitung  zeigt,  dass 
sie  aus  den  allgemeinen  Formeln  des  §.  34  erhalten  wurden  durdi  eins 
Transformation  der  Coordinaten  x,y,z  in  die  Coordinaten  $,  i;,^,  onter 
Beibehaltung  des  mithin  vollkommen  willkQrlichen  Anfaugspuykles.  Die 
Richtung  der  neuen  Axen  musste  so  gewählt  werden,  dass  die  Gleichungei 


|j^rf«=ü,/fSdm»0, /j^fdm  = 
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erfüllt  wurden  und  alsdann  wurde 
A 


=  /(7'  +  ^)dm,  a=/?|«  +  C»)dm,  C^/{S'  +  fi^)dm 
gesetzt,  ohne  dass  irgend  wie  die  Gleichungen 

in  Anspruch  genommen  worden  wären.  Mithin  bindert  siclits  die  gewon- 
nenen 6  transformirten  Gleichungen  auch  auf  einen  anderen  Punkt  als 
Drehungsmittelpunkt,  welcher  nicht  mit  dem  Schwerpunkte  zusammenfällt, 
za  beziehen;  nur  sind  dann  A^BjC  nicht  geradezu  Hauptmomente  der 
Trägheit,  sondern  sie  beziehen  sich  auf  ein  System  dreier  durch  den 
Anfangspunkt  gehender,  den  Hauptaxen  paralleler  Geraden,  so  dass,  wenn 
in  einem  solchen  Fall  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  cc,ß^y  sind, 
fär  J,  B,  C  die  Ausdrücke 

B  +  M(a*+y*)=B', 

einzusetzen  sind,  wo  M  die  Masse  des  Körpers  und  ^ß^  +  y^f  ^ct^+y^ 

^a^  +  ß^  respektive  die  Entfernungen  des  Schwerpunktes  von  den  Axen 
d^r  f ,  97,  ^  bezeichnen. 

2)  Betrachten  wir,  um  ein  bestimmtes  Beispiel  zu  haben,  die  dre- 
hende Bewegung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt 
herum,  auf  welchen  die  Schwerkraft  als  die  einzige  be- 
schleunigende Kraft  einwirkt.  Zu  dem  Zwecke  handelt  es  sich 
zunächst  um  die  Bestimmung  der  Ausdrücke  N,N\N*\  welche  sowohl 
▼ermöge  der  Gleichungen  (n),  wie  auch  vermöge  der  Gleichungen  (m^ 
der  vorigen  Nummer  geleistet  werden  kann.  Das  Letzte  ist  das  Einfachere; 
indessen  ist  es  gut  auch  die  erstere  Manier  der  Bestimmung  durchzu- 
führen, und  wir  wollen  dabei  annehmen,  dass  die  Axe  der  z  mit  der 
Schwererichtung  zusammenfalle;  dann  ist 

j  =  0,  y=o,  Z=y. 
Femer  wollenTWir  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  in  Bezug  auf  das 
Hauptaxensystem  des  Körpers  mit  a,ß,y  bezeichnen:  so  folgen  als  die 
Wertbe  der  Coordinaten  eben  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  Axen 
der  x^y,x 
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«'=a  a  +  h  ß  +  c  y, 

y=:a''a  +  h''ß  +  &y. 
Demgemflss  geben  die  Ausdrdcke 

da  die  Werthe  der  Integrale 

bekanntlich  die  bezfiglichen  Coordinaten  des  Schwerpunktes  naultfÜBt 
in  die  Masse  M  des  Körpers  sind: 

W=—gM(aa  +  hß  +  cy). 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (m)  ein,  so  gehl  die  enle 

derselben  aber  in 

N-gMß(ah'—afb)  +  gMy  (acf — afe) 

oder,  zofolge  der  schon  öRers  angewandten  Relationen  (10)  des  §.  3S 

JV  -gM{e'ß  —  }/*y). 
Ebenso  findet  man 

JS"  =  gM(h''a—af'8). 
Wie  schon  erwähnt,  findet  man  dieselben  Resultate  einfacher  vermöge  1er 
Gleichungen  (iiO*  Die  Seitenkrälle  in  den  Axen  der  $,  j;,  ^  sind  daaii 
^radezu  die  Componenten  der  Schwere  auf  diesen  Axenricbtungen«  und 
da  diese  letzteren  mit  der  Axe  der  z  Winkel  einsehliessen,  deren  Cosinos 
respeklive  af\  l/\  c'*  sind ,  so  folgt 

r=^ga".  r=gb'\  If^gtl' 
und  jetzt  folgt  vermöge  der  Gleichungen  {W)  augenblicklich 

N^g  /(d'ij-V'^dm^gMie'ß-ry), 

und  ebenso  ttrN'  vmAfi".  Hiernach  werden  die  Gleichungen  derRotatioa* 

Ä'dp  +  {a—B*)qrdi=^gM(e'ß—h''yUt, 
S'dq  +  {A'—Cf)T^dt  =  gM(a!*y--d'a)di, 
Cdr+(B'—A')pqdi  =  gM{p'*a  —  a"ß)di, 
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WO  man  für  a'\  6",  c"  noch  die  Werthc : 

zu  seUen  hat.  Im  Allgemeinen  IftMt  sich  dieses  System  dreier  gleich« 
zeitigen  Differentialgleichungen  nicht  integriren ',  indessen  giebt  es  mehrere 
•pecieile  Fälle,  in  welchen  die  Integration  glAckt  Zwei  sind  danmter 
besonders  bemerkenswerth ,  der  erste,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Drehung 
zugleich  der  Anfangspunkt  der  Coordiriaten  ist,  d.h.  wenn  a,  ß  und  y 
sich  annuUiren,  der  zweite,  wenn  der  Körper  ein  Rotationskörper  und 
zugleich  der  Drehuogsmittelpunkt  seiner  geometrischen  Axe  angehört. 
Wir  wollen  uns  darauf  beschränken,  die  Gesetze  der  Bewegung  für  den 
ersten  Fall  in  Betracht  zu  ziehen. 

3)  Die  Bewegung  des  Körpers^  der  um  seinen  Schwer- 
punkt dreht. 

Wenn  der  Mittelpunkt  der  Drehung  in  den  Schlverpttnkt  bineinfUU, 
so  wird 

und  die  3  letzten  Gleichungen  geben  in  die  eiolacheren  über: 

Adp  +  iC~B)qrdl=:xO, 

(4)   l  Bdq  +  {A—C)rpdi^O, 

Cdr+(B  —  A)pqdl=^0. 

Um  diese  Gleichungen  zu  integriren,  bilde  man  die  Summen  der  3  Glei- 
chungen, welche  entstehen,  wenn  man  sie  der  Reihe  nach  sowohl  mit 
p,  g.r,  als  auch  mit  ip,  Af,  Cr  multiplizirt ,  so  entsteht 

A  pdp  +  B  qdq  +  C  rdr=:0, 
A'^pdp  +  B^qdq  +  (^rdr=:0 

und  hieraus  durch  Integration 

(5)  ip»  +  JBrg»  +  Cr*=A, 

(6)  i V  +  ^q^  +  CV*=  kK 

Die  erste  dieser  Formeln  hat  eine  einfache  Bedeutung.  Nämlich  zu  Folge 
der  Schlusslormeln  des  §.34  drücken  die  Quantitäten 

die  Geschwindigkeiten  aus,  welche  ein  Element  des  Körpers  in  den  Axen 
der  ^yf]t^  besitzt;  mithin  ist  das  absolute  Mass  seiner  Geschwindigkeit 
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Bilden  wir  uns  nun  unter  Zugrundelegung  dieser  Formel  das  Integral 


«•Jm. 


d.h.  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  des  Körpers,  so  bekomoMi 
wir  nach  einigen  leichten  Reduktionen  und,  wenn  wir  berflckaichtigeB, 
dass«  weil  die  Richtung  der  Coordinatenaxen  in  die  Hauplaxen  bineinQltt, 
die  auf  ijli,  |^,  S^  bexflglichen  Massenintegrale  sich  annulliren : 

Jp»  +  Bg»  +  CtK 
Das  Integral  (S)  sagt  mithin  weiter  nichts  aus,  als  dass  die  Snase 
der  lebendigen  Kräfte  aller  Punkte  des  Körpers  währead 
der  Bewegung  dieselbe  bleibt. 

Die  iweite  der  gefundenen  Integralgleichungen   hat  g^eiebfalls  eiie 

.bestimmte  und  leicht  aussprechbare  Bedeutung.    Bemerken  wir,  dass  die 

eben  angewandten  Ausdrücke  für  die  absoluten  Geschwindigkeiten  dM 

Elementes  in  den  Richtungen  der  Haaptaxen  zu  folgenden  Integralen  lahreo 

als  den  Massen  fttr  die  Drehung  des  Körpers  um  die  Axen  der  ^,i;,^' 


so  folgt  weiter  durch  Ausführung  der  Integration,  da  die  mittleren  beides 
Massenintegrale  in  jedem  dieser  3  Integralausdrücke  zu  Folge  der  WaU 
der  Coordinatenaxen  für  sich  verschwinden,  die  beiden  äusseren  dagiga 
sich  als  Hauptmomente  der  Trägheit  ausweisen,  in  grösster  Einfachheft: 

Apt  Bq,  Cr 

und  diese  Ausdrücke  müssen  wir  geradezu  als  die  Momente  von  dni 
Kräftepaaren  ansehen,  die  in  den  auf  einander  senkrechten  Ebenen  der 
17&  $&  &7  enthalten  sind.  Nun  lässt  sich  (cf.  Statik  pag.  46  Anfang)  A 
Wirkung  dieser  Kräftepaare  durch  ein  einziges  resultirendes  Krifteptf 
ersetzen,  dessen  Moment  durch  den  Ausdruck 
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und  dessen  Axe  (d.  h.  die  auf  der  Ebene ,  in  der  es  enthalten  ist ,  Senk- 
rechte) durch  die  Cosinus  der  Winkel  mit  den  Axen  der  |,  tj,  ^: 
Ap  Bq 0| 

besiimmt  ist.  BerQcksichtigen  wir  jetzt  die  Gleichung  (6),  so  sieht 
man  augenblicklich  ein,  dass  die  Grösse  der  drehenden  Be* 
wegung>  welche  in  dem  ganzen  Körper  vorhanden  ist,  wäh- 
rend des  ganzen  Verlaufes  der  Bewegung  unyeränderlich 
bleibt 

Um  eine  weitere  bemerkenswerthe  Eigenschaft  der  betrachteten  Be- 
wegung auhudecken,  wollen  wir  jetzt  die  Gleichungen  (4)  der  Reihe  nach 
mit  a,  &»e  multipliziren  und  die  Produkte  zusammenaddiren:  dies  giebt 

Aladp  +  (ln^  —  cq)pdt\  +  B\bdq+(cp  —  ar)qdt\ 

+  clcdr  +  (aq  —  bp)rdt\=^0. 

Nun  ist  aber,  wenn  man  für  rdi  und  qdl  die  Werthe  aus  den  Gleichungen 
(1)  des  Paragraphen  34  substituirt, 

{hr  —  eq)dl—b*da  +  bb'da'+  bb"  da" +e^da  +  ac'  dtif  +  cd'  da!* 
=  (6*+c»)  da  +  (56'  +  cc')da'  +  (6d"  +  cd')daf' 
^da—a^da—aafda'  —  aaf'da" 
m^da—\ad(a^  +  a''^  +  a"*) 
—  da 
und  ganz  ebenso  findet  mao,  dass 

{jip^'aT)di^=idb, 
(aq—hp)di^dc 

ist  und  erhält  nun  durch  Einsetzung  dieser  3  Gleichungen  in  die  Tor- 
hergehende 

Ä  {adp  +  pda)  +B(bdq+  qdb)  +  C(cdr  +  rde) = 0. 

Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren  noch2mal,  indem  man  die  Gleichungen 
C4)  erst  mit  a*,  h\  t*  und  dann  mit  a!\  b*\  c"  multiplizirt,  so  folgt  noch 

A  (a'  dp  +  pda' )  +  » (6'  dq  +gd6' )  +  C(c'  dr + rdc' )  =  0, 
A{a"dp  +  pda")  +  B(6"dg  +  gd6")  +  ^(c"dr+rdc")==0 

und  durch  die  Integration  dieser  Differentialgleichungen  gehen  folgende 
merkwürdige  Gleichungen  hervor: 
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a  Ap  +  b  Bq  +  c  Or=l  . 
(7)    ^  a'Ap  +  h'Bg  +  e'Cr  —  r, 

a"Ap  +  h"Bq  +  c"Cr  = «", 
ia  denen  UV,t'  S  willkörliche  Constanle  bezeichnen.    Bei  dem  enta 
ArAlicke  möchte  man  diese  Constanten  ffir  von  einander  nnabhiogig  hahM; 
indessen  wenn  man  die  3  Gleichnngen  (7)  erst  qnadriri  nod   dann  ii- 
sammenaddirt,  so  addiren  sich  links  die  Quadrate  der  in  Vertikalcohntf 

alebenden  GKeder  zu 

i*p*  +  HV  +  ^* 
zusammen,  während  die  S  mit  den  Coefficienten 

«d+ttV  +  a'V,  ac  +  aV  +  aV%  hc  +  h'd  -f  6V=0 
behafteten  von  den  doppelten  Produkten  herrührenden  Sumnaen  sich  aa- 
nuUiren;  mithin  wird,  da  der  eben  bezeichnete  Ausdruck  der  Constaotes 

k'  gleich  ist, 

Jk«=:i«  +  ?'«  +  r». 

d.  b«  es  sind  nur  zwei  der  Constanten  /,  C,  V*  voA  einander  TollkonuDeB 

unabhängig. 

Suchen  wir  nun  die  dynamische  Bedeutung  der  Gleichungen  (7),  lo 

sind,  da  die  Ausdrücke 

ip,  Bf,  Cr 

die  Grösse  der  Drehung  Bezugs  der  Azen  der  {«i/^C  repräsentiren,  A 
linken  Seiten  der  genannten  Gleichungen  die  Ausdrücke  für  die  Grösse  te 
Drehungen ,  welche  nach  den  Axen  der  o?,  jf,  z  erfolgen ;  denn  die  oi- 
zelnen  Summanden  einer  solchen  Gleichung,  z.  B« 

aAp,  bBq^  cCr 
sind  offenbar  die  Componenten  der  erstbezeicbneten  Drehungen,  dieselb« 
in  Bezug  auf  die  Axe  der  x  genommen.  Hithin  folgt  der  Satz,  dais 
die  Drehungsmomente  in  Bezug  auf  irgend  eine  der  feslei 
Axen  der  Xty,z  in  ihrer  Gesammtheit^  d.h.  für  alle  Ele- 
mente des  Körpers  genommen,  während  der  ganzen  Dauer 
der  Bewegung  eine  unveränderliche  Grösse  behalten. 

Nunmehr  ist  es  auch  leicht,  die  Richtung  der  Axe  festzulegen,  »f 
welche  sich  das  oben  erwähnte  resultirende  Kräflepaar  bezieht,  da  oü 
es  eben  so  gut  aus  den  Drehungsmomenten  in  den  Axen  der  $,  ij,  ^.  vie 
in  den  Axen  der  x,  y,  z  zusammensetzen  kann.  Sie  whrd  durch  die  dir« 
Gonstanten  Ausdrücke 
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für  die  Coainus  der  Winkel  festgelegtt  welche  eie  nit  den  Axen  derit,  y,  f 
einechlieset  Da  mithin  die  hierdurch  bestiminte  Gerade  während  der 
Bewegung  ihre  Richtung  bestindig  beibehält,  so  ist  klar,  dass,  wenn 
ein  K6rpef,  blos  seiner  Schwere  überlassen«  um  einen 
festen  Punkt  dreht»  das  resultirende  Kräftepaar»  weiches 
in  jedem  Augenblicke  die  Grösse  der  Drehung  angiebt,  ta. 
einer  iin?eränderlichen  Ebene  enthalten  ist»  welche  durch 
den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  hindurchgeht.  Natflriich 
ist  die  Lage  dieser  sogenannten  unveränderlichen  Etiene  in  Beaehnng  auf 
den  rotirenden  Körper  selbst  veränderlich.  Doch  ist  es  immer  leicht,  ihre 
Lage  gegen  die  Hauptazen  in  jedem  Augenblicke  festiulegen}  nämlich  nach 

den  früheren  Entwickelungen  ergeben  sich,  wenn  man  für  ^  ii  V  +  ^  V + ^^ 
seinen  Werth  k  setst,  für  die  Cosinus  der  Winkel,  weldie  die  darauf 
Senkrechte,  d.h.  die  Axe  des  resultir^Mlen  Kräftepaares,  mit  den  Haupt* 
axen  einschliesst,  respektive  die  Ausdrücke: 

Ap    Bq    Cr 

T'  k  '  T 

und  mitbin,  wenn  für  eine  specielle  Zeit  i  die  Werlhe  von  p,  g,  r  bekannt 
sind,  kann  man  die  Lage  der  unveränderlichen  Ebene  ein  für  alle  Mal 
als  festgestellt  ansehen. 

Nachdem  wir  die  angegebenen  speciellen  Eigenschaften  der  Bewegung 
erforscht  haben ,  wollen  wir  nun  die  vollständige  Integration  der  beiden 
Systeme  von  Differentialgleichungen  versuchen,  welche  zu  ihrer  analytischen 
Besiimmung  dienen. 

Aus  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  folgt 

.fi,   ^      lf  —  Bh  +  (B—C)Cr^      ^      — k»+iA  +  (C— i)0» 
(®^^= {Ä=rB^ '^=  (A-B)B 

Substituirt  man  diese  Wertbe  in  die  letzte  der  Gleichungen  (4)  und  löst 
die  resultirende  Gleichung  nach  dt  auf,  so  ergiebt  sich 

(9)di=  ,_  _    ^      ,         , , 

Vk*  — aÄ+(B— C)Cr*V— **  +  i*A  +  (C— il){V* 

Diese  Gleichung  kttn  iwnittelst  der  ^iptisdiett  Tnttsscendenten  der 
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ersten  Art  integrirt  werden  und  liefert  den  Werth  der  Grösse  r  und 
mitbin  aach ,  yermöge  der  Gleichungen  (8) ,  den  Werlh  von  p  und  q. 

Was  die  Integration  des  zweiten  Systemes  (S)  von  gleidueitigeii  Dif- 
ferentialgleichungen der  ersten  Ordnung  betrifft»  so  ist  dieselbe  zum  Heil 
aohon  in  dem  Vorhergehenden  enthalten.  Denn  die  3  Gleichungen  (7) 
stellen»  da  die  Cosinusooefficienten  a,  b^  e,  a'  u.  s.  w.  Funktioneb  der  Winkel 
^y^,^  sind»  offenbar  endliche  zwischen  den  genannten  Winkeln  statt- 
habende Relationen  dar,  welche  auch  den  Gleichungen  (3)  Genüge  leisten 
müssen;  da  sie  indessen  nur  zwei  willkürliche  Constante  enthalten  und 
überhaupt  in  ihrem  Zusaromenbestehen  von  der  Gleichung  (6)  abhIngeBf 
so  gelten  sie  zusammen  nur  2  Integralgleichungen  gleich  und  müssen  wir 
die  dritte  noch  aufsuchen. 

Um  die  Untersuchung  so  viel  als  möglich  zu  vereinfachen,  woUeo 
wir»  da  über  das  feste  im  Räume  angenommene  Coordinatensystem  noch 
nichts  festgesetzt  ist,  die  sogenannte  unverinderliche  Ebene  zur  Ebene 
der  ff,  y  und  mithin  die  darauf  Senkrechte  zur  Axe  der  z  nehmen ;  da- 
durch bestimmen  sich  die  willkürlichen  Constanten  I«  if,l"f  wie  folgt: 

/"  =  fc,  i'=0,  /=0; 

denn  das  sind  die  Bedingungen  dafür,  dass  die  erwähnte  Senkrechte  mi 
der  Axe  den  zusammenfalle,  d.h.  mit  den  drei  Azen  der  i,  y» «  respeklipi 

die  Winkel  ^>  Kf  o  einschliesst;  ferner  die  Cosinus  der  Winkel,  welck 

eben  diese  Senkrechte  mit  den  3  Axen  der  ^,17«^  macht,  werden  daim 
geradezu  die  Cosinus  der  drei  Winkel,  welche  die  Axe  der  s  mit  deo 
Axen  der  |t?>C  einschliesst,  d.h.  es  lolgt 


und  zufolge  der  Ausdrücke  der  Cosinuscoeffidenten  als  Funktionen  von 
*,  g>,  \p. 

An  R/t  /V 

(10)  sind' sin g>f=s ^,  sin&cosg>  =  —  -^,  eosd-ss-^^ 

Nun  giebt  die  Elimination  von  dd  aus  den  zwei  ersten  Gleidiungen  (3) 

sinddtlß=(psing>  +  qeosg>)dl, 
woher 


—    193    — 

oder  durch  Anwendung  der  vorhergehenden  3  Gleichungen  awischea 
'S-,  g>,  %p  nach  emigen  leichten  Rechnungen : 

oder  endlich,  wenn  man  fQr  p\q\dl  ihre  Werthe  aus   den  Gleichungen 
(8)  und  (9)  substituirt, 
(11)  ^ k(Cr^-k)C^ßär 

Diese  Gleichung  giebt  vermöge  der  elliptischen  Transscendenten  einen 
geschlossenen  Ausdruck  für  r  als  Funktion  von  xp  und  da  r  vermöge  (9) 
als  Funktion  von  t  bestimmt  ist,  so  resultirt  xfj  gleichfalls  als  Funktion 
der  Zeit.  Mithin  sind,  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  (10),  die  Grössen 
-9-^  q>,  xfj  als  Funktionen  der  Zeit  und  mit  ihnen  die  Lage  der  Hauptaxen 
des  Körpers  in  einem  speciellen  Augenblicke  bestimmt. 

Jetzt  restirt  nur  noch  die  Bestimmung  der  6  Constanten  der  Inte- 
gration ,  welche  den  beiden  Systemen  von  je  drei  gleichzeitigen  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung  nothwendig  entsprechen.  Zwei  derselben 
sind   durch  die  Wahl   der  unveränderlidien  Ebene  zur  Ebene    der  «,y 

schon  bestimmt,  indem  dadurch 

l=zO,  ^==0 

würde.  Was  die  Constante  k  anlangt,  so  drückt  dieselbe  die  Grösse  der 
drehenden  Bewegung  aus,  welche,  wie  wir  wissen,  eine  Constante  ist. 
Möge  die  Bewegung  durch  einen  nicht  durch  den  Schwerpunkt  hindurch- 
gehenden Stoss  hervorgebracht  werden,  dessen  Intensität  für  jeden  ein- 
zelnen Punkt  V  und  mithin  für  die  Gesammtmasse  des  Körpers 

3Iv 
ist,  so  wird  die  hiervon  um  den  Schwerpunkt  erzeugte  drehende  Be- 
wegung durch  das  Produkt 

Mvf 

gemessen y  wo  f  den  Abstand  bedeutet,  welchen  die  Richtung  der  stos- 
senden  Krait  vom  Anfangspunkte  hat}  mitbin  folgt 

k^Slvf 
und  hiermit  ist  die  Constante  k  bestimmt.  —  Nimmt  man  weiter  die 
Lage  der  Hauptaien  in  Bezug  auf  die  unveränderliche  Ebene  für  den 
Anhng  als  bekannt  an,  so  sind  die  Winkel  g>  und  &  und  zufolge  der 
Gleichungen  (10)  die  anfiingUcben  Werthe  von  p,  j,  r  bekannt»  deren  Ein- 
III.  13 
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setzuDg  in  die  Gleichung  (5)  die  Constante  h  giebt.  Die  fflnfteConstante, 
welche  sich  auf  die  Gleichung  (9)  bezieht,  hfingt  Ton  dem  Anfangsmo- 
mente  der  Bewegung  ab,  und  endlich  die  sechste  Constante,  welche  der 
auf  xfj  bezüglichen  Integration  entspricht,  ergiebt  sich  als  eine  willkür- 
liche Grösse.  Denn  der  Winkel  i//wird  von  der  Durchschnittslinie  der 
beiden  Ebenen  der  a?,  y  und  |,  rj  mit  der  Äxe  der  r  gebildet,  welche  letztere 
man  vollkommen  willkürlich  in  der  unveränderlichen  Ebene  sich  legen  kann. 
Zum  Schlüsse  mögen  noch  zwei  specielle  Eigenschaften  der  Rotations- 
bewegung des  Körpers  nachgewiesen  werden.  Die  Gleichungen  der  mo- 
mentanen Drehungsaxe  sind  doch»  wenn  |, tj«^  die  Coordinaten  irgend 
eines  darauf  befindlichen  und  auf  das  System  der  Hauptaxen  bezogenen 
Punktes  bezeichnen: 

Diese  beiden  Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

p*  +  <y*+r*=  w*, 
V^o  (o  die  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet,  und  mit  der  Gleichung 

geben  für  $,17,^  folgende  einfachen  Werthe: 

fc_P«    ^^^   r-^ 


W        '         W  (0 


u» 


Multiplizirt  man  nun  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  mit  -j,  so  wird 

und  hieraus  folgt  durch  Elimination  von  — % 

A  {h^  —  Ah)P  +  B(k^'-Bh)r]^  +  C(k^—Ch)  £>=0. 
Diese  Gleichung  gehört  einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung  an,  welche  als 
bestimmt  angesehen  werden  kann,  sobald  die  Conitanten  h  und  k  be- 
stimmt sind ,  und  auf  welcher  die  auf  einander  folgenden  Lagen  der  ne- 
mentanen  Drehungsaxe  enthalten  sind. 

Eine  ähnliche  Bemerkung  gilt  von  der  Axe  der  x,  welche  wir  ib 
auf  der  unveränderlichen  Ebene  senkrecht  angenommen  haben.  Seiea 
f,  7],  ^  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  dieser  Geraden,  diesefta 
auf  das  System  der  Hauptaxen  bezogen»  so  sind  ihre  Gleichimgai 
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oder,  wenn  man  lür  a",V*,c"  ihre  obigen  Werthe  sobstitairi: 

Setzt  man  nun  wieder 

u«=?  +  ,«  +  J» 

und  berücksichtigt  die  Gleichung 

80  folgt  aus  diesen  4  Gleichungen 

ApJ!l,  BqJ'^  0  =  *i 
u  u  u 

and  durch  Substitution  dieser  3  Werthe  in  die  Gleichung  (5) 

Setzt  man  hier  für  u'  seinen  Wertb,  so  wird  schliesslicli 

*»— ifc„  .  Jfc*  — BA  ,  .  fc*— a„     . 

-^j— r + — ß- f  * -t- — c- ^= ® 

und  dies  ist  die  Gleichung  einer  KegeloberflSche,  auf  welcher  sich  die 
Reihe  von  Linien  befindet,  entlang  deren  die  unbewegliche  Axe  der  x  den 
beweglichen  Körper  schneidet. 

4)  Die  Rotation  um  eine  feste  Axe. 

Bei  dieser  Untersuchung  ist  es  einfacher,  statt  die  gewonnenen  all- 
gemeinen Resultate  zu  Grunde  zu  legen,  die  Discussion  davon  unabhängig 
wieder  aufzunehmen.  Sei  also  die  Drehungsaxe  die  Axe  der  x,  so  ist 
die  Bedingung  für  eine  solche  Rotation 

denn  diese  Gleichung  drückt  aus,  dass  die  Summe  der  Drehungsmomente, 
welche  sicli  auf  die  in  den  einzelnen  Punkten  des  Körpers  erzeugten  wirk- 
lichen Geschwindigkeiten  bezieht,  weniger  der  Summe  der  Drehungsmo- 
mente,  die  von  den  beschleunigenden  Kräften  herrühren,  d.  h.  also  die 
Gesammtmasse  der  verloren  gegangenen  Bewegung  sich  annullire.  Nehmen 
wir  nun  die  Winkelgeschwindigkeit  gleich  u)  an  und  die  Coordinaten 
irgend  eines  speciellen  Punktes  im  Körper  gleich  o;,  y,  i,  sowie  dessen 
Abstand  von  der  Axe  der  x  gleich  r,  so  ist 

(l)r>  =  x«  +  y« 
und  r  von  der  Zeit  unabhängig,  weil  der  Punkt  zu  Folge  der  Natur  der 
rotirenden  Bewegung  beständig  dieselbe  Entfernung  von  der  bezeichneten 

18* 
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Axe  behält;  die  Winkelgescbwindigkeit  co  dagegen  ist  im  Allgemeinen  eine 
Funktion  der  Zeit,  kann  aber  immer  während  des  unendlich  kleinen  Zeit- 
momentes dl  als  coniftant  angesehen  werden.  Dieses  vorausgesetzt  ist  klar, 
dass  alle  Punkte  des  Körpers  während  der  Zeit  dt  auf  Kreisen,  deren 
Ebenen  senkrecht  gegen  die  Drehungsaie  stehen,  um  Bogenstrecken  fort- 
rücken, deren  Centriwinkel  codi  sind.  Das  von  dem  Punkte  a^,  y»'  he- 
schriebene  BogenstQck  ist  daher  gleich  rtodi  und  die  Projektionen  daTon 
in  den  Axenrichtungen  der  x  und  y,  d.h.  die  Differentiale  dx  und  itf 
sind  bezüglich  — ywdi  und  xiadi;  denn  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
das  Element  des  Bogens  mit  den  Axen  der  x  und  y  einscbliesst,  sind, 

abgesehen  von  dem  Vorzeichen  -^  und  — ,  und,  was  das  Vorzeichen  be- 

T  r 

trifft,  so  ist  eine  dieser  Projektionen  negativ  zu  nehmen,   weil,   wemi 

man  von  einem  Punkte  des  Kreises  zu  dem  benachbarten  fortschreitet, 

allemal  dies  nur  so  geschehen  kann,  dass»  wenn  die  eine  Coordinate  sich 

vergrössert«  die  andere  sich  verkleinert}  mithin  ist 

{2)dx=i  —  ytüdl,  dy^sx(odi* 
Hieraus  folgt 

{2')  x^-yf^{x^  +  y^)(o  =  r^O} 

und,  wenn  man  differentiirt,  da  r  von  i  unabhängig  ist, 

d^y        d^x ^dto 

Dies  in  die  obige  Bedingungsgleichung  eingesetzt,  giebt 

dm 


/r»  ^  dm  =  /(xY—yX) 


oder,  da  die  Winkelgeschwindigkeit  in  jedem  Augenblicke  ffir  alle  Punkifl 
des  Körpers  dieselbe  ist, 


j    /r^dm:==  /(xY-^yl) 


(3)^   /  T^dm^  /  (xY'^yX)df% 


und  aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  der  Werth  von  d(a  für  eine  gege- 
bene Lage  des  Körpers.  Das  System  der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  ent- 
hält 3  gleichzeitige  Differentialgleichungen  zwischen  x^y,(a,l^  deren  Inte- 
gration alle  Umstände  der  Bewegung  bestimmt.  Diese  Integration  führt 
sich  zu  Folge  des  obigen  Ausdruckes  für  r'  —  sogleich  auf  die  Integra- 
tion einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  zwischen  den  Ver- 
änderlichen X,  j/,  (  zurück,  nämlich  der  Gleichung 
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yX)dm 


yixY— 

—  »— =r-    y^ 

welche,  wenn  man  überall  für  y  seinen  Werth  yr* — o?'  einsetzt,  blof 
noch  von  x,  r  und  I  abhängt,  und  mithin,  da  r  in  Bezug  auf  I  constant 
ist,  als  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  den  Variabein 
X  und  I  behandelt  und  integrirt  werden  kann.  Dia  resultirende  Integral- 
gleichung in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (1)  giebt  2  Gleichungen 
zwischen  x,  y,  (,  r,  aus  denen  man  x  und  y  als  Funktion  von  i  und  r 
^^ erhält;  d.  h.  man  ist  im  Stande >  in  jedem  Augenblicke  zu  berechnen, 
an  welchem  Orte  ein  specieller  in  dem  bekannten  Abslande  r  von  der 
Axe  beßndlicher  Punkt  auf  der  ihm  zugehörigen  kreisförmigen  Trajektoria 
zu  einer  gegebenen  Zeit  sich  befindet. 

Wir  wollen,  um  ein  bestimmtes  Beispiel  zu  haben,  das  zusam- 
mengesetzte Pendel  in  allgemeinster  Weise  betrachten  und  daher 
annehmen,  dass  ein  schwerer  Körper  um  eine  zur  Axe  der  x  angenom- 
mene Horizontalaxe  drehe;  die  Richtung  der  Schwere  möge  zur  Richtung; 
der  X  genommen  werden  und  der  Anfangspunkt  so  gewählt  sein,  dass 
der  Schwerpunkt  des  rotirenden  Körpers  in  die  Ebene  der  tr,  y  falte, 
Dann  folgt  J=y,  F=0 

und  die  Gleichung  (3)  reducirt  sich,  wenn  man  statt  der  Winkelge- 
schwindigkeit (o  geradezu  den  Drehungswinkel  q)  einführt,  so  dass,  weil 
ein  beliebiger  Punkt  im  Körper  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  um  die 
Winkelgrösse  rfy  dreht,         ^^     ^^^ 

^ ""  dl  '    dl"  dl« 

wird,  auf  die  folgende  einfachere  Gleichung 

d»y 
dC 

Denken  wir  uns  nun  ein  im  Körper  festes  und  daher  mit  dem  Körper 
um  die  Axe  der  m  bewegliches  Axensystem ,  so  dass  die  Axe  der ;;  mit 
der  vorigen  zusammenfällt,  dagegen  die  neue  Axe  der  §  durch  den  Schwer- 
punkt geht,  so  sdiliesst  dieselbe  mit  der  alten  Axe  x  irgend  einen  ge- 
wissen Winkd  ein,  dessen  Complement  wir  mit  ^  bezeichnen  und  es 
wird  in  Folge  dar  bekannten  Transformationsformela 
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Da  der  Schwerpunkt  nun  auf  der  neuen  Axe  der  ^  liegt,  so  Terscbwindet 
die  auf  ihn  bezügliche  Coordinate  17  und  mithin  auch  das  Massenintegral 

i  rjäm^   welches   gleich   dem  Produkte  der  Masse  in    die   gleichnamige 

Schwerpunktscoordinate  ist;  daher  bekommen  wir  in  Folge  der  beieidi- 
neten  Coordinatenveränderung 


^ /o?*  +  I') dm  +  geoi»/sämz^ 


oder  endlich,  wenn  man  bedenkt,  dass  in  gleichen  Zeiten  alle  Punkte 
des  Körpers  um  denselben  Drehungswinkel  wie  der  Schwerpunkt  drehen, 
und  dass  mithin  ^,        ^.^ 

ist,  li^'^l? 

§dm 


(5)  -^  +geos&  —^ s  0. 


/(,. 


+  ?)tftfl 


Denken  wir  uns  nun  ein  einfaches  Pendel  in  dem  Abstände  ^  und  mit 
der  Masse  m,  so  wird  hierfür,  indem  sich  die  unendlichen  Summenreihen 
auf  je  ein  Glied  reduciren, 


/fdm  =  fiip,  /  ( 


und  die  Gleichung  des  einfachen  Pendels  bekommt  die  Gestalt 

d**  1 

damit  es  also  eben  so  schwinge,   wie  das  zusammengesetite ,   ist  erfor- 
derlich, dass  man 

I  Of  +  P)dm 


Js^ 


habe.  Zieht  man  mithin  im  Inneren  eines  zusammengesetzten  Pendels 
in  dem  Abstände  q  von  der  Drehungsaxe  eine  damit  Parallele,  so  wird 
die  feste  Verbindung,  vermöge  deren  die  auf  der  Parellele  enthaltenen 
Punkte  mit  den  übrigen  Punkten  des  Körpers  zusammenhängen,  durchaus 
keinen  Einfluss  auf  ihre  Bewegung  ausüben.    Deijenige  unter  ihnen,  der 
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in  der  durch  den  Schwerpunkt  gelegten  auf  der  Axe  Senkrechten  liegt, 
heisst  der  Mittelpunkt  der  Schwingung  und  man  hat  folgenden 
merkwürdigen  Satz  von  demselben:  Der  AufhSngepunkt  und  der 
Schwingungsmittelpunkt  eines  materiellen  Pendels  sind 
wechselseitig,  d.h.  es  kann  der  eine  mit  dem  anderen  ver- 
tauscht, also  das  Pendel  im  Schwingungspunkte  aufgehangen 
werden,  ohne  dass  die  Scbwingungszeit  eine  andere  wird. 

Um  dieses  zu  beweisen  setze  man  das  auf  den  Schwerpunkt  bezüg- 
liche und  mit  der  Axe  der  z  parallele  Trägheitsmoment  gleich  i,  so  wird, 
wenn  dieser  Punkt  von  der  genannten  Axe  die  Entfernung  a  hat  und  die 
-Masse  des  ganzen  Körpers  mit  M  bezeichnet  wird. 


/ 


(J7'  +  ^')dm  =  i4  +  a*JMr 

nach  einem  aus  der  obigen  Theorie  der  Trägheitsmomente  bekannten 
Satze;  ebenso  ist  zufolge  einer  schon  oft  angewandten  Eigenschaft  des 
Schwerpunktes 

mithin  geht  die  Formel  (7)  über  in 

^*  aM 

Machen  wir  umgekehrt  den  Schwingungsmittelpunkt  zum  Aulhängepunkte, 

so  bekommt  man  den  neuen  Schwingungsmillelpunkt  im  Abstände  ^'  von 
der  Drehungsaxe  und  es  wird,  da  man  jetzt  den  Absland  des  Schwer- 
punktes von  dieser  Axe  gleich  q  —  a  hat, 

führt  man  hier  endlich  für  ip — a  aus  der  vorigen  Gleichung  seinen  Werth 
-^  ein,  so  folgt  ^ 

und  mithin  P  =  ?'> 

d.  h.  also  der  alte  Aufhängepunkt  ist  jetzt  Mittelpunkt  der  Schwingung 

geworden. 

Nehmen  wir  an ,  dass  der  bewegte  Körper  sich  aus  einem  Faden  und 
einer  Kugel  zusammensetze.  Die  Fadenlänge  sei  r,  das  Gewicht  des 
Fadens  fc,  der  Kugelradius  a:  dann  ist  doch  das  Trägheitsmoment  der 
Kugel,    welches  durch  ihren  Schwerpunkt  parallel  mit  der  Axe  der  % 


/< 


—    200    — 

gelegt  ist,  lufolge  einer  früheren  Rechnung  gleich  fa^Jf,  und  da  die 
Aie,  auf  welche  das  Trägheitsmoment 

(i?*  +  ^)dm 

sich  bezieht,  von  dem  Schwerpunkte,  d.  h.  dem  Centrum  der  Kugel,  um 
die  Grösse  a  +  r  absteht,  so  folgt  als  der  Theil  dieses  Trägheitsmomentes, 
welcher  von  der  Kugel  herröhrt,  der  Ausdruck 

Was  den  Faden  betrifft,  so  ist  das  Gewicht  seiner  Längeneinheit  gleich 
und  da  man  geradezu 

,.=?(■ +  !')={. 

setzen  kann,  ohne  wegen  der  verhältnissmässigen  Kleinheit  des  t]  einen 
beträchtlichen  Fehler  zu  begehen:  so  folgt  der  auf  den  Faden  bezügliche 
Theil  des  Trägheitsmomentes 

and  das  Trägheitsmoment  von  dein  Faden  in  Verbindung  mit  dem  Körpa 
ist  daher:  _-i  .    ,    v-  ,  ,  *l  ,  *   • 

Was  den  Nenner  /*w^ 

anbetrifll,  so  giebt  er  für  die  Kugel  den  Ausdruck  M(a+r)  und  für  des 
Faden  h.^\  mithin  folgt  jetzt 

MJ(a  +  r)^+ia»j+|r> 
M(a  +  r)  +  k^ 

und  dieses  ist  der  Ausdruck  für  den  Abstand,  welcher  den  MiltelpuDkt 
der  Schwingung  vom  Aufhängepunkte  hat  und  zugleich  für  die  Linge  dei 
einfachen  Pendels,  welches  wie  das  zusammengesetzte  sdiwingU 
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